


Chương Ì 

s ố T H Ự C 
• 

Chương này sẽ nhắc l ạ i các khái niệm về tập hợp, ánh xạ và giải 
thích chi t iết tập hợp các số thực. 

1.1. Tập hợp 

Tập hợp là một khái niệm cơ bản của toán học. Chúng ta đã biết 

tập hợp các số tự nhiên N , tập hợp các số nguyên z , tập hợp các số 
hữu tỉ Q... Ta cũng có thể nói tập hợp các điểm của một đoạn thẳng, 
tập hợp các đường thẳng vuông góc với một đường thẳng cho trước... 

Khi nói đến một tập hợp ta nghĩ đồng thời đến các phần tử của tập 
đó ; để chỉ a là phần tử của tập hợp A ta viết a 6 A và đọc là a thuộc A ; 
để chỉ b không là phần tử của tập hợp A ta viết b Ể A và đọc là 
b không thuộc A . 

Đ ể chứng tỏ rằng tập hợp X (gọi tắt là tập X gồm các phần tử 
X, y, z, ta viết 

X := { x , y, z, . . .} 

và như thế, trong biểu thức trên, ở vế phải ta đã l iệ t kê danh sách các 
phần tử của X . Việc l iệ t kê đó có thể là triệt để ( l iệ t kê hết tất cả 
phần tử của X ) nếu số phần tử của X không quá lớn ; việc l iệ t kê 
cũng có thể không t r iệ t để (không l i ệ t kê ra hết mọ i phần tử của X) 
nếu số phần tử của X quá lớn, hoặc X có vô số phần tử, khi đó ta phải 
dùng dấu miễn là không gây hiểu nhầm. 
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Do đó những trường hợp không thể l iệ t kê ra hết tất cả các phần tử 
của một tập hợp, người ta dùng cách sau : Đ ể chỉ tập hợp A gồm tất 

cả các phần tử có thuộc tính ơ (tính chất để xác định một phần tử 
thuộc hay khổng thuộc tập A ) người ta viết : 

A := ịa I a có thuộc tính ơ } . 

T ậ p con 

Cho hai tập hợp A và B ; nếu mỗ i phần tử của A là phần tử của B 
thì ta nói rằng A là một tập con của B và viết là A c B ; nếu A là tập 
con của B và tập B có ít nhất một phần tử không là phần tử của A thì 
ta nói rằng A là tập con thực sự của B và viết là A c B. 

Cho A, B là hai tập, nói rằng tập A bằng tập B và v iế t là A = B 

nếu A c B và B c A. 

T ậ p rỗng 

Theo quan niệm thông thường, một tập cần có phần tử tạo nên tập 
đó ; tuy nhiên, trong toán học, để t iện cho việc lập luận người ta chấp 
nhận khái niệm tập rỗng viết là 0 , là tập không chứa phần tử nào. 
Người ta quy ước 0 là tập con của bất kì tập A nào, 0 e A . Cần 
phân biệt 0 * { 0  Ị. 

C á c kí h iệu lôgic 

Đ ể diễn đạt thuận lợi các lập luận toán học người ta hay sử dụng 
các kí hiệu lôgic, ở đây chúng ta cũng nêu một số kí hiệu thường 
dùng và đem giản nhất. 

Nếu ta không để ý đến nội dung của một mệnh đề nào đó mà chì 
chú ý đến mối liên quan của nó với các mệnh đề khác thì ta có thể kí 
hiệu mệnh đề đó bởi một chữ. Chẳng hạn, kí hiệu "a => P" được hiểu 

là "từ mệnh đề a suy ra mệnh đề p", kí hiệu "(X <=> (3" được hiểu là 

"từ mệnh đề a suy ra mệnh đề (3 và ngược l ạ i , từ mệnh đề p suy ra 

mệnh đề a" hay nói khác đi "mệnh đề a và mệnh đề p tương đương 
với nhau". 
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Bây giờ, giả sử A là một tập và t là một tính chất nào đó của 
những phần tử của A. Gọi C(t) là tập tất cả những phần tử của A có 
tính chất t, nghĩa là 

C(t) := {X G A ị X có tính chất t } . 

K h i đó , nêu 

• C(t) = A thì mọi phần tử của A đều có tính chất t, và ta nói rằng 
"Với mọi X 6 A, X có tính chất t" và ta viết Vx 6 A : t(x) ; kí hiệu V 
gọi là kí hiệu phổ biến (đó là chữ A viết ngược, từ chữ AU (tiếng Anh)). 

• C(t) * 0 thì có ít nhất một phần tử X của A có tính chất t ; ta nói 
rằng "Tồn tại một phần tử X € A , X có tính chất t" và viết 3x G A : 

t (x) , kí h iệu 3 gọi là kí hiệu tồn tạ i (đó là chữ E viết ngược, từ chữ 
EXISTENCE (tiếng Anh)). 

Giao của hai t ập 

Cho A , B là hai tập, gọ i giao của A và B, viết là A n B và đọc là 
" A giao B", là tập định nghĩa bở i : 

A n B := {x I X € A và X € B Ị . 

H ợ p của hai t ậ p 

G ọ i hợp của tập A và tập B, v iế t là A u B và đọc là "A hợp B" là 
tập đ ịnh nghĩa bởi : 

A u B : = { x | x e A hoặc X G B Ị . 

B ổ sung 

G ọ i bổ sung của B trong A ( B c A ) , viết là C A B là tập định nghĩa 

bở i : 

C A B := ịx I X 6 A v à x Ể B Ị 

Phép giao, hợp và bổ sung thoa các tính chất sau : 

(A n B) n c = A n (B n C) 
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( A u B ) u C = 

(A n B) u c = 

(A u B) n c = 

A ' j ( B u C) 

( A u C ) n ( B u C) 

(AnC)u(Bn C) 

C A ( B j u B 2 ) = C A B , n C A B 2 

CA(B, n B2) = CAB, u CAB2. 

Tích Đềcác 

Cho hai tập A, B không rỗng, với mỗ i a € A và mỗ i b G B, ta lập cập 
(a, b) gọi là một cặp sắp thứ tự (viết phần tử a 6 A trưóe và phần tử b € B 
sau); tích Đềcác của A và B, kí hiệu là A X B và đọc là "A tích Đềcác B", 

là tập được định nghĩa bời A x B : = Ị ( a ,b ) : a e A ; b e B Ị . 

Tập nghiệm 

M ộ t mệnh đề thuộc loại "... là thủ đô nước V i ệ t Nam" được gọi là 
một mệnh đề mở. Mệnh đề này không đúng mà cũng không sai. 

Trong mệnh đề trên, nếu ta điền vào chỗ trống các từ "Hà N ộ i " thì 
được một mệnh đề đúng ; còn nếu điền vào chỗ trống các từ "Hải 
Phòng" thì được một mệnh đề sai. 

Nói chung, trong toán học, các mệnh đề m ở có dạng các phương 
trình hay bất phương trình. Chẳng hạn, mệnh đề 

x + 3 = 9 

là một mệnh đề mở , được gọi là phương trình, và mệnh đề 

x + 3 < 9 

cũng là một mệnh đề mở , được gọi là một hất phương trình. Trong 
mỗ i mệnh đề trên, chữ X là một kí hiệu chỉ một số chưa định rõ và nếu 

thay X bởi một số cụ thể nào đó có thể làm cho mệnh đề đúng hoặc sai. 
Kí hiệu X được gọi là một biến (ẩn). Tập mọi giá trị của biến sao cho 

khi thay các giá trị đó vào phương trình hoặc bất phương trình thì các 
phương trình đó , bất phương trình đó có nghĩa, được gọi là miền của 
biến. Tập nghiệm của một phương trình hay bất phương trình là tập 

6 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



mọi phần tử của miền của biến khi thay vào mệnh đề mở thì mệnh để 
đó đúng . Chẳng hạn nếu miền của biến X là tập các số nguyên dương 
thì tập nghiệm của phương trình 

x + 3 = 9 

là tập {6 Ị, còn tập nghiệm của phương trình 

X + 3 = 2 

là tập rỗng 0 . 

Bây giờ, nếu lấy miền của biến là tập các số nguyên thì tập {6} là 
tập nghiệm của phương trình X + 3 = 9, còn tập {-Ì} là tập nghiệm 
của phương trình X + 3 = 2. Như t hế tập nghiệm của một mệnh đề m ở 
phụ thuộc vào tập miền biến và cùng một mệnh đề mở có thể có 
nhiều miền biến khác nhau. 

Ánh xạ 

Cho hai tập E và F ; ta gọ i một ánh xạ f từ E sang F và v iết là 

f : E —» F, là một quỵ tắc làm ứng mỗi phần tử của E với một phần tử 
xác định của F, E được gọi là tập gốc (hoặc tập nguồn) và F được gọi 
là tập ảnh (hoặc tập đích) ; phần t ù y e F ứng với phần tử X e E được 
gọ i là ảnh của X qua ánh xạ f và viết y = f (x ) , cũng đọc là y = f (x ) , và 
để chỉ rõ quy tắc làm ứng X với y ta viết X h-> f (x ) . 

Ánh xạ f được gọi là đơn ánh nếu phương trình f(x) = y có nhiều 

nhất một nghiệm X G E, với m ọ i y 6 F. 

Ánh xạ f được gọi là toàn ánh nếu phương trình f(x) = y có ít nhất 
một nghiệm X G E với mọ i y € F. 

Ánh xạ f được gọi là song ánh nếu phương trình f(x) = y có một 

nghiệm duy nhất X e E với mọ i y e F. Mộ t song ánh là một ánh xạ 
vừa là đơn ánh vừa là toàn ánh. 

Hai tập A và B được gọi là tương đương với nhau, viết là "A B" 

nếu tồn tại một song ánh f : A B. 
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Cho tập ì •= {Ì 2 ... n ) , bất kì một tập X nào tương đương với ì 
cũng được gọi la một tập hữu hạn (có số phần tử là hữu hạn và bằng 
n), khi đó ta viết card (X) = n. Gọi N là tập các số tự nhiên, bất kì 
một tập X nào tương đương với N cũng gọi là một tập đếm được, ta 
viết card (N) = card (X) ; (có thể hiểu là số các phần tử của X bằng 
số các phần tử của N). 

1.2. Tập các sô thực 

Chúng ta đã biết tập các số tự nhiên N : 

N := {0 , 1,2, n, . . .} 

Để mở rộng lớp nghiệm phương trình x + n = 0, n e N, ta đưa 
thêm tập các số nguyên z : 

Z : = { 0 , ± Ì , ± 2 , ± n , . . . } 

Để mở rộng lớp nghiệm phương trình mx + n = 0;m, neZ được 
đưa thêm tập các số hữu tỉ Q : 

Q : = {X : X = — ; n * 0 ; m, n e z ; m, n chỉ có ưóc chung là ± ÌỊ 
n 

và dĩ nhiên ta có bao hàm thức kép 

NcZcQ 

Tuy nhiên người ta có thể chứng minh được rằng z ~ N ; Q ~ N ; 
nghĩa là cả z , lẫn Q đều là những tập đếm được. 

Bây g iờ để chứng tỏ rằng tập các số hữu tỉ cũng còn quá hẹp, ta 

xét nghiệm dương của phương trình X = 2, và ta có x = yỊĨ ; s ố >/2 
không phải là có một số hữu tỉ. Ta chứng minh điều này bằng phản 

chứng. Thật vậy, g iả sử y/ĩ là một số hữu t ỉ ; khi đó yỊĨ có dạng : 

yjĩ = — ; m, n e N ; 
n 

với m và n chỉ có ước số chung là Ì và -1. 
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Vì cả hai v ế của phương trình trên đều dương nên suy ra phương 

trình tương đương m2 = 2n2. Do đó m2 chia hết cho 2 ; vi thế m chia 

hết cho 2, và ta có thể viết m = 2p ; do đó 4p2 = 2n2, nghĩa là n2 = 2p2. 

Cũng lập luận như trên n cũng chia hết cho 2 và như thế m và n cùng 

có ước số chung là 2 và điều đó mâu thuẫn với giả thiết, vậy yỊĨ 

không thể là một số hữu tỉ, ta nói rằng yỊĨ là một số vô tỉ. Hơn nữa, 
có thể chứng minh được rằng nếu n là một số nguyên dương, không 
là số chính phương, nghĩa là n không là bình phương của một số 

nguyên k nào thì Võ cũng là một số vô tỉ. Chẳng hạn yỊĨ, yỊỈ, yfĩ,... 

là những số vô tỉ. Tập các số hữu tỉ và các số vô tỉ được gọi là tập các 
số thực và kí hiệu là R. 

Để dễ phân biệt số vô tỉ và số hữu tỉ chúng ta đưa thêm khái niệm 
về số thập phân. 

1.2.1. Số thập phân 

Xét các số hữu tỉ —, — ; ta có thể viết các số đó dưới dạng số 
3 4 5 

thập phân 

- = 0,333... 
3 

- = 0,25 
4 

, Ì , 
và ta nói rằng số hữu tỉ — được biếu diên dưới dạng một số thập 

phân hữu hạn và số hữu tỉ — được biểu diễn dưới dạng số thập phân 

vô han tuần hoàn. Nói rằng — là số tháp phân hữu han vì khi biểu 
4 

Ì .. Ì 
d iễn — = 0,25 ta có thế kết thúc ngay ở số 5 ; trong khi - là mót số 

4 3 
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thập phân vô hạn tuần hoàn vì khi biểu diễn - = 0,333... ta có thể 

viết thêm bao nhiêu số 3 nữa vẫn chưa biểu diễn đúng hẳn được số 

- , nhưng nếu muốn kéo dài con số 3 đến bao nhiêu cũng viết được. 

Cũng như thế, có thể viết 

- = 0,1428571... 
7 

Ở đây, sau con số Ì (số sau dấu phẩy thứ 7) ta viết dấu vì nếu 

muốn viết thêm bao nhiêu số sau dấu phẩy cũng được, chẳng hạn có 
thể viết : 

4 = 0,14285714285714... 
7 

và như thế trong biểu diễn dạng thập phân của —, các số 142857 

được lập lại theo thứ tự đó bao nhiêu lần tuy ý... và nếu ta muốn dừng 
lạ i ở số mấy cũng được miễn là đã biểu diễn đầy đủ các số 142857 vì 
biết đầy đủ 6 con số này tức là biết quy tắc tuần hoàn của số thập 

phân vô hạn tuần hoàn 0,1428571... = 4 . 
7 

Người ta có thể chứng minh rằng bất kì một số hữu tỉ nào cũng có 

thể biểu diễn dưới dạng số thập phân hữu hạn hay vô hạn tuần hoàn. 
V ớ i số vô tỉ thì không như thế, người ta cũng chứng minh được rằng 
bất kì một số vô tỉ nào cũng biểu diễn dưới dạng số thập phân vô hạn 
không tuần hoàn. Chẳng hạn khi ta v i ế t : 

72=1,41... 

thì ta không thể từ biểu diễn thập phân này mà có thể viết thêm các số sau 
dấu phẩy một cách tuy tiện vì không có quy tắc tuần hoàn ; nếu v i ế t : 

V2 = 1,41421... 
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tài ta chỉ có thể biết được rằng đó là biểu diễn xấp xỉ yíĩ với 5 con 
so sau dấu phẩy và từ năm con số đó không thể suy diễn để v iế t t iếp 

•những con số thập phân khác vì V2 là số vô tỉ, có biểu diễn thập 
phân vô hạn không tuần hoàn. 

Ngoài ra như định nghĩa ở trên, tập các số thực R gồm các số hữu 
tỉ và số vô tỉ, do vậy ta có bao hàm thức 

NcZcQcR. 

Ta cũng đã biết lằng các tập z, Q tương đương với N và cả 3 tập 
đó : tập các số tự nhiên, tập các số nguyên và tập các số hữu tỉ là 
những tập vô hạn, đ ế m được ; tập số thực R không phải là tập đếm 

được, và ta nói rằng card (R) là continum. 

1.2.2. Trường số thực 

Bây giờ chúng ta định nghĩa tập các số thực R như một tập hợp 
các phần tử, trong đó xác đ ịnh được một số phép toán và quan hệ có 
các t ính chất được m ô tả trong một số tiên đề mà chúng ta thừa nhận. 
Các t iên đề ấy, trừ t iên đề cận trên đúng, phản ánh những tính chất 
quen thuộc của số thực mà bạn đọc đã biết từ trường trung học. 

(*) 
Tiên đê ve cấu trúc trường 

Trong R xây dựng được hai luật hợp thành trong là phép cộng (+) 
và phép nhân (.), thoa mãn các tính chất sau : 

Ì) Phép cộng và phép nhân có tính giao hoán : 

a+b=b+a _2 
V ( a , b ) e R 2 

a . b = b . a 

2) Phép cộng và phép nhân có tính kết hợp : 

(a + b) + c = a + (b + c) , 
^ - rù \ V ( a , b , c ) e R 3 

(a . b ) . c = a . (b . c) 

(*) Về cấu trúc trường và quan hệ thứ tụ, bạn đọc có thể xem thêm ỏ chương ĩ và 
chương Ì quyển Toán học cao cấp Tập một. 

l i 
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3) Phép nhân có tính phân bố đ ố i với phép cộng : 

3 

4) Phép cộng có phần tử trung hoa, kí hiệu là 0 : 

a + 0 = a Va e R 

Phép nhân có phần tử trung hoa, kí hiệu là Ì : 

a . Ì = a Va G R 

5) M ọ i phần tử a € R đều có phần tử đ ố i , kí hiệu là - a : 

a + ( - a) = 0 Va e R 

M ọ i phần tử a € R - {0} đều có phần tử nghịch đảo, kí hiệu là a 
- Ì _ . 

a . a = 1 
• (*) 

Tiên đề về quan hệ thứ tự toàn phân 

Trong R xây dựng được quan hệ thứ tự toàn phần <, tương thích 
với cấu trúc trường, nghĩa là 

X > y tương đương với { 
[ax < ày nếu a < 0 

Tiên đề cận trên đúng (về tính đầy của R) 

Tập hợp Q các số hữu tỉ cũng thoa mãn tiên đề về cấu trúc trường 
và tiên đề về quan hệ thứ tự toàn phần, tức là Q là một trường được 
sắp thứ tự. Ta cũng biết rằng giữa hai số hữu tỉ a, b, tồn tạ i một số 

3. ~\~ b 
hữu tỉ thứ ba, chẳng han , do đó giữa hai số hữu tỉ bất kì tồn tại 

(*) về cấu trúc truồng và quan hệ thứ tự, bạn đọc có thể xem thèm ở chương 2 và 
chương Ì quyển Toán học cao cấp Tập một. 

X > y tương đương v ớ i x + a > y + a Va € R 
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vô số số hữu tỉ khác. Tuy nhiên Q là một trường sắp thứ tự không 
đầy, như ta sẽ thấy ở dưới . Do vậy tập R các số thực còn thoa mãn 
tiên đề về tính sắp thứ tự đầy của nó, đó là tiên đề cận trên đúng. 

Trước hết ta đưa vào một số định nghĩa. 

Định nghĩa Ì. Số thực X được gọi là cận trên của tập hợp AcR 
nếu Va e A , a < X. Khi đó ta nói tập hợp A bị chặn trên. X được gọi 
là cận dưới của A nếu Va e A , a > X. Khi đó ta nói tập hợp A bị chặn 
dưới. Tập hợp A được gọi là hi chặn nếu nó vừa bị chặn trên, vừa bị 
chặn dưới . 

Định nghĩa 2. Cận trên bé nhất của tập hợp A, nếu có, được gọi là 
cận trên đúng của A , kí hiệu súp A. Cận dưới lớn nhất của A, nếu có, 

được gọi là cận dưới đúng của A. Kí hiệu inf A. 

súp A và inf A có thể thuộc A, cũng có thể không thuộc A. Nếu 

súp A € A , thì súp A là phần tử lớn nhất của A . Kí hiệu max A. Nếu 

inf A G A thì inf A là phẩn tử bé nhất của A. Kí hiệu min A . 
2 

Bây g i ờ ta xét tập hợp A = { x e Q : x < 2 } . Tập hợp ấy không 
rỗng, vì Ì e A , bị chặn trên vì Vx e A, X < yỊĨ. Nhưng tập hợp A 

không có cận trên đúng thuộc Q, dễ thấy rằng súp A = yỊĨ, mà 

yỊĨ Ể Q . V ớ i ý nghĩa ấy, ta nói rằng Q là một trường sắp thứ tự 

không đầy. 

Tiên đề cận trên đúng : Mọi tập hợp AcR không rỗng, bị chặn 
trên đều có cận trên đúng thuộc R. 

Từ tiên đề đó, dễ dàng suy ra rằng : Một tập hợp A c R không 
rỗng bị chặn dưới đều có cận dưới đúng thuộc R. 

1.2.3. Trị số tuyệt đối của một số thực 

Người ta gọi trị số tuyệt đ ố i của số thực X là số thực được kí hiệu 
|x|, xác định như sau : 

íx nếu X > 0 
(1.1) 1x1=4 
v ' [ - X nếu x < 0 
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Từ đó dễ dàng suy ra các tính chất sau : 

(1.2) 1 a.b| = |a| •|b| 

(1.3) 
a 

b 

lai 

Ibl 
vố i b * 0 

(1.4) a + b| < lai + |b| 

(1.5) a -• b | > Hai - N I 

Thật vậy, chẳng hạn ta chứng minh (1.4). Ta có 

- la i < a < lai 

- | b | < b < | b | 

Cộng hai bất đẳng thức kép ấy từng v ế một , ta được 

- ( | a | + | b | ) < a + b < | a | + |b| 

Từ đó suy ra (1.4). Đ ể chứng minh (1.5) ta v iế t 

lai = la - b + b| < la - b| + |b| 

Do đó 
lai - |b| < la - bi 

Tương tự 

| b | - | a | < | b - a | = | a - b | . B 

1.2.4. Trục số thực 

Đ ể biểu diễn hình học tập hợp các số thực R, ta xét trục Ox, với 0 
là đ iểm gốc. M ỗ i đ iểm M trên trục Ox được ứng vói số thực X sao 

cho O M = X . M ỗ i số thực X được ứng với đ iểm M trên trục Ox sao 

cho O M = X . Đ ó là một song ánh giữa tập hợp R và trục Ox. Người 
ta gọ i trục Ox là đường thẳng thực hay trục số thực. 

Ảnh của các số - 3 , - 2 , - - , - Ì , 0, ị , ị , Ì , 2, 3 trên Ox được 
2 4 4 

cho ở hình 1.1. 
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3 7 
2 ~8 

1 1 1  Ị Ị Ị Ị Ị Ị Ị Ị Ị 1 1 1 1 1 p. 
-3 -2 -1 0 Ì 3 1 2 X 

4 4 
//Ìn/| / . / 

Hình 1.2 minh hoa cách sử dụng định lí Pythagore để xác định 

ảnh của số vô tỉ V ĩ trên trục Ox. 

-1 o 1 A X 

Hình 1.2. Điểm A  ứng với số yỊĨ 

• Ta đưa vào các kí hiệu sau : 

R + = {x € R : X > 0 Ị, R_ = (x e R : X < 0 Ị, 

R* = R - { 0 } , R ; = R + - { 0 } , R* = R _ - { 0 J , N * . = N - { 0 } 

2 
V ớ i (a, b) £ R , a < b, ta có các khoảng sau : 

(a, b) = ỊX 6 R : a < X < b} [a, b] = {x 6 R : a < X < b} 

(a, b] = {x e R : a < X < b} [a, b) = {x e R : a < X < b} 

(-00, a) = {x 6 R : X < a} (-00, a] = {x G R : X < a} 

(a, +00) =  Ị X € R : X > a Ị [a, +oo) =  ị X e R : X > a  Ị 

(-00, +00) = R 

• Trên trục số thực lấy hai đ iểm X j , x 2 . Người ta gọi khoảng cách 

giữa hai đ iểm ấy là số, kí hiệu d ( x j , x 2 ) được xác định bởi 

(1.6) d ( x j , x 2 ) = |Xj - x 2 | 
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Như vậy |x| chính là khoảng cách giữa X và 0 : 

|x| = d(x, 0) 

Dùng các tính chất của trị số tuyệt đ ố i của số thực, có thể suy ra 
các tính chất sau đây của khoảng cách : 

l ) d ( x , x ' ) > 0 , V(x, x ' ) e R 2 

d ( x , x ' ) = 0 o x = x ' , V ( x , x , ) 6 R 2 

2) d(x, X') = d(x', X), V(x, X•) e R 2 

3) d(x, X') < d(x, X") + d(x", X'), V(x, X', X") e R 3 

• Lấy đ iểm a trên trục số, r là một số dương. Người ta gọi r - lân 
cận của đ iểm a là khoảng kí hiệu v(a, r) được xác định bởi 

(1.8) v(a, r ) = {x e R : |x — a| < rJ 

1.2.5. Nguyên lí Archimède 

Định lí 1.1. (Archimède) . V ớ i mọ i s > 0 cho trước, với mọi X > 0 
cho trước, luôn tồn tạ i một số nguyên dương k sao cho ke > X. 

Chứng minh. Ta sẽ dùng lập luận phản chứng. G iả sử điểu khẳng 

định của định lí không đúng, nghĩa là Vn e N * , ne < X. Khi đó tập 
ì * 
hợp E = {ne : n e N } là một tập hợp trong R, không rỗng và bị chặn 
trên. Theo tiên đề cận trên đúng , tồn tạ i b = súp E. Vì b - s < b b - 8 

không là cận trên của E, do đó tồn tạ i n 0 € N * sao cho n 06 > b - e 

hay ( n 0 + l )s > b, đ iều này mâu thuẫn với định nghĩa cận trên đúng 
của b. Định lí được chứng minh. • 

Hệ quả. Với mọi X e R, tồn tại k e z sao cho 

k < X < k + Ì 

Bạn đọc hãy tự chứng minh hệ quả này. 

Số k trong hệ quả ấy được gọ i là phần nguyên của X, k í hiệu E(x). 
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Định lí 1.2. Giữa hai số thực bất kì luôn tồn tại một số hữu tỉ. 

Chứng minh. G iả sử c, d là hai số thực vói c < d. Vì d - c > 0 nên 

theo định lí 1.1, tồn tạ i q € N * sao cho Ì < (d - c)q hay 

(1.9) c q + l < d q . 

M ặ t khác , theo hệ quả của định lí 1.1, tồn tạ i p e z sao cho 

(1.10) p < cq + Ì < p + Ì 

Từ (1.9), (1.10) suy ra 

p - Ì < cq < p < cq + Ì < dq 

Từ cq < p < dq, ta được 

c<P<d,PeQ. • 
q q 

Hệ quả. Giữa hai số thực bất kì có vô số số hữu tỉ. 

1.2.6. Tập số thực mở rộng 

Ta thêm vào tập R hai phần tử, kí hiệu là -00, +00, đặ t 

R = R u {-00, + 00} và m ở rộng các luật hợp thành trong +, . và quan 

hệ thứ tự < vào R như sau : 

V'x <E R, X + (+00) = (+00) + X = +00, X + (-00) = (-00) + X = 
= -00, (+00) + (+oo) = +00, (-00) + (-00) = -00 

Vx € R*, x.(+°°) = (+oo).x = +00, x.(-oo) = (-00).X = -00 

Vx e R*, x.(+°°) = (+oo).x = -00, x.(-oo) = (-00).X = + 00 

(+oo).(+°o) = (-00).(-00) = +00, (+oo).(-oo) sa (-oo).(+oo) = -00 

Vx € R, -00 < X < +00 

R được gọi là tập số thực mở rộng hay đường thẳng thực mở rộng. 

Định lí 1.3. Mọi tập hợp A kl$Ã£1$ỊỊfì của Ỵ . đều có cận trên đúng 

(1.11) 

(súp A có thê bằng +00) vị ê bằng - co). 

2 - THCC - TI 17 
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1.3. D ã y sô t h ự c 

1.3.1. Các định nghĩa 

Đinh nghĩa Ì. Một dãy số thực (nói ngắn gọn là dãy số) là một 
ánh xạ từ N* vào R : 

N* 3 n i - > x n e R 

Người ta thường dùng kí hiệu { x n } , n = Ì, 2 , đ ể chỉ một dãy số. 

Thí dụ. 

í M ì 1 , Ì Ì 
( a ) l x n l ; x n = - ; X, =1 ; x 2 =j-, x n = - , . . . 

n 2 n 
(b) { x n Ị ; x n = Ì ; X] = Ì ; x 2 = Ì ; x n = Ì, ... 

(c) {xn} ; xn =(-l)n ; X, =-1 ; x2 = Ì, xn =(-l)n, ... 

(d) íxn) ; xn =n2 ; Xị =1, x2 =4, xn =n2, ... 

(e) Un) ; Xo =(»+-) ; x,=2 ; x2=^, .... xn = íl + 1)". ... 

Ta hãy nêu một vài nhận xét mở đầu vé các thí dụ trên. 

• Trong thí dụ (a) giá trị của dãy { x n Ị luôn dương và giảm dần 

khi n tăng dần và có khuynh hướng giảm về số không (?) 

• Trong thí dụ (b) giá trị của dãy { x n } luôn không đ ổ i . 

• Trong thí dụ (c) giá trị của ịxn| chỉ lấy hai giá trị -Ì hoặc +1 

tuy theo n l ẻ hay chẩn. 

• Trong thí dụ (d) giá trị của { x j luôn dương và tăng dẩn theo n. 

• Trong thí dụ (e) giá trị của n tăng dần theo n : xn+1 >x„. Thật 

vậy, dùng công thức khai tr iển nhị thức có : 
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*n = 
í Ì ̂ n 

1+-
V n) 

Ì n ( n - l ) Ì n ( n - l ) ( n - 2 ) Ì 
= l + n . - + — -.--r + — — n 1.2 n 2 1.2.3 

n ( n - l ) . . . ( n - k + l ) J _ n(n - 1)... (n - n + 1) Ì 
1.2... k 1.2... n 

tức là : 

Ì 

k Ẩ * n X 1 J " " ( 1 : n 

""+ní(l~ nX1-n) "" í1 ÍT") 

trong đ ó : n! : = 1.2.3 ... (n - l ) n và đọc là n giai thừa. 

Từ hộ thức trên, thay n bời (n + Ì) ta có : 

Ị \ n+1 

x n + l = 1 + 

n + l 

+ - Ì 
2!^ n + l ^ 3!^ n + 1 

1 V - ĩ - u . . . , 
n + 1 

+ . . .+ 

+ 

i r , _ j _ ¥ , í ) _ ( , . Ị ^ ) 
k!V n + l A n + l> ^ n + l ^ 

ir1._ỊT¥I__ĩ7)_rI_£zỊ)+_i_r1._L 
n | V n + l A n + l> ^ n + l ^ (n + 1)!^ n + 

(1_ n + J n + J' 
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So sánh x n và x n + 1 trong hai khai triển trên ta thấy rằng khai triển 

của xn+1 nhiều hơn khai triển của xn một số hạng, đồng thời từ số 

hang thứ ba trở đi thì vì — > —ỉ— nên Ì - — < Ì — nên các số hạng 
n n +1 n n + 1 

của xn bé thua số hạng tương  ứng của xn+1, do vậy Xn+1 >xn, Vn. • 

Qua những thí dụ trên ta nhận thấy một dãy số {xn} có thể có hai 

khả năng : hoặc là các giá trị có "khuynh hướng" tập trung gần một số 

a nào đó (thí dụ (a) thì a = 0 ; thí dụ (b): a = Ì...) hoặc là không có một 

số oe nào để các giá trị {xn} tập trung quanh nó (thí dụ (c) và (d)). 

Định nghĩa 2. Dãy số jxn} được gọi là hội tụ nếu tổn tại a Ế R 

sao cho với mọi 8 > 0, tìm được naeN sao cho với mọi n > nQ ta 

có |xn - a| < s. 

Ta cũng nói-rằng dãy  Ịxn} hội tụ đến a hay a là giới hạn của dãy 

jxn} và viết xn —> a khi n -» 00, hay lim xn =a. 
n—>00 

Vì |xn-a|<8 tương đương với a-£<xn<a + e, nên ta còn có 

thể phát biểu như sau : Dãy {xn} hội tụ đến a nếu mọi E - lân cận 

của a đều chứa mọi phần tử của dãy trừ một số hữu hạn phần tử đầu 
tiên (hình 1.3) 

X2 ^ x n Xn+1 ^ X4 X3 Xj 

a-e a + E 

Hình 13 

Nếu dãy {xn} không hội tụ, ta nói rằng nó phân kì. 
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Thí dụ. 

Trở lại thí dụ (a)  ở mục trên, ta thấy lim xn = 0, vì chỉ cần chọn 
n—>00 

n0 > —, ta có Vn > n0 

s 

1 - 0 
n 

Ì Ì 
- < — < E 
n n 0 

Trong thí dụ (b), ta thấy hiển nhiên l im x n = Ì 
n-»00 

Trong thí dụ (c), dãy { x n } phân kì. 

Trong thí dụ (d), dãy  ỊxnỊ cũng phân kì, xn lớn lên vô cùng khi n 

tăng vô hạn. Ta viết xn —» +00 khi n —»• 00. 

Trong thí dụ (e), dãy {xn} cũng tăng theo n, nhưng hiện nay 

chúng ta chưa đủ điều kiện để kết luận. Chúng ta sẽ nghiên cứu chi 
tiết dãy này sau. 

1.3.2. Các tính chất của dãy sô hội tụ. 

Định lí 1.4.(1) Nếu dãy số {xn} hội tụ thì giới hạn của nó là duy nhất. 

(2) Nếu dãy số {xn} hội tụ thì nó giới nội, tức là tồn tại một 

khoảng (b, c) chứa mọi phần tử xn. 

Chứng minh. (1) Giả sử lim xn =a, lim xn =b, E là một số 
n—»00 n—>00 

dương bất kì. K h i đó tồn tạ i ĨÌỊ e N và n 2 e N sao cho 

n > n i => | x n - a | < -

n > r i 2 => | x n - b | < 
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Đặ t n 0 = max(n,, n 2 ) . V ớ i n > n 0 , cả hai bất đẳng thức trên được 

thoa mãn. Do đó 

|a-b|<|a-xn| + |xn

 _bl<f + f = s 

Bất đẳng thức đó đúng với mọi s > 0, do đó I a - b I = 0, tức là a = b. 

(2) Giả sử lim xn =a. Khi đó tồn tại nơ eN* sao cho n > n0 

n—>00 
=> |xn - a| < Ì, nghĩa là a - Ì < xn < a + Ì. Gọi b, c lần lượt là số bé 

nhất và lớn nhất của tập hữu hạn {a - Ì, Xj, xn _], a + Ì  Ị. Hiển 

nhiên ta có b < xn < c, Vn. Vậy dãy {xn} giới nội. 

Định lí 1.5. Cho hai dãy số hội tụ {xn}, Ịyn}, lim xn=x, 
n-x» 

lim yn = y. Khi đó 
n—KC 

(1) l i m ( x n + y n ) = x + y 
n—>00 

(2) lim(Cxn) = Cx, lim(C + xn) = C + x, 
n—>00 n-*00 

(3) lim(xnyn) = xy 
n—>00 

( Ì > 
(4) l im 

n—>00 U n 

íin (5) l im 

y 

X 

ỹ 

với c là hằng số 

với y n * 0, y ít 0 

với y n *0, y * 0. 

Chiừìg minh. (1) vì xn —• X, yn —> y, nên với E > 0 cho trước tìm 

được Ĩ I Ị G N * , n 2 e N * sao cho n > n i | x n — x | < — , n > n 2 

=> |yn - y| < —. Đặt n0 = max(nj, n2). Khi đó ta có Vn > n0 

|(xn +yn)-(x + y)|<|xn -x| + |yn -y|<e 

Vậy xn +yn ^x + y 
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(2) Cách chứng minh thật đơn giản (đề nghị coi là bài tập). 

(3) Các dãy {xn}, {yn} hội tụ nên chúng giới nội theo định lí 

Ì .4 (2), nghĩa là tồn tại số M > 0 sao cho |xn I < M, |yn I < M, Vn. Với 

8 > 0 cho trước, tìm được n0 e N* sao cho với n > nQ ta có 

lxn-xl<^T7' |yn -y|'< 2 M 2 M 

Vậy với n > n 0 , 

|xnyn -xy| = |(xn - x)yn + x(yn -y)| < |xn - x||yn| + 1X ||yn - y| < 

< ——.M + M.—— = 8 
2 M 2 M 

Do đó xnyn -> xy 

(4) Vì yn-^y*0' nên |ynI —IyI>°- Vậy  ủm đư?c "Ì eN* sao 

chon> ni => |yn|>—|y|- Vậy với n>nj 

1 1 | y n - Vi 

y n y = | y n | | y | | y | 2 

Cũng vì yn -> y nên với 8 > 0, tìm được n2 € N * sao cho n > n2 

, sv2 " 
ựn - y | < - £ — • Đặt n D = max(n 1 , n 2 ) , ta được với n > n 0 

_ L _ 1 
y n y y 2 2 

Ì 1 

Vậy — 
y n y 
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(5) là hệ quả của (3) và (4). • 

Định lí 1.6. ( ỉ ) Cho hai dãy số { x n } và { y n Ị . Nếu x n > y n , Vn, 

l im x n = a, l im yn=k thì a >h. 
n—KO n—>00 

(2) Cho ha dãy số ị x n Ị , { y n Ị và { z n } . Nếu x n < y n < z n , V/í, 

l im x n = l im z n = a, thì l im y n = a. 

Chứng minh. (1) Ta chứng minh bằng phản chứng. Giả sử a < b. 

Khi đó tồn tại số r sao cho a < r < b. Vì x n -> a, a < r nên tồn tạ i 

ri] e N sao cho n > riị => x n < r. Tương tự, tồn t ạ i ri2 e N * sao cho 

n > n 2 => y n > r. Đặt n Q = max ( n i , ĩ\2 )• Ta có với n > n ơ 

xn <r<yn. 

điểu này mâu thuẫn với giả thiết x n > y n . 

(2) Vì xn —> a nên với 8 > 0 cho trước, tìm được 11] eN* sao cho 

n > ni | x n - a| < E, nghĩa là a - s < x n < a + s. Tương tự, vì 
* 

z n —> a, nên tìm được 112 e N sao cho n > n 2 = > a - 6 < z n < a + e. 
Đặ t n Q = max(n j , n 2 ) . Ta có với n > n 0 

a - E < x n < y n < z n < a + e 

suy ra | y n - a| < e, nghĩa là y n -> a. • 

1.3.3. Dãy đơn điệu 

Định nghĩa. Dãy { x n } được gọi là tăng nếu x n < x n + 1 , V n , là 

giảm nếu x n > x n + 1 , Vn . Dãy tăng hay dãy giảm được gọ i là dãy đơn 

điệu. Dãy { x n } được gọi là hi chặn trên nếu tồn tạ i số thực c sao cho 

x n < c, Vn , hi chặn dưới nếu tồn tạ i số thực d sao cho x n > d, V n . 
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Thí dụ. 

(a) Dãy {xn} với xn =— là dãy giảm, bị chặn dưới bởi số 0, bị 
n 

chặn trên bởi số Ì. 

(b) Dãy {xn} với xn =(-l)n không đơn điệu, bị chặn dưới bởi -Ì, 

bị chặn trên bởi Ì. 

(c) Dãy {xn} với xn =n2 là dãy tăng, bị chặn dưới bởi 0, nhưng 

không bị chặn trên, nó không bị chặn. 

(d) Dãy {xn} với xn= 1+- là dãy tăng như ta đã chứng minh 

ở trên. Nó bị chặn dưới bởi 2. Ta sẽ chứng minh rằng nó bị chặn trên. 
Thật vậy,  ở trên ta đã tính được 

—4(4)4(4X4)-

+ 

Đăt 
ĩ i O - ^ T - M - ^ - ẳ O - M - ^ ) -

y n = 2 + — + — + . . . + -—, 
2! 3! n! 

dễ thấy rằng x n < y n . L ạ i vì 
1 1 1 Ì l i 

3! 2.3 2.2 2 2 ' ' n ! 2 " " 1 

ta được 

yn <2 + r- + -V + ...+ n - r 2 2 2 2 
l i Ì Ì 

- + — + ... + — — là một cấp số nhân có số hạng đầu là —, công bội 

^, tổng của nó bé hem Ì, do đó yn < 3, vậy xn < 3. 
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Định lí 1.7. (ỉ) Nếu dãy số j x n } tăng và hi chặn trên thì nó hội tụ. 

(2) Nếu dãy số (xnỊ qiíỉm và bị chặn dưới thì nó hội tụ. 

Chửng minh. (1) Vì dãy {xn} bị chặn trên, theo tiên đề cận trên 

đúng, tòa tại / = sup{xn, n eN*}. Với mọi E > 0 cho trước / - e 
* 

không là cận trên đúng của tập ấy, do đó tồn tạ i n 0 € N sao cho 

V ớ i mọ i n > n n , ta có 

/ - E< x n < x n < / 

Do đó 
| x n - / | < 6 , Vn > n 0 

Vậy xn -> /. 

(2) Suy từ (1) bằng cách xét dãy {-xn}. • 

Thí dụ áp dụng định li. 

Ì 
Dãy { x n  Ị với x n = ị \ + —Ị là một dãy tăng và bị chặn trên như ta đã 

thấy ở trên, do đó nó hội tụ. Gọi e là giói hạn của dãy ấy, ta được 

l im 
n-»00 

1 + - I =e. 

Sau đây là một số giá trị của dãy ( x n Ị 

X, = 1 + 7 =2, x 2 = 1 + ^ =2,25, 

x 3 = [ l + ^ ] =2,3703... x 1 0 0 = | 1 + 
100 

100 
2,7048 

trong khi giá trị của số e viết với 15 chữ số có nghĩa sau dấu phẩy là 
e = 2,71828 18284 59054... 
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Như thế dãy ị ự + — J Ị hội tụ về số e rất chậm. Sau này chúng ta sẽ 

dùng biểu diễn khác của số e để tính giá trị xấp xỉ của số e nhanh hơn. 

Ở chương 3, chúng ta sẽ chứng minh e là một số vô tỉ (định lí 3.3). 

Định lí ỉ.8 (Cantor). Cho hai dãy số ịan), {bn} sao cho 

(1.12) 
V n e N , a n < b n , [ a n + 1 , b n + 1 ] e [ a n , b j 

lim(bn-an) = 0 
Ln—»00 

Khi đó tồn tại một số thực duy nhất c e [ a n , b n ] với mọi n. 

Chứng minh. Chọn một số nguyên dương n cố định bất kì. Ta có 

aj < a2 <... < ak <... < bn. 

Dãy {ak} tăng và bị chặn trên nên hội tụ theo định lí 1.7. 

Giả sử c= lim ak. Vì ak <bn, Vk, nên c<bn. Vì c = sup{akỊ 
k-»00 

nên an <c. Vậy an <c<bn, Vn, tức là c e[an, bn], Vn. 

Điểm c là duy nhất, vì nếu d cũng là điểm chung của mọi đoạn 
[an,bn] thì ta có 

le - di < bn -an, Vn 

Nhưng lim (bn - an) = 0, nên từ đó suy ra c = d. • 
n—»00 

Định nghĩa. Dãy các đoạn |[an,bn]} thoa mãn điều kiện (1.12) 

được gọi là dãy các đoạn bao nhau. 

1.3.4. Dãy số giới nội 

Xét dãy {xn} với xn =(-l)n. Đó là một dãy số giới nội, nó không 

hội tụ. Dãy {xn} với n = 2k là dãy {1,1, Ì, ...Ị được gọi là một 
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dãy con của dãy j x n Ị , dãy con đó hội tụ và có giới hạn bằng Ì. Cũng 

như vậy, dãy con {xn} với n = 2k + Ì là dãy {-1,-1, -Ì, ...}, nó 

có giới hạn bằng -1. 

Thí dụ đơn giản này dẫn ta đến một định lí quan trọng. Trước hết 

ta có định nghĩa sau. 

Định nghĩa. Cho dãy số {xn Ị. Từ đó trích ra dãy xn 

xnỊ, xn2' xnk ' ••• 

với các chỉ số là những số nguyên dương thoa mãn điều kiện 

ri] < n2 <... < nk <... 

(ở đây vai trò thứ tự trong dãy là k). Dãy {xn } được gọi là dãy con 

được trích ra từ dãy {xn}. 

Trong thí dụ mở đầu, ta đã trích ra hai dãy con {xn } với nk = 2k 

và nk = 2k + 1. 

Định lí 1.9 (Boìiano - Weierstrass). Từ mọi dãy số giới nội ta đều 

có thể trích ra một dãy con hội tụ. 

Chứng minh. Ta dùng phương pháp chia đôi. Dãy jxn) giới nội 

nên tồn tại hai số a0, b0 sao cho a0 < xn <bG, Vn. Điểm a° +b° 
2 

chia đoạn [ a 0 , b 0 ] thành hai đoạn a 0

+ b 0 
a o + b o . 

một trong hai đoạn đó phải chứa vô số phần tử của { x n K gọ i đoạn đó 

là [a,,b|]. Ta có [ab bj]c[a0, b0] và b) -à, =b°"a°. Lại chia 

đoạn [a,,bj] làm hai bởi điểm ^i^L, một trong hai đoạn 

a i , 
a j + b j a i + b i 

phải chứa vô số đ iểm của dãy { x n | . Gọ i 
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đoạn đó là [ a 2 , b 2 ] và ta cứ t iếp tục như vậy. Ta sẽ được một dãy các 
đoạn thẳng bao nhau : 

[ a G , b 0 ] 3 [ a j , b , ] 3 [ a 2 , b 2 ] =>...=> [ a k , b k ] =>... 

l i m ( b k - a k ) = l im b ° ~ a ° = 0 . 
k—»00 k—>00 2 

Theo định lí Cantor, tồn tạ i một số thực duy nhất c e [ a k , b k ] , Vk . 

Vì mỗ i đoạn [ a k , b k ] đều chứa vô số phần tử của dãy { x n } , ta có thể 

lấy trong mỗ i đoạn [ a k , b k ] một đ iểm x n của dãy { x n Ị sao cho các 

phần tử x n k  Ể | x n i , XJJ 2 , x n k ] | . Dãy | x n k | là một dãy con của 

dãy { x n } . Ta sẽ chứng minh rằng l im x n =c . 
k-»oc k 

Thật vậy, hai số x „ k và c đều cùng thuộc đoạn [ a k , b k ] , do đó 

I í t b„ — a„ 
| x n k - c | < b k - a k = - ^ - - ^ o 

Vây lim |xn -c| = 0. • 

1.3.5. Tiêu chuẩn hội tụ Cauchy 

Định nghĩa. Dãy số { x n } được gọi là dãy Cauchy (hay dãy cơ 

bản) nếu với m ọ i B > 0 cho trước, tìm được n G e N * sao cho khi 

m > n Q và n > n 0 ta có | x m - x n I < s. 

Bổ đề. Dãy Cauchy là một dãy giới nội. 

Chứng minh. G iả sử { x n } là một dãy Cauchy. Khi đó tồn tạ i 

n 0 e N sao cho khi m > n 0 , n > n 0 ta có | x m - x n | < 1. 

Đặc biệt , ta có | x n - x n I < Ì, Vn > n 0 

Nhưng | x n - x n o | > | x n | - | x n J , do đó | x n | < | x n 1 + 1 
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Đ ặ t M = m a x Ị | x j | , | x 2 | , . . . , | x n - l | , | x n 1 + l Ị . T a c ó 

|xn|<M, Vn. • 

Định lí 1.10 (Tiêu chuẩn Cauchy). 

Điều kiện cần và đù để dãy số thực { x n } hội tụ là nó là một dãy 

Cauchy. 

Chứng minh. G iả sử dãy { x n } hội tụ, l im x n = /. Kh i đ ó vói mọi 
ti—>OŨ 

* ; I 6 
e > 0, tồn tai n Q e N sao cho n > n G => Ịx n - / | < - r - K h i đó với 2 
m > n 0 , n > n D 

| x m - x n | < | x m - / | + | / - x n | < | + | = e. 

Vậy {xn} là dãy Cauchy. 

Đảo l ạ i , g iả sử j x n | là dãy Cauchy. Theo bổ đề , nó là một dãy 

giới nộ i . Theo định lí Ì .9, có thể trích ra một dãy con hội tụ | x n ( £ } . 

Giả sử l im x n = /. Ta sẽ chứng minh rằng l im x n = /. Thật vậy, 
k-xn n->00 

ta có 

I x n - ' N | x n - x n k | + | x n k - ' I 

Vì xn -> / nên vói mọi e > 0, tìm được Vị € N* sao cho > Vị => 

I I 8 * 
x n - / < — . Vì { x n Ị làdãy Cauchy nêntonta i v 2 e N s a o c h o n > v 2 , 

g 
n k > v 2 => x n - x n I < —. Đát v 0 = max(V], v 2 ) . Ta có với n > v c 

li £ E _ 
" 1 2 2 

Vậy l im x n = / . • 
n—»00 
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Chú thích. Qua chứng minh trên ta thấy rằng mọi dãy hội tụ đều 

là dãy Cauchy. Nhưng đảo l ạ i mọ i dãy Cauchy trong trường hợp tổng 
quát chưa chắc đã là dãy hội tụ. Phần đảo của định lí 1.10 khẳng định 
rằng mọi dãy số thực là dãy Cauchy đều hội tụ trong R. Nó cũng 

biểu hiện tính đầy của tập hợp R. 

Người ta cũng có thể định nghĩa tập hợp R là tập hợp thoa mãn tiên 
để về cấu trúc trường, tiên đề về quan hệ thứ tự toàn phần và tiên đề về 

tính đầy của Cauchy. M ọ i dãy số thực là dãy Cauchy đều hội tụ trên R. 

1.3.6. Vô cùng bé và vô cùng lớn 

Dãy { x n } được gọi là một vô cùng bé (viết tắt là VCB) nếu 

* 
l im x n = 0, tức là nếu với mọ i 8 > 0, tìm được n 0 e N sao cho 

n->00 
n > n Q => | x n | < s . 

Nếu lim xn =/ thì {xn - ỉ) là một VCB. 
n—>00 

Dãy | x n } được gọi là một vô cùng lớn (viết tắt là VCL) nếu với 

m ọ i số A > 0, tìm được n D € N sao cho n > n Q => | x n I > A. 

Nếu với mọi sô A > 0, tìm được n0 EN sao cho khi n > n0 ta có 

x n > 0 , | x n | > A , ta v iết 

lim xn = +00 
n—>00 

Nếu với mọ i số A > 0, t ìm được n Q e N sao cho khi n > n 0 ta có 

x n < 0 , | x n | > A , ta v iết 

lim xn = -00 

1.3.7. Chú ý cuối cùng về dãy số thực 

Trong các ví dụ trước, dãy { x n } được xác định bởi công thức 

xn =f(n) 
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Đó là cách xác định hiện (hay tường minh) một dãy số. Theo cách 
xác định ấy, ta có thể tính ngay x n khi biết n. 

Bây giờ xét dãy số { x n } được xác định như sau : 

= 2 

2 
x n - x n - l 

X2 

x n - l 
2 x n - l 

: , V n e N 

trong trường hợp này ta không biết được x n , nếu không biết x n _ j , ... 

Nếu muốn tính x 3 , ta phải xuất phát từ x 0 tính X j , từ Xj t ính x 2 , 

rồ i từ x 2 tính x 3 . Người ta gọi đây là cách xác định  ẩn hay xác định 

theo quy nạp một dãy số. Hãy xét chi t iết hơn dãy đó . Vì 

x n - x n - l 
X 2 

* f l - l 
2x n-1 

với X Q = 2 

nên 

hoác 

X - Y x n - l - 2 
x n x n - l 

2 x n - l 

*n = 
X Ỉ - L + 2 

2x n-1 

Suy ra dãy { x n } giảm dần và x n > 0, Vn , do đó | x n Ị hộ i tụ và hội 

tụ đến nghiệm dương của phương trình bậc hai X 2 - 2 = 0 tức là hôi 

tụ đến y/ĩ (lưu ý rằng yỊĨ = 1,414213562 và x 3 = Ì 41421). 

Chúng tạ không bàn chi t iết về ưu, nhược đ iểm của các cách xác 
định dãy, cũng không bàn về sự hội tụ của dãy ẩn ; chúng tã chi lưu ý 
rằng tuy về hình thức cách cho dãy dưới dạng quy nạp không tiên 

i n h r á n ' n h ư n g n Ó r ấ t t h ự c t ế ; v ì n h ữ n s d ã y â n nảy sinh từ việc tìm 
dãy hội tụ về một số nào đó (thường tà không biết trước) ; chăng hạn 
dãy ấn này sinh từ thù tục phân đôi (xem 3.7 chương 3) và thủ túc 
Nevvton (xem 5.2.7 chương 5). 
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T Ó M T Ắ T C H Ư Ơ N G Ì 

• Tập hợp 

Tập hợp các số tự nhiên được kí hiệu là N , tập hợp các số nguyên 
là z , tập hợp các số hữu tỉ là Q. 

Có thể m ô tả một tập hợp theo hai cách : hoặc l iệ t kê tất cả các 
phần tử của tập hợp đó , hoặc nêu tính chất đặc trưng của tập hợp đó . 

Các kí hiệu thường dùng : 

=> kéo theo hoặc suy ra 

o tương đương 

V với m ọ i 

3 tồn tạ i 

:, I sao cho 

e thuộc 

Ể ( ẽ ) không thuộc 

0 tập rỗng 

Tập con, bao hàm : 

A c B o x e A = > x e B 

Bằng nhau : A = B o A t rùng với B ; 

A = B o A c B v à B c A . 

Hợp : x e A u B » x e A hoặc X € B. 

Giao : x e A n B o x e A v à x e B . 

Bổ sung của B trong A : C A B 

X € C A B o x e A v à x Ể B 

Tích Đêcác 

A X B = {(a, b) t a e A , b e B Ị 

3 - THCC - T2 33 
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• Ánh xạ 

M ộ t ánh xạ f từ E sang F, viết là f : E -> F là một quy tắc làm ứng 
mỗ i phần tử X G E với một và chỉ một phần tử y £ F. 

f là đơn ánh nếu phương trình f (x ) = y có nhiều nhất một nghiệm 
X € E, Vy G F. 

f là toàn ánh nếu phương trình f (x) = y có ít nhất một nghiệm X 6 E, 
Vy e F. 

f là song ánh nếu phương trình f (x ) = y có một nghiêm duy nhất 
X e E ; Vy e F. 

Hai tập A và B được gọi là tương đương vố i nhau nếu tồn tạ i một 
song ánh f : A -> B. M ộ t tập X tương đương với tập các số tự nhiên N 
được gọi là một tập đếm được, v iết là card (X) = card (N) . 

• Tập các số thực 

Số hữu tỉ được biểu diễn dưới dạng một số thập phân hữu hạn hay 
vô hạn tuần hoàn. 

Số vô tỉ được biểu diễn dưới dạng một số thập phân vô hạn không 
tuần hoàn. Tập số thực R là tập gồm các số hữu tỉ và số vô t i . Giữa 
tập các số tự nhiên N , các số nguyên z , các số hữu tỉ Q và các số 
thực R có bao hàm thức : 

NcZcQcR 

Tập các số thực R là một trường sắp thứ tự đầy, nghĩa là thoa mãn 

các tiên đề sau : 

Tiên đề về cấu trúc trường 

Tiên đề về quan hệ thứ tự toàn phần 

Tiên đề cận trên đúng (biểu hiện tính đầy của R). 

M ọ i tập hợp A e R không rỗng, bị chặn trên đều có cận trên đúng 
thuộc R. 

Tập số thực mở rộng được kí hiệu R là tập R và được bổ sung 
thêm hai kí hiệu -00 và +00. 
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• Dãy số thực 

Dãy số thực là một ánh xạ, ánh xạ N sang R : 

n H x n Ễ R. 

M ộ t dãy số thực { x n } được gọi là hội tụ đến a, hay { x n } có giới 

hạn là a và viết là lim xn = a nếu với bất kì e > 0 cho trước, tìm 
n—>00 

được N > 0 sao cho n > N => | x n - a| < £. 

Khi đó, ta cũng nói rằng dãy |xn) hội tụ. Nếu một dãy {xn} 

không hội tụ thì ta nói rằng dãy {xn} phân kì. 

Các tính chất của dãy hội tụ : 

xn -> a, tức là lim xn = a, thì a là duy nhất. 
n—>00 

x n - » a <=> mỗ i lân cận của a chứa mọi x n , trừ một số hữu hạn các x n . 

{xnỊ hội tụ thì có một khoảng hữu hạn (b, c) chứa mọi xn và nói 

rằng xn giới nội. 

Nếu xn ->• X ; yn -> y thì 

lim (xn+yn) = x + y 
n-»00 
l im ( C x n ) = Cx, c là hằng số 
Ì—»00 
lim (C + xn) = c + X, c là hằng số 
n—>Q0 

l im ( x n y n ) = xy, l im 
n—>00 n—>oo 

í Ì \ 

vyn J 
= — với y n * 0, y Ít. 0 

y 
í' \ 

l im 
n—»00 

= — với y n 9t 0, y * 0. 

Nếu x n > y n , Vn và x n - > a, y n - > b thì a > b. 
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Nếu x n < y n < z n , Vn và x n -> a, z n -> a thì y n -> a. 

Các định lí cơ bản vế dãy số : 

Dãy số j x n } được gọi là tăng (giảm) nếu x n < x n + ] ( x n > X n + I ) , Vn. 

Dãy số { x n } được gọi là bị chặn trên (dưới) nếu tồn tạ i số c (d) sao 

cho x n < c ( x n > d), Vn. 

• Nếu dãy số { x n Ị tâng (giảm) và bị chặn trên (dưới) thì nó hội tụ. 

• Cho hai dãy số { a n ) , { b n Ị sao cho 

Vn G N , a n < b n , [ a n + 1 , b n + 1 ] e [ a n , b n ] , l im ( b n - a n ) = 0. 
n—>00 

Khi đó tồn tại duy nhất c 6 [a„, b n ] , Vn . 

• Từ mọi dãy số giới nội ta đều có thể trích ra một dãy con hội tụ. 

• Điều kiện cần và đủ để dãy số thực { x n } hội tụ trong R là | x n | 

là một dãy Cauchy, tức là với m ọ i e > 0, t ìm được n Q e N * sao cho 

m > n 0 , n > n G = > | x m - x n | < £ . 

BÀI TẬP 

1. Dùng kí hiệu tập hợp, biểu diễn các tập sau : 

1. Các số nguyên dương bé thua 12 

2. Các số nguyên dương là bội số của 4 và bé thua 43 

3. Các phân số có tử số là 3 và mẫu số là một số nguyên dương bé 
thua 9. 

2. Cho F : = { Ì , 4, 7, 10} và G : = {Ì , 4, 7 } . Hỏ i các mệnh đề sau 
đây, mệnh đề nào đúng : 

l . G c F ; 

2. Tập { 1 , 7 } là tập con thực sự của F ; 

3. Tập {Ì , 4, 7} là tập con thực sự của G. 
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3. L iệ t kê mọi tập con của các tập : 

Ì- la , b , c | ; 2 . { 1 , 2 , 3 , 4 } . 

4. C h o A : = {a, b, c} , B : =  Ị Ì, 2, 3} ; c : = {b, c, a} ; D : = {3, 2, Ì } . 

H ỏ i : 

l . A = C ? 2 . A = B ? 3 . A tương đương B ? 4. B = D ? 

5. Xét xem các tập cho dưới đây, tập nào vô hạn, tập nào hữu hạn : 

1. Tập m ọ i số nguyên dương lớn hơn 100. 

2. Tập m ọ i số nguyên dương bé thua Ì 000 000 000. 

3. Tập m ọ i đ iểm nằm trên đoạn thẳng nối l i ền hai đ iểm phân biệt 
A , B. 

6. Cho A : = {q , r, t, u } , B : = {p, q, s, u} và 

c : = { t , u, V, w } . 

Ì. T im A n (B u C) và (A n B) u (A n C). Chúng có bằng nhau 
không ? 

2. T im A u (B n C) và (A u B) n (A u C). Chúng có bằng nhau 
không ? 

7. Cho A , B là hai tập hữu hạn, chứng minh rằng 

card(A u B) = card(A) + card(B) - card(A r ì B) . 

8. C h o A : = {0 , 1,2} ; B = { 1 , 3 } . 

Ì. T im A X B và B X A 

2. Tính card(A X B) ; card(B X A ) ; card(A X A ) ; card(B X B). 

2x 
9. Xét ánh xạ f : R - > R : X H ——— ; f có là đơn ánh ? toàn ánh ? 

1 + x 2 

T i m f ( R ) . 

10. Dùng lập luận phản chứng, chứng minh rằng Vã là số vô tỉ. 
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l i . Dùng phương pháp quy nạp toán học chứng minh : 

n(n + l ) 
1. Ì + 2 + ... + n = 

2 

Ì ] 2 ^ o 2 ^ , „2 _ n ( n + l)(2n + l ) 
2. ì +2 +. . . + n = — 

6 
12. Xét xem đã dùng tiên đề nào trong các tiên đề về số thực để 

chứng minh các hệ thức dưới đây : 

1.5 + 3 = 3 + 5 ; 2 .9 + 0 = 9 ; 

3. -3 + 0 = -3 ; 4. [-3 + (4)] + 7 = -3 + (4 + 7) ; 

5 .0 + 0 = 0 ; 6. ( - ! ) . ( ! ) = - Ì ; 

7. (-3) + [ - ( - 3 ) ] = 0 ; 8. 4. í - ' 
, 4 , 

= 1. 

13. Dùng định nghĩa "lớn hơn, bé thua" và các tiên đề thứ tự, 
chứng minh (giả thiết a, b, c e R) : 

Ì. Nếu a > b và c > 0 thì ác > be 

2. Nếu a > b thì a + c > b + c 

3. Nếu a > 0 thì -a < 0 

4. Nếu a * 0 thì a 2 > 0 

5. Nếu a > b thì a 2 > b 2 (với a > 0, b > 0). 

14. Giải các phương trình và bất phương trình : 

Ì- lx + 3| = 7 ; 2. | 2 x - 6 | = 14 ; 

3- l x - 4 | < 7 ; 4. | 5 x - l | < 4 ; 

5. | 4 x - 2 | > 4 ; 6. |5 + 9x1 > 4 . 

15. Cho A c R . B c R ; định nghĩa : 

A + B : = { x e R I 3 a e A , 3 b € B , x = a + b) 

A B : = Ị X € R I 3 a e A , 3 b e B, X = ab} 

nghĩa là A + B là tập các số thực có dạng a + b v ớ i a e A v à b e B ; 
AB là tập các số thực có dạng ab với a € A và b e B. 
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Ì. G iả sử A , B bị chặn trên, chứng minh rằng 

sup(A + B) = supA + supB 

2. Giả sử A, B bị chặn trên, A c R+, B.c R+, chứng minh rằng : 

sup(AB) = (supA)(supB) 

16. Xét sự hội tụ của dãy xn : = (-1)" n - - . 
n 

17. Chứng tỏ rằng các dãy sau đây hội tụ và tìm giới hạn của 
chúng,n > Ì : 

1 =

n+ỉ 9 n 
Ì. x n : — ; z. x n : - ; 

n n +1 
Ì n 

J. x n — — • • • X n '. Tì • *) ' n • o 
n 2 + l n 2 + l 

18. Tim giới hạn của các dãy sau (nếu hội tụ) : 

1. xn : = n-Vn2 -n ; 2. xn : =yỊn(n + a) -lì ; 

3/ ĩ A n . 71 
3. x n : = n + v l - n ; 4. x n : =—sinn— ; 

sin2 n - cos3 n 
5. x n : = — . 

n 

19. Xét dãy xn : = xn_Ị + — với XG = Ì. 
x n - l 

1. Chứng minh rằng {xnỊ không có giới hạn hữu hạn. 

2. Chứng minh rằng lim xn = +00. 
n—>+oo 

20. Xét dãy xn : =^S- với an : = 2an_j +3bn_,, bn : =an_j +2bn_! ; 
b n 

với a0 > 0, bG > 0. 

Ì. Chứng minh rằng an > 0, bn > 0. 

2. Tính Xn+1 theo xn. 
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3. Tính x n + 1 - x n và chứng tỏ rằng dãy { x n } đơn đ iệu, suy ra 

{ x n } có giới hạn độc lập với aQ, b 0 . 

21 . Xét sự hội tụ và tìm giới hạn (nếu có) của dãy 

-x n : = + 1 với x 0 = Ì. 
x n - l 

22. Cho hai số a và b thoa 0 < a < b, xét 2 dãy 

xn :=Vxn-iyn-l . yn

 : = 2(x"-1 +y"-l) 

với x 0 = a và y 0 = b. 

Chứng minh rằng hai dãy trên hội tụ và có chung giới hạn. 

23. Xét sự hội tụ của dãy x n : = yjl + x n _ i , với x 0 = yỊĨ. 

24. Đặ t x 0 = 1 , x n ( 3 + x n _ Ị ) + l = 0 với n > 1. 

Chứng tỏ rằng { x n Ị hộ i tụ và tìm giới hạn của { x n Ị. 

ĐÁP SỐ VÀ GỢI Ý 

12. 1. Giao hoán ; 2. Đồng nhất ; 3. Đồng nhất ; 4. Kết hợp ; 
5. Đồng nhấ t ; 6. Đồng nhấ t ; 7. Nghịch đảo ; 8. Nghịch đảo. 

15. Ì. Chứng minh rằng súp A + súp B là một cận trên cùa A + B, 
rồ i dùng định nghĩa cận trên đúng để kết luận rằng súp A + súp B là 
cận trên đúng của A + B. 

2. Chứng tỏ rằng súp A . súp B là một cận trên của A B , rồ i dùng 
định nghĩa cận trên đúng suy ra đ iều cần chứng minh. 

16. Phân kì. 

17. 1. ị x n  Ị giảm và bị số Ì chặn dưới , hội tụ ; 2. { x n } tăng và bị số Ì 

chặn trên, hội tụ ; 3. ị x n } giảm, 0 < x n < -ỉ-, Vn , hộ i tụ ; 4. H ộ i tụ. 
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18. 1. l im x n = 1 ; 2. l im x n = Ị ; 

3. limxn=0; 4. Phân kì ; 5. limxn=0. 
n—>00 n—>oo 

19. Ì, Nếu /= lim xn thì / thoa phương trình 1 = 1 + -, nghĩa là 
n—»00 / 

- = 0, phương trình này vô nghiệm. 

2. x0 > Ì, X] > Ì ; ị xn Ị tăng và không bị chặn trên : lim xn = +CO 
n->00 

20. Ì. aG > 0, bG > 0, suy ra an > 0, bn > 0 ; 

_2xn+3 
l - x n + l ~ ~ T ; 

x n + 2 

(73-xn)(V3+ xn) _ , , 
3. x n + 1 - x n = — —, dấu của x n + 1 - x n là dấu của 

x n + 2 
, cũng là dấu của , cũng là dấu của x0. Nêu 

V3-xo>0, {xnỊ tăng và bị V3 chặn trên, lim xn Nếu 
n—»00 

yfĩ-\o<0, {xn} giảm và lim xn = 73 . Nếu Vĩ - XG = 0, xn=yỊỈ ; 

lim xn = V3. 

n—»00 

n—>00 

2 1 . Nếu l im x n = / thì / = 2 vì x n > Ì , Vn ; 
n-»00 

_ 2xn-l  Ị 1 . Y Ọ- xn-l ~2 

xn-l+ z xn-l+ L 

x n + l - x n - l -
~ x n - l + x n - l + 2 

xn_j +2 
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, 2 
Dấu của X n + Ị - x n _ | là dấu tam thức bậc hai -X„_J + x n _ Ị + 2. Suy ra 

nếu xn_] >2 thì xn+] <xn_j và nếu xn_i <2 thì Xn+1 >xn_j. 

22. {xn I tăng và {yn ị giảm : — = — = ./—> Ì ; 
a XỊ Va 

b-a 
ý, - a = b - y ] ==— > 0 : X G < X , < y , < y G ; đi đến 

a<Xl <x2 < ... <xn <yn <yn_, < ... <yj <b. 

L : = lim xn ; /: = lim yn : L = VE/ và / = => L = /. 
n—>00 n—>00 2 

23. Dùng quy nạp chứng minh [ xn  Ị giảm và bị chặn dưới: 

X] = V1 + V3 < XQ, x2 = V1 + Xl < V1 + xo ; x2 < Xj , 

x n + l < x n , x n + 1 = 7 l + x n > V2 , Vn , x n > Ì. 

Suy ra /: = lim xn thì / thoa / = VĨ+7 suy ra / = vì xn>  Ị 
n—>00 
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Chương 2 

H À M S Ố M Ộ T B I Ê N s ố T H Ự C 

Chương này giới thiệu hàm số một biến số thực, các hàm số sơ cấp cơ 
bản, đặc biệt giới thiệu một hàm số dạng đa thức gọi là đa thức nội suy. 

2.1. Định nghĩa hàm số một biến số thực 

Cho X , Y , X c R, Y c R, ánh xạ f : X -> Y được gọi là một hàm 
số một b iến số thực, tập X được gọi là miền xác định thường kí 

hiệu là Df của hàm số f và tập f ( X ) thường được gọi là miền giá trị, kí 

hiệu là Rf của hàm số f ; X € Df được gọi là biến độc lập hay đối số, 

f (x ) € Rf được gọ i là biến phụ thuộc hay hàm số ; để chứng tỏ hàm 

số f làm ứng m ỗ i phần tử X e Df với một phần tử xác định f (x ) e Rf 
người ta thường v iế t 

X h-> f ( x ) hoặc y = f (x ) 

Thí dụ. 

(a) X h-> X là hàm số đồng nhất, thường kí hiệu là id(x). 

(b) x 2x + 3 là hàm số bậc nhất. 

( c ) x f_> - 2 x 2 + 5x + 1 là hàm số bậc hai. 

(d) X 1-» E(x) là hàm số phần nguyên của X, nghĩa là E(x) là số 
nguyên lớn nhất không lớn hơn X ; chẳng hạn : 

E(-3,2) = - 4 ; E(0) = 0 ; E(-2) = 2 ; E(2,6) = 2 ; ... 

(e) X H c, c l i hằng số, gọi là hàm số hằng. 
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2.2. Đ ồ t h ị của h à m số m ộ t b i ế n s ô t hực 

Trước đây chúng ta đã giả thiết có một song ánh giữa tập các số 
thực R và đường thẳng L và từ đó đã xây dựng trục số và khi ta viết 

(x) ta đồng thời hiểu đó là một số thực X € R và số thực X đ ó có ảnh 
(toa độ) là đ iểm (x) trên trục số. Bây giò chúng ta sẽ xây dựng một 
song ánh giữa tập tích Đềcác R X R và một mặt phang p bằng cách 
vẽ một trục số nằm ngang hướng từ trái sang phải, có gốc là o , gọi là 
trục số Ox, trục số Oy vuông góc với Ox, hướng từ dưới lên trên ; các 
đơn vị chọn trên Ox và Oy không nhất thiết phải giống nhau, nhưng 
thường người ta hay chọn các đơn vị đó giống nhau (hình 2.1). Trục 
Ox được gọi là trục hoành, Oy là trục tung. M ỗ i đ iểm nằm trên trục 
hoành bên phải gốc o  ứng với một số thực dương, mỗ i đ iểm nằm trên 
trục hoành bên trái gốc o  ứng với một số thực âm. Trên trục tung Oy 
mỗ i đ iểm nằm trên gốc o  ứng với một số thực dương, m ỗ i đ iểm nằm 
dưới gốc o  ứng với một số thực âm ; gốc o ứng với số không trên 
mỗ i t rúc. 

1_ 1 1 

• ý 
2 

1 

-3 -2 -1 0 1 2 3 X 
-1 

-2 

Hình 2.1 

Xét một cặp số thực có thứ tự (a, b) e R X R, quy ước phần tử đầu 
tiên trong cặp đó (a) là phần tử cùa trục hoành, và phần tử thứ hãi (b) 
là phần tử cùa trục tung, như vậy có nghĩa là : 

Ì. Toa độ đầu tiên của cặp số thực có thứ tự (x, y) (tức là toa đô x) 
là khoảng cách có dấu từ một đ iểm đến trục tung, khoảng cách có 
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dấu đó lấy dấu đương nếu đ iểm  ở bên phải trục tung và lấy dấu âm 
nếu đ iểm đó ở bên trái trục tung. 

2. Toa độ thứ hai của cặp số thực có thứ tự (x, y) (tức là toa độ y) 
là khoảng cách có dấu từ một điểm đến trục hoành, khoảng cách đó 
lấy dấu dương nếu đ iểm ở trên trục hoành, dấu âm nếu điểm ở dưới 
trục hoành. 

Như vậy, một điểm M bất kì trong mặt phảng được ứng với một cặp 
số thực có thứ tự (x, y ) ; ngược l ạ i , mỗ i cặp số có thứ tự ( x . y ) e R x R 
được ứng với một đ iểm M của mặt phảng, do vậy có thể đồng nhất 
một đ iểm M của mặt phang với một cặp số thực có thứ tự (x, y) ; X 
được gọi là hoành độ của đ iểm M và y là tung độ của đ iểm M . Kí 
hiệu M(x , y) được đọc là đ iểm M có hoành độ là X và tung độ là y. 

Mặ t phang xác định bởi trục hoành Ox và trục tung Oy được gọi 
là mặt phồng toa độ, hệ toa độ xâydựng theo kiểu trên gọi là hệ toa 
độ vuông góc Đềcác, chính hệ toa độ vuông góc Đềcác này đã xác 

định song ánh giữa cặp số có thứ tự (x, y) € R X R với một đ iểm của 
mặt phang toa độ. 

Đồ thị của hàm số X I—> f (x ) hay là y = f (x) được định nghĩa là 

tập các điểm trong mặt phảng toa độ có toa độ (x, f (x) ) . 

Tuy theo tính chất cụ thể của hàm số f (x ) , đồ thị của f (x ) có thể là 
một tập đ iểm rời rạc hữu hạn hoặc vô hạn cũng có thể là tập những 
mảnh cung đứt đoạn, và cũng có thể là một cung l iền . 

• Chú ý. Trong thực t ế nhiều khi người ta phải giải bài toán ngược : 
người ta không biết chính xác hàm số f (x ) mà chỉ biết một tập rời rạc 
hữu hạn của đồ thị của nó và một vài nét rất khái quát về hàm số f (x) ; 
người ta muốn dựng lạ i hàm số f (x ) và dĩ nhiên không thể nào dựng 
được đúng nguyên x i hàm số f (x) (vì bản thân hàm số f (x ) l ạ i chưa 
biết) nhưng người ta hi vọng rằng dựng được một hàm số có các tính 
chất như hàm số f (x ) và dĩ nhiên đồ thị của hàm số được dựng ít ra 
thì cũng gần trùng với đồ thị của f (x) tạ i tập các đ iểm rời rạc đã cho 
trước ở trên. 
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2.3. H à m s ô c h ẵ n , h à m số l ẻ , h à m sỏ t u ầ n h o à n , h à m số 
đ ơ n đ i ệ u 

Giả sử X là một tập hợp số thực (X c R), X nhận gốc o làm tâm 
đ ố i xứng. Hàm số f : X -> R được gọi là chẵn nếu 

f(x) = f(-x), Vx e X, 

là lẻ nếu 

f(x) = -f(-x), Vx € X. 

Hàm số y = xn là chẩn nếu n chẵn, là lẻ nếu n lẻ. Đồ thị của hàm 

số chẵn nhận trục y làm trục đ ố i xứng. Đ ồ thị của hàm số l ẻ nhận gốc 
o làm tâm đ ố i xứng. 

Nếu XcR hàm số f : X -> R được gọi là tuần hoàn nếu tồn tại 
hằng số dương p sao cho 

f(x + p) = f(x) Vx e X 

số p nhỏ nhất sao cho ta có đẳng thức ấy được gọi là chu kì của f. Các 
hàm số y = sinx, y = cosx là tuần hoàn vói chu kì 271 ; các hàm số 
y = tgx, y = cotgx là tuần hoàn với chu kì 71. 

Nếu J c ì c R, hàm số f: ì -» R được gọi là tăng trên J nếu 

Xj, x2 e J, Xj < x2 => f(Xj) < f(x2), 

tăng nghiêm ngặt trên J nếu 

Xj, x2 € J, Xj <x2 => f(Xj)<f(x2), 

giảm trên J nếu 

Xj, x2 e J, Xj <x2 => f(xj)>f(x2) 

giảm nghiêm ngặt trên J nếu 

Xj, x2 € J, Xj <x2 => f(x,)>f(x2) 

Hàm số tăng hay giảm trên được gọi là đơn điệu trên ì. 
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2.4. H à m số hợp 

Cho X c R, Y c R, z c R ; cho hàm số g : X - > Y và hàm số 
f : Y -> z ; xét hàm số h : X -> z định nghĩa bởi 

h(x) : = f [g(x) ] ; X € X 

h được gọi là .hàm số hợp của hàm số f và hàm số g, người ta thường 
kí hiệu hàm số hợp h : 

h(x) = f [g(x)] hay h(x) : = (fog)(x), X € X 

Thi dụ 

(a) X = Y = z = R, xét các ánh xạ 

f : x H x 2 + 2 , g : x H 3x + Ì 

K h i đó f [g(x)] = [ g ( x ) ] 2 + 2 = (3x + 1 ) 2 + 2 

g[ f (x) ] = 3f (x ) + Ì = 3 ( x 2 + 2 ) + l 

(b) X = Y = z = R, xét các ánh xạ 

f : x i -> 2 X ; g : X H» X 2 

K h i đ ó f [ g ( x ) ] = 2 g ( x ) = 2 x 2 

g [ f ( x ) ] = [ f ( x ) ] 2 = ( 2 x ) 2 = 2 2 x 

2.5. Hàm số ngược và đồ thị hàm số ngược 

Cho hai tập X c R, Y c R ; cho song ánh f : X - » Y , X i-> y = f (x ) , 

song ánh f chính là một hàm số có miền xác định D f = X và miền giá 

trị la tập ảnh của X , tức là f ( X ) : 

f ( X ) = l y e Y I y = f ( x ) , x € X } . 

K h i đó vì f là song ánh nên f là toàn ánh, nghĩa là f ( X ) = Y và f 

cũng là đơn ánh, nghĩa là với XỊ * x 2 , X Ị , x 2 € X thì f ( x ! ) * f ( x 2 ) , 

f(XỊ )< f ( x 2 ) e Y. K h i đó m ỗ i phần tử y € Y đều là ảnh của đúng một 

47 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



phần tử X e X nên có thể đặ t ứng một phần tử y e Y với một phần tử 
X € X ; phép làm ứng đó đã xác định một hàm số ánh xạ Y sang X, 
hàm số này được gọi là hàm số ngược của song ánh f và được kí hiệu 

là r 1 : Y -> X , nghĩa là : 

r 1 : y H > x = f _ 1 ( y ) 

trong đó y là biến độc lập và X là hàm số phụ thuộc. 

Từ định nghĩa hàm số ngược, ta có : 

y = f ( x ) o x = f _ 1 ( y ) 

Do vậy trong cùng một hộ toa độ, đồ thị hai hàm số y = f (x ) và 

X = f - 1 ( y ) trùng nhau nhưng, thông thường và đặc biệt khi vẽ đồ thị 
người ta có thói quen dùng chữ X để chỉ biến độc lập, chữ y để chỉ 
hàm số phụ thuộc, với quy ước đó hàm số ngược của f ( x ) được v iết là 

r 1 : x H » y = r 1 ( x ) 

Do vậy, nếu biểu diễn hàm số ngược của hàm số y = f ( x ) dưới 

dạng y = f _ 1 (x) thì nếu (x, y) là một đ iểm của đồ thị hàm số y = f(x) 

thì (y, x) là một đ iểm của đồ thị hàm số ngược y = f - 1 ( x ) . Hai điểm 
(x, y) và (y, x) đ ố i xứng nhau qua đường phân giác thứ nhất, từ đó đi 
đến kết luận : 

Đổ thị của hàm số ngược y = / _ 1 ( j f ) đ ố i xứng với đồ thị của hàm 
số y = f (x) qua đường phân giác thứ nhất. 

Thí dụ. 

(a) Xét hàm số h : R -> R, X t-» X 2 

V ớ i y € R ; y < 0, phương trình (ẩn là x) X = y vô nghiệm, vậy h 
không toàn ánh. 

V ớ i y € R, y > 0 phương trình X 2 = y có hai nghiệm phân biệt 

X = ±y[ỹ , vậy h không đơn ánh. 

Như t hế hàm h không có hàm ngược. 
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(b) Xét hàm số g : R + -> R, X f-> X 2 

trong đó R + là tập : R + : =  Ịx e R I X > 0 } . 

Vì với m ọ i y e R phương trình X 2 = y hoặc vô nghiệm (với y < 0) 

hoặc có nghiệm duy nhất X = yỊỹ (vói y > 0), do đó hàm số g là đơn 

ánh nhưng không toàn ánh, do đó g cũng không có hàm số ngược. 

(c) Xét hàm số f : R + - > R + , x H X 2 . 

Trong trường hợp này phương trình X 2 = y luôn có nghiệm duy 

nhất X = y[ỹ, do đó f là song ánh và do đó có hàm số ngược 

f_1(y) = Vỹ-

N ế u vẽ đồ thị của hai hàm số f ( x ) 

và f - 1 (x) trong cùng một hệ toa độ 
vuông góc Đềcác (hình 2.2) thì ta vẽ 

đồ th ị hai hàm số : y = x 2 và 

y = V x ; x 6 R + . ÔI ì X 

2.6. Các hàm số sơ cấp cơ bản Hình 2.2 

Các hàm số sau đây được gọi là các hàm số sơ cấp cơ bản : hàm số 

lũy thừa X h-> x ơ , a € R ; hàm số mũ X H> a \ a > 0, a * Ì ; hàm số 
lôga r í t : X h» log a X, a > 0, a * Ì ; các hàm số lượng giác : X H» sin X, 
X H> cosx, X h-> tgx ; X1-» cotgx và các hàm lượng giác ngược. 

Tất cả những hàm số nêu trên (trừ các hàm số lượng giác ngược) 
là những hàm số đã quen thuộc đ ố i với học sinh phổ thông trung học 
nên ỏ đây chỉ nhắc l ạ i những tính chất chủ yếu của chúng ; r iêng các 
ham số lượng giác ngược sẽ được trình bày chi t iết hơn. 

(1) Hàm số lũy thừa X H X ° ; y = x a , với a e R. 

M i ề n xác định của hàm số lũy thừa phụ thuộc cc. 

V ớ i (X e N : miền xác định là cả trục số R. 

V ớ i a nguyên âm : miền xác định là cả trục số trừ đ iểm gốc o . 
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V ớ i a có dạng a = 1/p ; p G z thì : 

với p chẵn, p € N* : miền xác định là R+ ; 

với p l ẻ , p e N * : miền xác định là R ; 
với p e z miền xác định cũng phụ thuộc p chẵn hay l ẻ . 

Với a là số vô tỉ thì quy ước chỉ xét y = xa tại mọi X > 0 nếu ót > 0 

và tại mọi X > 0 nếu oe < 0. 

Đồ thị của hàm số y = xa luôn đi qua điểm (Ì, 1) và đi qua gốc 

(0, 0) nếu (X > 0 ; không đi qua gốc nếu a < 0 (hình 2.3). 

1 

\ y = x 7 / 
y=x 

1 
-  ỹ=x2 

1 

y-x" 1 

0 1 
Hình 2.3 

X 

(2) Hàm số mũ x H a " ; y = a x ; a > 0, a * Ì. 

Số a được gọi là cơ số của hàm số mũ. Hàm số mũ ax xác định 
với mọi X là luôn luôn dương. 

• Hàm số mũ y = ax tăng (nghĩa là với XỊ > x2 => ax' >a*2) khi 
a > Ì 

• Hàm số y = ax giảm (nghĩa là với Xị > x2 => aX| < à"2 ) khi a< 1. 

• Điểm (0, 1) luôn nằm trên đồ thị cùa hàm a* : a° = 1. 
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• Đặc biệt a1 =a. 

Hình 2.4 cho đổ thị của hàm y = a x . 

(3) Hàm số lôgarít X (-> log a X ; y = Iog a X ; a > 0, a * Ì. 

ị y 

0 X 

«//7/7 2.4 

Số a được gọi là cơ số của lôgarít , đặc biệt nếu a = l o thì l o g 1 0 x 

thường được v iết ngắn gọn là lgx và đọc là lôgarít thập phân của X. 

Hàm số log a x chỉ xác định với X > 0. 

• Hàm số log a x tăng khi a > Ì và khi đó : 

với 0 < X < 1 thì log a x < 0 ; y 
k \ y= log a x;a<1 

với X ằ 1 thì log a x > 0. \ / 

• Hàm số log a x giảm khi \  ỵ/y=logax; a>1 

0 < a < 1 và khi đó : \ / 

với 0 < X < 1 thì log a x > 0 ; 
Y 

vói X > 1 thì l o g a X < 0. 0 

• Điểm (1,0) luôn nằm trên đồ / \ 

thị của log ax, nghĩa là l o g a l = 0. / \ . 

• Đặc biệt l o g a a = 1. ị 

Hình 2.5 cho đồ thị của hàm log a x. 1 Hình 2.5 
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• Vì hàm số mũ X t—> a là một song ánh từ R lên R + = {X e R I X > 0}, 

nên hàm số ngược của a x là hàm số y I—• log a y, nghĩa là y = a x o 

X = l o g a y . 

Nếu dùng chữ X để chỉ đ ố i số, chữ y chỉ hàm số thì trên cùng một 

hệ toa độ đồ thị hai hàm số a và log a x đ ố i xứng nhau qua dường 
phân giác thứ nhất. 

• Hàm số logax còn có một số tính chất sau : 

loga (AB) = logaA + logaB ; A > 0, B > 0 

log a ^ ị = l og a A - log a B ; A > 0, B > 0 

CC log a A = a log a A, A > 0. 

V ớ i b > 0 ; b = a l o g a b 

Với b > 0 ; b * Ì ; logaA = ; A > 0 
l ° g b a 

(4) Các hàm số lượng giác : 

X Ì—> sinx ; X H-> cosx ; X t—» tgx ; X I—> cotgx. 

Các hàm số này được gọi là hàm số lượng giác vì chúng được xác 
định trên R thông qua đường tròn lượng giác, xem hình 2.6. 

Trên hình 2.6 có : 

OP : = cosx ; OQ : = sinx ; 

ÁT : = tgx ; BC : = cotgx 

• Các hàm số X 1-4 sinx ; y = sinx 
và X cosx ; y = cosx có miền xác 

định là toàn trục số R và có miền giá 

trị là khoảng đóng [ -1 ,1 ] . 

Hình 2.6 
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71 
• Hàm số X tgx ; y = tgx xác định tại mọi X * ( 2 k + l ) ^ ; k e z 

và có miền giá trị là R. 

• H à m số X I—» cotgx ; y = cotgx xác định tại mọi X * kn, k e z 
và có miền giá trị là R. 

• Hình 2.7 cho đồ thị các hàm số lượng giác : 

1-

-71 -7t/2 / , \ . 

\ ' ỳ 

o n/2 71 X 

-1 

• y 
1 

-TI -n/2/ V / 2 
0 \ Ít X 

-1 

a) b) 

/ \ ' l 

J 1X/2 TI 

í 

0 

r ì 

c) 

/ 

d) 

(a) Đ ổ thị y = sinx ; 

(c) Đ ồ thị y = tgx ; 

Hình 2.7 

(b) Đ ồ thị y = cosx ; 

(d) Đ ồ thị y = cotgx. 
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(5) Các hàm số lượng giác ngược : 

Ì. Hàm số X I—» arcsinx 

Xét hàm số f : TI 71 
L 2 ' 2J 

[ - 1 , Ì ] ; X t—» sinx ; f là một song ánh, do 

đó có hàm số ngược f , kí hiệu hàm số ngược f 1 : y •—» arcsiny ; 
X = arcsiny ; đọc là X bằng ac-siny (x là "cung có sin bằng y") , nghĩa là : 

TI 71 
y = sinx ; -— < X < — <=> X = arcsiny 

Với quy ưóc dùng chữ X để chỉ đối số và chữ y để chỉ hàm số thì hàm 
71 71 

SỐ ngược của hàm số y = sinx với X e 
2 ' 2 

là hàm số y = arcsinx. 

• Hàm số y = arcsinx có miên xác định là khoảng đóng [ - 1 , 1] và 
TI 71 
2 ' 2 . 

và là một hàm số tăng. Đ ổ thị miền giá trị là khoảng dóng 

có dạng như hình 2.8(a). 

2. Hàm số y = arccosx 

Xét song ánh f : [0 ; 71] -> [ - 1 , 1] ; X H-» cosx ; hàm f có hàm số 

ngược ĩ ' : y M arccosy, X = arccosy, đọc là X bằng ac-cosy (x là 
cung có cos là y) , nghĩa là 

y = cosx, 0 < X < 7 I O X = arccosy 

Hàm số ngược của hàm số y = cosx với X e [0 ; 7ĩ] là hàm số 
y = arccosx. 

• Hàm số y = arccosx có miền xác định là khoảng đóng [ - 1 1] và 
miền giá trị là khoảng đóng [0, n\ và là một hàm số giảm. Đ ổ thi cua 
nó có dạng như hình 2.8 (b). 

• Vì sinx = c o s ^ - x j nên có thể suy ra 

arcsinx + arccosx = —. 
2 
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a) b) 

71 
2 

y 

0 

71 
"2 

-1 

c) 

3. Hàm số y = arctgx 

d) 

Hình 2.8 

li ít 
Hàm số y = tgx ; vói X ỄE [ 2 ' 2 ; l à m ộ t S O n g á n h ' h à m 

ngược của nó là X = arctgy ; đọc là X bằng ac-tangy (x là cung có 
tang là y ) , nghĩa là : 

y = tgx ; X e 1) x = arctgy-

Hàm số ngược của hàm số y = tgx với X e Ị --ị, -ị j là y = arctgx 
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Hàm số y = arctgx có miền xác định là toàn trục số R và miền 

Tỉ ít 
giá trị là khoảng mở [ 2 ' 2 J v à l à h à m S Ô t ă n g ' Đ ^ t h ' c ủ a n Ó C Ó 

dạng hình 2.8(c). 

4. Hàm số y = arccotgx 

Hàm số y = cotgx với X € (0,7i) có hàm số ngược là X = arccotgy 
đọc là X bằng ac-cô tangy (x là cung có côtang là y ) ; nghĩa là : 

y = cotgx ; 0 < x < n < = > x = arccotgy 

Hàm số ngược của hàm số y = cotgx với X e (0, Ti) là hàm số 
y = arccotgx. 

• Hàm số y = arccotgx có miền xác định là toàn trục số R và miền 

giá trị là khoảng mở (0, Ti) và là hàm số giảm. Đ ồ thị của nó có dạng 
hình 2.8 (d). 

(a) Đồ thị y = arcsinx ; (b) Đ ồ thị y = arccosx ; (c) Đ ổ thị 
y = arctgx ; (d) Đ ồ thị y = arccotgx. • 

• Có thể chứng minh được (coi là bài tập) 

n 
arctgx + arccotgx = TỊ-

• Hơn nữa ta còn có các hệ thức 

(i) V X * 0 : arctgx + a r c t g - = ^ sgn X 
X Á. 

( l i ) Va, b e R, đ ặ t : (X = arctga ; p = arctgb 

Khi đó : 

a + b 
arctg- nếu ab < Ì 

Ì - ab 
,71 

arctga + arctgb = \ ^sgna, nếu ab = Ì 
a + b . , 

arctg - — + TI sgn a, nếu ab > Ì 
ì - ao 
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Chứng minh. 

(i) V ớ i X > 0, ta có ^ - arctgx €  Ị 0, — 

í 
và 7t 

t g Ị ^ - a r c t g x 1 = 
Ì Ì 

tg(arctgx) X 

71 ^ _ Ì 
suy ra —- arctgx = arctg — 

Cùng lập luận tương tự vái X < 0, suy ra (i). 

(ii) Theo giả thiết, ta có : 

TI 71 71 
oe, p e Ị ~ , ^ I và nếu a + p * thì 

Ta có 

tg(q + 3 ) = t g a + t g P = Ị ± ị 

71 71 

a = 0 

71 - ^ • < a + p < ^ < » Ihay (a > 0 v à p < - ^ - a ) 

lĩ 
hay (a < 0 và p > — - - a) 

a = 0 

hay (a > 0 và b < - ) <=> ab < Ì 
a 

hay (a <0 và b > —) 

• Nếu ab < Ì thì a + (3 6 Ị ~ , -ị I và do vậy TI 71 

a + p = arctg(tg(a + p)) = arctg-f 
a + b 
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Nếu ab > Ì và a > 0 thì a + p e í —, nj và do vậy 

n a + b 
a + p = arctg——- + 71. 

Ì - ao 

• Nếu ab > Ì và a < 0 thì a + p e ^-71, - và do vậy 

r> , a + b 
a + p = arctg ——— - 7t. 

Ì — ab 
• Nếu ab = ì thì chính là trường hợp (i). 
Vậy, tổng hợp lại ta có (ii).l 

2.7. Các hàm sô sơ cấp 

Cho hai hàm số f và g, gọi tổng của f và g, viết là f + g ; hiệu, viết 

f 
f - g ; tích, viết là f g và thương viết là - là các hàm số được định 
g 
nghĩa như sau : 

tổng : (f + g) (x) : = f(x) + g(x) (cộng hai hàm) 

hiệu : (f-g)(x) : = f(x)-g(x) (trừ hai hàm) 

tích : (fg)(x) : = f(x)g(x) (nhân hai hàm) 

thương : I — ( x ) : = 
f ( x ) 
g(x) 

(chia hai hàm) 

Nếu gọi D f , Dg là miền xác định của f và g tương ứng thì miền 

xác định của tổng, hiệu và tích của chúng là Df n D„ ; riêng miền 

f _ 1 8 

xác định của - là D f n Dg., trong đó 

Dg.:= {X € Dg|g(x)*0}. 

Thí dụ. Cho f(x) = 2x3 + 4x + Ì, 

g(x) = yf^ĩ 
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f 
Kh i đó f ± g, f g xác định với mọi X > 2, riêng — xác định với mọ i 

g 
X > 2. 

Người ta gọi hàm số sơ cấp là những hàm số được tạo thành bởi 
một số hữu hạn các phép toán số học (cộng, trừ, nhân, chia), các 
phép lấy hàm số hợp đ ố i với các hàm số sơ cấp cơ bản và các hằng. 

Thí dụ. Các hàm số : 

y = sin8x + cos^2x +|j + 3 ; y = 2"x + X2 + 4 ; 

5Ĩ~~Ĩ , ,~ — , x + vl-x2 +COSX 
y=ylxi - lg(3x + 7) + Ì ; y = — ^ = = ^ 

X - V l - X 2 

đểu là những hàm số sơ cấp. 

Trong các hàm số sơ cấp, người ta đặc biệt chú ý đến hai loại hàm 
số : các đa thức và các phân thức hữu tỉ hay các hàm số hữu tỉ vì khi 
tính giá trị của các hàm số này người ta chỉ cần thực hiện các phép 
toán số học đ ố i với b iến. 

Gọi đa thức bậc n, n € N, viết là Pn(x), là biểu thức : 

Pn(x): = a0 + ajX + ... + anxn ; ak e R, k = 0,n ; an * 0. 

Thí dụ. yjĩ + lg 17 + sin"I + >/3x + 4x2 + V5x3 là một đa thức bậc 3 

đối với X. 

Gọi phân thức hữu tỉ là hàm số có dạng tỉ số của hai đa thức : 

pn(x) ._ a0 +aỊX + - + anxn 

Q m W b 0 + b l X + ... + b m x m 

, m, n e N 

trong đ ó các hệ số à,, i = 0, n ; b j , j = 0,m là những số thực. 
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2.8. Đ a t hức n ộ i suy 

Bây giờ ta trở lại chú ý đã nêu trong phần chú ý mục 2.2 : ta muốn 
phục hồi một hàm số f (x ) tạ i mọ i giá trị X G [a, b] nào đ ó m à chỉ biết 

một số hữu hạn gồm (n + Ì) giá trị của hàm số đó t ạ i các đ iểm rời rạc 

x Q , X j , x n € [a, b] . Các giá trị này thường được cung cấp qua thực 
nghiệm hay tính dưới dạng bảng sau : 

X Xo X 1 x 2 Xi 

y y 0 y i yi y\ y n 

Khi đó ta đặt vấn đề tìm một đa thức bậc n : 

(2.1) pn(x) : = a0 + a,x + ... + anx", an * 0 

với aG, aj, a„ e R, sao cho Pn(x) trùng với f(x) tại các mút Xj, 

ỉ = 0, n , nghĩa là 

(2.2) Pn(xi) = f(xi) = yi 

Đa thức Pn(x) tìm được đó gọi là đa thức nội suy. Ta chọn đa thức 
nội suy hàm số f (x) vì, như đã nói đa thức là loạ i hàm số đơn giản 
nhất, dễ tính nhất. 

Định lí 2.1. Nếu tồn tại đa thức nội suy Pnịx) của hàm số'fịx) thì 
đa thức đó là duy nhất. 

Chứng minh. 

Thật vậy, giả sử có hai đa thức Pn(x), Qn(x) cùng là đa thức nội 
suy của một hàm f (x ) . Lúc đó theo định nghía, có 

pn(*i) = Yi ; Qn(Xị) = Yi 

Vậy hiệu Pn(\) - Qn(x) cũng là một đa thức có bậc không vượt quá n 

và triệt tiêu tạ i n -I- Ì giá trị khác nhau Xj, i = 0,n (vì p (x ) - Q (x ) -

Vi - Ti = 0, í = 0,n ). Do vậy đa thức hiệu Pn(x) - Qn(x) phải đồng 

nhất bằng không, nghĩa là P n (x) = Q n ( x ) . • 
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Có thể có nhiều dạng đa thức nội suy nhưng do tính duy nhất, 
nhất thiết chúng có thể quy về nhau được. Dưới đây chúng ta sẽ xây 

dựng đa thức nội suy theo k iểu Lagrange, gọi là đa thức nội suy 

Lagrange và kí hiệu là L n ( x ) . Ta đặt 

9- (X - x0)(x - XỊ )...(X - Xị_Ị )(X - Xi+1 )-(x - xn) 

iịW ( x . _ X o ) ( x . _ X l ) . . . ( X i _ X i _ 1 ) ( X i - X i + 1 ) . . . ( x i - x n ) ' 

i = 0,n 

Hiển nhiên /j(x) là đa thức bậc n và 

(2.4) /ị(Xj) = ôịj nghĩa là /j(Xj) = 

/j(x) được gọi là đa thức Lagrange cơ sở. 

Bây giò ta lập đa thức 

n 
(2.5) L n ( x ) : = £ y ị / i ( x ) 

i=0 

Hiển nhiên Ln(x) là đa thức bậc n thoả : Ln(Xj) = Yi 

Do vậy Ln(x) là đa thức nội suy bậc n của hàm số f(x). Bây giờ 

nêu một số đa thức nội suy thông dụng. 

• Nội suy bậc nhất (hay là nội suy tuyến tính) 

Trường hợp này n = Ì và có bảng : 

X x 0 X 1 

y y 0 y i 

Đa thức nội suy L j (x ) có dạng 

(2.6) Lj(x) = y0/0(x) + y1/1(x) 
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trong đó 

(2.7) 
' o W = 

/l(x) = 

X - X 
x 0 - X Ị 

X - x „ 

Xị - XO 

• Nội suy bậc hai 
Trường hợp này có 3 nút (n = 3) và có bảng 

X x o X 1 x 2 

y y 0 y i Y2 

Đa thức nội suy L 2 ( x ) có dạng : 

(2.8) 

trong đó 

(2.9) 

L2(x) = y 0 ' o< x ) + y i ' i 0 0 + y2 / 2( x ) -

/o(x) = 

/ l (x ) 

/2(x) = 

(X - X j ) ( x - *2) 
(Xo - X i ) ( x 0 - x 2 ) 

(X-- x c ) ( x -

- x 0 ) ( x l - x 2 ) 

(X - X Q ) ( x - - X , ) 
( X 2 - X Q X X 2 - X Ị ) 

Dĩ nhiên, khi đã có đa thức nội suy, người ta còn đặ t vấn đề đánh 

giá sai số giữa f (x) và L n ( x ) tạ i những đ iểm không phải là đ iểm nút. 
Tuy nhiên, đây là một bài toán t ế nhị chúng ta chưa đù phương tiện 
để trình bày chi t iết  ở đây. 

TÓM TẮT CHƯƠNG 2 

• Định nghĩa hàm số một hiến số (thực) 

Ánh xạ f : X Y với X , Y e R được gọi là hàm số một b iến số 

(thực), X là miền xác định, thường kí hiệu là D f , Y là m iền giá ư ị , 
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thường kí hiệu là R f . x e Df được gọi là biên số độc lập hay đ ố i số, 

f ( x ) e R f là biến số phụ thuộc hay hàm số, để chứng tỏ rằng f (x) ứng 
với X, thường viết 

X (-> f (x ) hoặc y = f (x) 

Đ ổ thị của hàm số y = f (x ) là tập hợp các đ iểm trong mặt phảng 
toa độ có toa độ (x, f (x ) ) . 

Cho hàm số g : X -> Y , X • • g(x), và hàm số f : Y -> z , y H-> f (y) , 
với X , Y , Z c R ; khi đó hàm số h : X -> z được định nghĩa bởi 

X h(x) ; h(x) : = f [g(x)] 

được gọi là hàm hợp của hàm số f và hàm số g. 

Cho song ánh f : X -> Y, X , Y c R. Song ánh này làm ứng mỗ i 
X € X với đúng một phần tử y € Y và ngược l ạ i mỗ i phần t ù y e Y 
được ứng với đúng một phần tử X € X, phép ứng y với X được gọi là 

hàm số ngược của hàm số f và được kí hiệu là f , nghĩa là f _ 1 : Y ->• X, 

y H x = f ' ( y ) , và do đ ó : 

y = f ( x ) o x = f " ' ( y ) . 

V ớ i quy ước dùng chữ X để chỉ biến số độc lập, chữ y để chỉ hàm 
số thì hàm số ngược của hàm số f (x ) được viết là 

f 1 : X H-» y = f ' (x ) 

Khi đó, nếu biểu diễn trong cùng một hệ toa độ thì đồ thị của hàm 

số ngược y = f~ (x) đ ố i xứng với đổ thị hàm số y = f (x ) qua đường 
phân giác thứ nhất. 

• Các hàm số sơ cấp cơ bản 

Các hàm số sơ cấp cơ bản là các hàm số : 

y = X , a e R, 

y = a \ a > 0 ; a * Ì, 

y = log a x, a > 0 , a * l . 
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Hàm số y = log a x là hàm ngược của hàm số y = a . 

y = sinx, 

y = arcsinx. 

Hàm sốy = arcsinx là hàm ngược của hàm sốy = sinx vói ~ < x ắ ^ . 

y = cosx, 

y = arccosx. 

Hàm số y = arccosx là hàm ngược của hàm số y = cosx với 0 < X ú TI. 

y = tgx, 

y = arctgx. 

Hàm số y = arctgx là hàm ngược của hàm số y = tgx vói - — < X < —. 

y = cotgx, 

y = arccotgx. 

Hàm số y = arccotgx là hàm ngược của hàm số y = cotgx với 0 < X < tí. 

• Hàm số sơ cấp 

Hàm số sơ cấp là những hàm số được tạo thành bở i một số hữu 
hạn các phép toán số học (cộng, trừ, nhân, chia), các phép lấy hàm 
hợp đ ố i với các hàm số sơ cấp cơ bản. 

Trong các hàm số sơ cấp người ta đặc biệt chú ý đến đa thức và 
phân thức hữu tỉ. 

M ộ t đa thức bậc n kí hiệu là P n (x) là hàm số sơ cấp có dạng : 

p n ( x ) = a 0 + a,x + ... + ^ x " ; ai e R ; i = ă n , an * 0. 

Một phân thức hữu tỉ là một hàm sơ cấp có dang trong đó 
Q m ( x ) 

P n (x) và Q m ( x ) là hai đa thức có bậc lẩn lượt là n và m. 

64 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



• Đa thức nội suy Lagrange 

N ộ i suy tuyến tính : 

Là đa thức bậc nhất, kí hiệu là L j ( x ) , có đồ thị đi qua 2 điểm (x G , y 0 ) 

và ( X j , y ] ) cho trước và được tính theo công thức 

T , s x — x l x - x 0 
L i ( x ) = y ° - 7 ~ r 7 - + y i - 7 ~ í r 

X 0 - X j X Ị - X 0 

N ộ i suy bậc h a i : 

Là đa thức bậc hai, L2(x) có đồ thị đi qua 3 điểm ( x 0 > y 0 ) , ( X j , y j ) 

và ( x 2 , Y2)» được tính theo công thức 

( X - X Ị X X - X 2 ) ( X - X 0 ) ( X - X 2 ) ( X - X Q X X - X Ị ) 
2 W - y ° (Xo - x i x x , , - x 2 ) + y i (Xi - X 0 ) ( X l - x 2 ) n ( x 2 - x 0 ) ( x 2 - X , ) 

B À I TẬP 

1. T i m miền xác định của các hàm số : 

l . y = ( x - 2 ) ^ y ^ - ; 2. y = Vs in (V^) ; 3. y = Vcosx 2 ; 

4. y = lgl sin— 5 - y = 71777 ; 6. y = a r c s i n y ^ - ; 
sin nx 

7. y = arccos(2sinx); 8. y = lg[cos( lgx)] ; 9. y = 3/lgtgx . 

2. T im miến giá trị của các hàm số : 

l . y = V2 + X - X 2 ; 2. y = l g ( l - 2 c o s x ) ; y 

2x . . í , X 
3. y = arccos " ; 4. y = arcsin 1 \%-— 

1 + x 
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3. Cho f (x ) : = l g x 2 ; tìm f ( - l ) , f ( -0,001), f(100). 

4. Cho f (x ) : = 
ỊÌ + X khi - 00 < X < 0 

12X khi X > 0 

T ì m f ( - 2 ) , f ( - l ) , f ( 0 ) , f ( l ) , f ( 2 ) . 

5. Cho f (x) : = , tìm f (0) , f ( - x ) , f (x + 1), f (x ) + Ì, f - và 
Ì + X \ x j 

Ì 

f ( x ) 

6. Tim hàm số f (x) có dạng f (x ) = ax + b, biết rằng f (0) = - 2 và 
f(3) = 5 (nội suy tuyến tính). 

. . . . . 2 
7. T im hàm số f (x) có dạng f (x) = ax + bx + c biết rằng f ( - 2 ) = 0, 

f(0) = Ì, f ( l ) = 5 (nội suy bậc hai). 

8. Hàm số y = sgnx (đọc là dấu của x) được định nghĩa như sau : 

Ì nếu X < 0 

sgnx : = 0 nếu X = 0 

Ì nếu X > 0 

Vẽ đồ thị của hàm số đó và chứng minh rằng Ixl = X sgnx. 

9. Giả sử hàm số f(u) xác định khi 0 < u < Ì ; tìm miền xác định 
của f(sinx), f ( lnx) . 

10. Cho f (x ) : = ị (a x + a"x) ; a > 0, chứng minh rằng 

f(x + y) + f (x - y) = 2f (x) . f (y ) 

l i . G i ả sử f (x ) + f (y) = f(z) . Xác định z nếu 

1. f (x ) = ax ; 2. f (x ) = arctgx, (Ixl < 1) ; 

3. f(x) = - ; 4. f(x) = lg—. 
X 6 1 _ X 
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12. T i m f ( f ( x ) ) , g(g(x)), f (g(x) ) , g(f(x)) nếu 

Ì. f(x) = X2, g(x) = 2X ; 2. f(x) = sgnx, g(x) = ị ; 

ÍOkhix^O v í 0 khix<0 
3. f (x ) : = ị ; g(x) : = ị 

Ị x k h i x > 0 Ị - x 2 k h i x > 0 

13. Tim f(x) nếu 

1. f(x + 1) = X2 - 3x + 2 ; 2. ffx + -ì = x2 +4 (ki > 2); 
\ \J X 

3. f(±) = x + Vĩ7? (x>0); 4. f(^y =x2 

14. Tim hàm số ngược của các hàm số : 

l.y = 2x + 3; 

2. y = X2 a) -00 < X < 0, b) 0 < X < +00 ; 

3.y=ị^ (x*-l); 
Ì + X 

4. y= >/l-x2 a)-l<x<0, b) 0 < X < Ì ; 

5. y = shx, với shx : =  ị (ex - e"x), -00 < X < +00. 

15. Hàm số f(x) xác định trong một khoảng đối xứng (-/, /) được 
gọi là chẵn nếu f(x) = f(-x), lẻ nếu f(x) = -f(-x). Xét tính chẵn lẻ 
các hàm số: 

1. f(x) : = 3x - X3 ; 2. f(x): = ^/(1-x)2+^/(l + x)2 ; 

Ì - X 
3. f ( x ) : = a x + a"x (a > 0 ) ; 4. f ( x ) : = l n ỳ ^ ; 

5. f(x): = ln(x + Vl + X2). 

67 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



16. Chứng minh rằng bất kì một hàm số nào xác định trong một 
khoảng đ ố i xứng ( - / , /) cũng có thể viết được dưới dạng tổng một 
hàm số chẩn và một hàm số l ẻ . 

17. Xét tính tuần hoàn và tìm chu kì các hàm số : 

l . f ( x ) : = AcosXx + BsinXx ; 

2. f (x ) : = sinx + ^ sin2x + - sin3x ; 

3. f (x ) : = 2 t g | - 3 t g | ; 

4. f (x ) . 
. 2 

: = sin X ; 

5. f (x ) . 2 
: = sinx ; 

6. f (x) : = Vtgx ; 

7. f (x ) : = sinx + sin(x yỊĨ). 

18. V iế t các hàm số sau đây dưới dạng hàm số hợp : 
l 

l . y = ( 3 x 2 - 7 x + Ì ) 3 ; 2.y=2&*; 3 . y = l n t g 4 ; 

4. y = Vx + Vx ; 5. y = arcsin 

19. Dùng phương pháp vẽ từng điểm, vẽ đồ thị các hàm số: 

1. y = siníx + ^ì ; 2. y = cos3x ; 3. y = cosy; 

4. y = 3x; 5. y = log2-. 

ĐÁP SỐ VÀ GỢI Ý 

1. l.-l <x< Ì, 

2. 4 k V < X < (2k + Ì ) V (k = 0, 1,2,. . .) , 
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< X < - Ị - và - . 1 - < X < - — - - (k = 0, 1,2, ...)» 
• 2k + l 2k 2k + l 2k + 2 

5. X > 0, X * n (n = Ì, 2,...), 

6. -ị<x<l, 7. Ix-k7il<! (k = 0,±l,...), 

8. 10^ 2' <x<10^ 2' (k = 0,±l,...) 

9. kTi +  Ị < X < kn +  Ị (k = 0, ±1,...) 
4 2 

2. 1.0<y< 2ị, 2.-00<y<lg3, 
4 

71 TI 
3 . 0 < y < 7 i , 4. — 2 ~ y - " 2 

6.f=|x-2 

7. f = Ịx2+ —x + 1 
6 o 

9. 2kn < X < TI + 2kn (k = 0, ±1,...), Ì < X < e 

X + y 
l i . l . z = x + y, 2. z = 

Ì ' 
- x y 

3 . z = - 2 - , 4 . z = f ^ 
X + y Ì + xy 

12. Ì. f(f(x)) = X4, g(g(x)) = 22\ f(g(x)) = 22x, g(f(x)) = 2* 

2. f(f(x)) = sgnx, g(g(x)) = X (x*0), 

f(g(*)) = g(f(x)) = sgnx (X * 0) 

3. f(f(x)) = f(x), g(f(x)) = g(x), g(g(x)) = f(g(x)) = 0 

69 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



13. l . x 2 - 5 x + 6, 2 . x 2 - 2 ( U I > 2 ) , 

v2 
3. ^ (X > 0), 4. ' x 

1 - V x 2 + 1 
1 - x 

14.5. y = l n ( x + V l + X 2 ) 

15. 1. l ẻ , 2. chẵn, 3. chẵn, 4. l ẻ , 5. l ẻ . 

16. V iế t f (x ) dưới dạng 

f ( x ) = ị ( f ( x ) + f ( - x ) ) + ị ( f ( x ) - f ( - x ) ) 

17. 1. T =~, 2. T = 271, 3. T = 6n, 4. T = TI, 5. không tuần hoàn, 
A. 

6. T = TI, 7. không tuần hoàn. 
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Chương 3 

GIỚI HẠN VÀ Sự LIÊN TỤC 

CỦA HÀM SỐ MỘT BIÊN số 

Chương này giới thiệu khái niệm giới hạn của hàm số một biến số, 
các giới hạn cơ bản, số e, công thức tính xấp xỉ số vô tỉ e với độ 
chính xác tuy ý ; cách khử các dạng vô định. Từ khái niệm giới hạn 
chuyển sang khái niệm liên tục của hàm số một biến số và các tính 
chất cơ bản của hàm số liên tục và  ứng dụng để xây dựng thủ tục 
phân đôi , t ìm nghiệm phương trình f (x ) = 0. 

3.1. Định nghĩa 

Cho hàm số f (x ) xác định trong khoảng (a, b) ; nói rằng f (x) có 

giới hạn là L (hữu hạn) khi X dần đến x 0 , x 0 e [a, b] và viết là 

l im f (x) = L nếu với bất kì dãy { x n Ị trong (a, b) \ { x 0 } mà x n - » x 0 

x->x„ . 

thì l im f ( x n ) = L . 
n—>ao 

Theo thuật ngữ của giới hạn của dãy số thì định nghĩa trên có thể 
diễn đạt thành "hàm số f (x ) có giới hạn là L nếu với bất kì dãy số 

{ x n Ị hội tụ đến x 0 thì dãy số { f ( x n ) l cũng hộ i tụ đến L " . 

Định nghĩa giới hạn của hàm số f(x) khi X —> XG như trên có thuận 
lợ i là chuyển khái niệm giới hạn của hàm số f (x ) về khái n iệm giới 
hạn của dãy số (đã quen thuộc  ở mục trước) nhưng cũng có chỗ 
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không tiện lợi là muốn chứng tỏ f (x ) -> L (x x 0 ) thì phải chứng tỏ 

f ( x n ) -> L với mọi dãy { x n Ị -> X D . Vì t hế người ta dùng định nghĩa 

tương đương (ở đây chúng ta không chứng minh điều này) với định 
nghĩa trên. 

Định nghĩa. 

Cho hàm số f (x) xác định trong khoảng (a, b), nói rằng f (x) có giới 

hạn là L (hữu hạn), khi x dần tói x 0 ( x 0 6 [a, b]) nếu với bất kì e > 0 

cho trưóc tìm được 8 > 0 sao cho khi 0 < |x - X Q | < ô thì | f (x) - LỊ < 8. 

Thí dụ. 

(a) Cho f (x) = c, c là hằng số ; ta sẽ chứng minh rằng 
l im f ( x ) = c . 

x-»x c 

Thật vậy, cho trưóc e > 0, vì f (x ) = c , Vx , do vậy với bất kì ô > 0 : 

|x - x 0 | < 5 luôn có | f(x) - C| = |C - C| = 0 < 8. 

(b) Cho f (x ) = X ; sẽ chứng minh rằng l im f ( x ) = X Q . 

Thật vậy, cho trước 6 > 0, chỉ cần chọn ô = e thì luôn có |x - Xị,! < s 

thì | f(x) - Xoi = |x - x 0 | < e. 

(c) Cho f (x) = sinx ; sẽ chứng 
minh rằng l im f ( x ) = 0 . Trước hết để 

x->0 
ý rằng chúng ta xét quá trình X 0 

nên có thể giả thiết I X I < — ; tuy 

nhiên khi đó (xem hình 3.1) : 

độ dài Ấ M = k i ; PM = Isinxl. 

PM < A M (vì tam giác P A M vuông góc tạ i P). 
Do vậy Isinxl < Ixl. 

Như thế, cho trước 6 > 0 ; chỉ cần chọn ô = 6 luôn có Ix - OI < 6 
thì Isinx - OI < e. 
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(d) Bạn đọc có thể chứng minh rằng l im cosx = Ì . 
x->0 

(e) Cho f (x ) = 7—7; chứng minh rằng l im f ( x ) = 0 . Đ ể ý rằng 
I x l c x->0 

điểm X = 0 không thuộc miền xác định của f(x) ; nhưng với X 0 thì 
f(x) = Ixl ; do vậy dùng kết quả thí dụ (b) có thể suy ra lim f(x) = 0. 

x->0 

Trên đây chúng ta định nghĩa lim f(x) khi X -»• x0, bây giờ ta xét 
trường hợp X -> +00 và X -> -00. 

Định nghĩa. Nói rằng hàm số f(x) có giới hạn là L khi X dần tới 
dương vô cùng và v iết là : 

lim f(x) = L 
X-»+oo 

nếu với bất kì E > 0 ; tìm được N > 0 đủ lớn sao cho khi X > N thì 
lf(x) - LI < E. 

Nói rằng hàm số f(x) có giới hạn là L khi X dần tói âm vô cùng và 
viết là 

lim f(x) = L 

nếu với bất kì e > 0, t ìm được N < 0 có trị tuyệt đ ố i đủ lớn sao cho 
khi X < N thi ĩf(x) - LI < e 

Thí dụ. 

(a) Chứng minh rằng lim - = 0. Thật vậy, với bất kì s > 0 ; chỉ 
x->+00 x 

cần chọn N > - ta luôn có X > N thì 
6 

- 0 < e 

(b) Ban đọc dễ k i ểm tra l ạ i rằng l im 1 + - | = 1 
V X. 

K h i f ( x ) 0 (x a), a có thể hữu hạn, có thể là vô cùng thì f (x ) 
được gọi là một vô cùng bé trong quá trình X -» a ; và khi X -» a mà 
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f (x) có trị tuyệt đ ố i trở nên lớn hơn bất kì số dương nào cho trước thì 
ta nói rằng f(x) là một vô cùng lớn trong quá trình X -> a ; khi đó ta 
cũng viết 

lim f(x) = +00 
X—>a 

nếu f(x) trở thành dương vô cùng và 

lim f(x) = -00 
X—>a 

nếu f(x) trở thành âm vô cùng. 

Thí dụ. 

(a) lim 4r = +0° ; vì VA > 0 : Vô = , thì ki < ô => Ar > A. 
x - > o x

2 V A xz 

(b) Cũng như vây lim —Ị- = -00 . 
x->0 X 2 

3.2. Các tính chất của giới hạn 

Từ nay trở đi, khi viết f(x) -> L(x -> a) nếu không nói gì thêm thì 
ta hiểu rằng L là hữu hạn, còn a có thể hữu hạn hoặc vô cùng. 

Bây giờ ta phát biểu một số tính chất đơn giản của giới hạn cùa 
hàm số. 

Định lí 3.1. 

Cho lim ^(x) = L]; limf2(x) = L2 
X—>a X—>a 

Khi đó : 

(a) lim Cfj (x) = CL,, với c là hằng số 
X—»a 

(b) lim(f1(x) + f2(x)) = L1 +L2 

X—>a 

(c) lim(f1(x)f2(x)) = L1L2 

X—>a 
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(d) l im  ụ ^ ị = f L với đ iểu kiên L 2 * 0. 
x-»a i2(x) L 2

 z 

Cách chứng minh định lí này cũng giống cách chứng minh định lí 
Ì .2 chương Ì chỉ khác  ở chỗ thay vì nói tìm được N > 0, ta nói tìm 
được ô > 0 (khi a là hữu hạn) đề nghị bạn đọc tự kiểm tra lại. Chúng 
ta sẽ nêu một số nhận xét thú vị hơn. 

• Nhận xét. 

(1) Từ các thí dụ đã nêu và từ định lí 3.1 ta có thể suy ra : nếu 

Pn(x) là một đa thức bậc n đối với X, nghĩa là : 

vPn(x) : = a0 + a!X + ... + anx
11 

thì lim pn(x) = pn(x0). 
x->x 0 

(2) Hem nữa, cũng từ thí dụ trên và từ định lí 3.1 suy ra : nếu R(x) 

là một phân thức hữu tỉ, nghĩa là 

R(x):= a0+aiX + - + anx
n

 = Pn00 

b0+b1X + ... + bmx
m QmW 

thì lim R(x) = T^T^r, miễn là Qm(x0) * 0. 
x->xG V m v x o ) 

(3) Định lí 3.1 chưa khẳng định được trong các trường hợp khi LỊ 

là +00 và L2 là -00, khi đó : về mật hình thức ta có dạng 00 - 00, đó là 
một dạng vô định ; nghĩa là chưa thể khẳng định được trong trường 
hợp đó lim (f (x) + g(x)) có hay không. 

X—>a 

Trong trường hợp (c), khi LỊ = 0 (co) và L2 = co (0) thì về mặt hình 
thức ta có dạng 0. 00, và cũng là một dạng vô định thứ hai. 

Cuối cùng, trong trường hợp (d) ; khi LỊ = 0(oo) và L2 = 0(oo) thì 

về mát hình thức ta có dang vô đinh thứ ba là — hoác —. 
0 * 00 
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Khi gặp các dạng vô định đó, muốn biết cụ thể phải tìm cách để khù 
dạng vô định. Có nhiều cách khác nhau để khử dạng vô định. Sau đây 
giới thiêu một số cách khử dạng vô định thông qua các thí dụ cụ thể. 

Thí dụ. 

x n - 1 
(a) Xét l im . Trong thí dụ này, khi X - > Ì ; ta găp ngay 

X->1 x m - 1 

dạng vô định — (xem nhận xét (2) ngay trên đây) . Tuy nhiên dùng 

hằng thức : 

x p - Ì = (x - 1)(1 + X + X 2 + ... + x p _ 1 ) ; 

p nguyên và p > Ì ; từ đó , dễ thấy rằng 

x n - Ị _ ( X - 1 X 1 + X + ... + X " - 1 ) 

x m - Ì ~ ( x - l ) ( l + x + ... + x m ~ 1 ) 

Do đó, dùng nhận xét (2) ta có ngay 

, : _ x n - l _ n 
l im —— = — . 
X->1 x m - 1 m 

ÍU\ V . i : _ V l + X - Ì , J 4 _ , 0 
(Ũ) Xét Um ; ở đây ta cũng gặp dạng vô định ^ ; tuy 

x->0 X 0 
nhiên, thực hiện phép đổ i biến V i + x = y thì khi X 0, y - > Ì ; do đ ó : 

% / l + x - Ì .._ y - 1 Ì 
! i m „ V = l i m 0 = o ( t h e o thí dụ (a)). 

X y_>l y 2 _ 1 2 

t \T- u 1_ ¥\~+X-yỊĩ+X , 
(c) Tính l im ; ả đây ta v iế t 

x-»0 X 
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Từ đó , dùng định lí 3. Ì và thí dụ (b) ta được 

3/ĨTx-3/ĩ+x Ì 12 
l im 
x->0 

3 5 15 

(d) T i m l im ^ x _ ^ * ; dang vô đinh  ở đây là ^ ; để khử dạng 

vô định này ta có thể chia tử và mẫu cho Vx và được : 

1 + 

Vi 
+ 1 K 

Do đó , l im , = l im -
X-»+oo Vx + 1 X->+00 u i 

= Ì 

(e) T i m l im (Vx + Vx - V x ) , dạng vô định ở đây là 00 - 00 ; và 
X->+00 

khử dạng vô định này bằng cách nhân với lượng liên hợp và được 

/ 7= Ị- X + V x - X 
•v/x + v x - V x = . — p = 

>/x + V x + > / x V x + V x + V x 

Từ đây, dùng cách làm của bài (d) có : 

lim (VxWx -Vx) = ^. 
X-»+oo 

( f ) T i m l im — - 7 = y= ; để khử dạng vô định 00 - 00 này 

ta có thể thực hiện phép đ ổ i biến X = y 6 , khi đó : 
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3 2 = _ 3 2 _ = 3(l + y ) - 2 ( l + y + r ) 

1 - V x l - 3 / x 1 - y 3 1 - y 2 ~ ( l - y ) ( l + y ) ( l + y + y 2 ) 

(l-y)(l + 2y) l + 2y 

( i - y ) ( i + y ) d + y + y 2 ) ( i + y ) ( i + y + y 2 ) 

Như thế 

l im 
X->1 

f 

1 - V x l - 3 V x 

- ì - l + 2y 
= l im : r -

y - > i ( l + y ) ( l + y + y 2 ) 
2 

Qua những thí dụ trên gợi cho ta thấy rằng dùng định lí 3. Ì có thể khử 
được các dạng vô định thuộc loại phân thức hữu tỉ (xem nhận xét (2) mục 
này). Để khử các dạng vô định khác chúng ta còn cần một số mệnh đề 

chi tiết hơn và một vài giói hạn thuộc loại dạng vô định điển hình. 

Trước hết ta phát biểu mệnh đề tương tự mệnh đề ở phần giới hạn 
của dãy số. 

Định lí 3.2. 

Giả sử ba hàm sốf(x), g(x) và h(x) thỏa bất đẳng thức 

f(x) <g(x) <h(x) với X € (a, b) 

Khi đó, nếu lim f(x) = lim h(x) — L thì lim g(x) = L 

x—>x„ x-*x„ 

Bạn đọc có thể dùng cách chứng minh định lí 1.3 chương Ì để 
chứng minh định lí này. Từ định lí này và từ các thí dụ (c) và (d) có 
thể suy ra giới hạn rất quen thuộc (đã học ở lớp trung học) thuộc 

dạng vô định ^ : 

(3.1) sinx 
l im ——— = Ì 

Sau đây giới thiệu một số thí dụ áp dụng giới hạn trên. 
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(a) l im l ẵ ĩ . = l im sin X 

x->0 X x-*ov X cosxv x _»0 X x-^ocosx 

sinx Ì _ 
lim • lim — : — = 1.1 = 1. 

,u\ i : _ Ì - c o s x Ì 
(b) l im = ^ . l im 

x->0 x->0 

• x ^ 2 

sin — 
2 

X 
V 2 ; 

sinmx ( 
(c) l im —r—— = l im I 

sinmx mx nx 

x_>OSinnx X->0V mx nx sinnx 

nguyên khác không. 

cos X - cos 3x 

m 
; với m, n là 2 số 

(d) l im 
x->0 

l im 
x->0 

(cos X - 1 ) + (Ì - cos 3x) 

cosx - Ì ,. Ì -cos3x _ 
l im ——+ l im —-—.9 
x_>0 X 2 x->0 (3x) 2 

Ì 9 
= ~ Ỷ + 2 = 4 (xem thí dụ (b)) 

„ .. l-cosxcos2x ,. (Ì-cosx)cos2x + Ì-cos2x 
(e) l im -——— = l im -——— 

x_>0 1-cosx x-»0 1-cosx 

(dùng hằng thức Ì - ab = (Ì - a)b + (Ì - b)) 

= l im cos 2x + 
x->ov 

Ì - cos 2x 
Ì - cos X 

( 
= l im cos 2x + l im 

x-»0 x-»0 

l -cos2x „ X 

\ (2x)2 

2 > 

Ì -cosx 
) 

= 1 + ^ . 2 = 5. 
2 

Bây g i ờ cũng như trong mục giới hạn của dãy số chúng ta nêu một 
mênh đề nói về sự tồn tại giới hạn của một hàm số đơn điệu. 
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Định lí 3.3. 

Cho f là một hàm số xác định, tăng (giảm) trẽn R ; khi đó, nếu Ị bị 
chặn trên nghĩa là tổn tại M sao cho f(x) <M với mọi X € R (hi chận 
dưới nghĩa là tồn tại N sao cho f(x) é N với mọi X e R) thì tồn tại 

lim f ( x ) = L 
.r—>+oo 
(jr—»-oo) 

Chúng ta không chứng minh định lí này mà chỉ lưu ý rằng nếu 

hàm f tăng mà không bị chặn trên (giảm mà không bị chặn dưới) thì 
không tồn tạ i giới hạn của f khi X -> +00 (x ->-oo). 

Bây giờ ta nêu thí dụ áp dụng định lí này, chứng minh rằng 

(3.2) 
ị X 

l im 1 = l im 
X—»+00 ^ X->-00 

Chứng minh. Thật vậy, trước kia trong phần nói về dãy đơn điệu 
tăng ta đã chứng minh được : 

(3.3) l im  Ị Ì + ị 
n-*»v ny 

= e 

Bây g iờ ta chứng minh l im 
X—»00 

Đ ể ý rằng bất kì một số dương X nào cũng có số tự nhiên n (n * 0) 

sao cho n < X < n + Ì nghĩa là —ỉ— < — < -Ị-, từ đó 
n + 1 X n 

1+-
n + ì ) 

n+1 

Chuyển qua giới hạn bất đẳng thức kép trên, dùng kết quả (3.3) và 
định lí 3.2 suy ra 

l im Ị Ì + —  ị = e 
X—»+oo V X. 
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Hơn nữa, bằng cách đổ i biến X : = —y ta cũng có thể chứng minh rằng 

l im I ỉ + -'- ì - e 
X—»-00 

Bây giò , ta đ ặ t : 

x n : = , l ì „1 „ . - 1 1 1 1 1 

I + T I v à y n : = 1 + 1 + 2! + 3! + - + ủ V n 

thì Vì (xem thí dụ (e), 1.3.1 chương 1) 

Ì Ì V Ì 
n ; 3! 

+ . . .+ 

1 — 
V n y 

nên ta có bất đẳng thức kép : x n < y n < e 

Như đã biết xn e ; do đó yn -> e. Hơn nữa với bất kì n, m 
nguyên dương, có: 

yn+m yn ~ 

Ì 
1 + 

Ì Ì 
+ ... + • 

Ì 
(n + l ) ! [ n + 2 (n + 2)(n + 3) (n + 2)(n + 3)...(n + ta) 

do vậy : 

lí,1, 1 1 

(n + 2 ) " 1 - 1 J 
y n + m y n < ( n + 1 ) ! Ị - • n + 2 • ( n + 2 ) 2 

Biểu thức trong dấu { Ị là tổng của một cấp số nhân có công bội 

là 
Ì + 2)" 1 
- — , do vây biểu thức đó bằng — ; do đó 
+ 7 (n + l X n + 2 ) " - 1 n + 2 

yn+m yn < 

Ì n + 2 ỉ n + 2 
(n + l ) ! n + l n ! (n + i r 
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n + 2 Ì Ì 
Mát khác, vì : — - < — ; nên 0 < e - y n < —— 
(n + 1)2 " n!n 

Từ bất đẳng thức kép trên và từ định nghĩa yn có thể viết 

,11 10 

(3.4) e = Ì + T7 + TĨ + - + T Ĩ + 

Ì! 2! ' n! n í n 

với 0 là một số dương gồm giữa 0 và Ì. 

Dùng biểu thức trên ta có thể tính số e với độ chính xác tùy ý ; 
chẳng hạn, dừng ở số hạng n = 7 thì : 

e Ì 
n í n IM 

Nếu lấy 5 số lẻ sau dấu phẩy thì 

< 0,00003 

ị- = 0,50000 ; ị- = 0,16667 ; ị- = 0,04167 ; ị- = 0,00833 ; 
2! 3! 4! 5! 

— = 0,00139 ; — = 0,00020 ; do đó 
6! 7! 

e « 2,71826 với sai số bé thua 0,00003. 

Ngoài ra từ biểu diễn (3.4) cũng có thể khẳng định rằng số e là 

một số vó tỉ ; thật vậy, nếu e là một số hữu tỉ nghĩa là e = —, với m, 
n 

n nguyên và chỉ có ước chung là ±1, thì với số e này, dùng biểu diên 
(3.4) có : 

— = l + T7 + ^7 + - - + -7 + -7- ; 0 < 9 < Ì. 
n Ì! 2! n! n i n 

Do đó, nêu nhân cả hai vế của đẳng thức trên với n! thì sẽ được 
một đẳng thức trong đó vế trái là một số nguyên trong khi vế phải là 
9 
một số nguyên cộng với một phân số dạng -- ; chính mâu thuẫn này 

" n 
chứng tỏ rằng số e là một số vô tỉ. 
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Trước khi nêu một vài thí dụ chúng ta để ý rằng nếu đặt u = — thì 

ta có một dạng khác của số e : 

(3.5) 

ị  ị 
Cả hai dạng Ì + — J và (ì + u ) u đều có dạng vô định thuộc loại 

] và chính các công thức (3,2) và (3.5) cho một gợi ý để khử dạng 
ao 

VÔ định Ì . 

Sau đây nêu một vài thí dụ : 

l-Vx 

(a) l im 
Ì + x ì t+x 

X_»bv2 + X • ( ! ) • 
đây không phải là dạng vô định. 

(b) l im 

phải dạng vô định. 

l - x 
= l im 

l + x ì 
= l im 

.2 + x ) V2 + x ; .2 + x ) 
í đây cũng không 

l -x 

(c) l im Ị x + * ] ^ = 0 vì ở đây là giới hạn của một đạ i lượng 

bé thua Ì lũy thừa vô cùng. 

(d) l im 
\ \ + Ì J 

í 
l im 

X-»-H» ̂  X2+\J 

= l im 
X-+-KC 

X- + 1 

ì A 

X- + 1 
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sĩnx 
Ì 

(e) l im (Ì + s inx) x = l im ((1 + s i n x ) s i n x 

x-»0 x->0 

Ì 

( f ) l im 
cosx 

x_»Ô^cos2x 

Y2 

x = lim 
x->0 

= e 

cos2x 

oosx-oos2x 

1 + 
006X-cos2x 1COSX-COS2X 

X2oos2x 3 

=e2 

vì l im 
cosx - cos 2x 

= l im 

oos2x 

ị Ì (cosx -1) + (Ị-cos2x) 

V 
l im í 0 

x->0 x 2 cos2x x->ovcoszx 

= l im 
. í cosx-1 Ì -cos2x 

. l i m 
x I > Ô c o s 2 x ' x ^ Ò ^ X 2 (2x) 2 

• Chú ý. 

Cùng vói nhận xét (3) phần định lí 3.1 ta kết luận rằng các dạng 

vô đinh đã gặp là 00 - ao, —,— và Ì00 ; qua các thí dụ đã nêu cốt để 
° 0 co 

giới thiệu các cách khử dạng vô định nói trên. 

• Sốe và lôgarit tự nhiên. 

Hàm số lôgarit với cơ số e được gọ i là ỉôgarit tự nhiên hay lôgarít 
nêpe (tên nhà toán học người Scotland là Neper) và kí h iệu là In hay 
L ; nghĩa là 

(3.6) lnx = logex, X > 0 

nghĩa là nếu y = lnx thì có nghĩa là X = ey, từ đó ta cũng suy ra 

(3.7) X = elnx ; X > 0 

Từ lnx có thể chuyển dễ dàng sang lgx (và ngược l ạ i ) theo công 
thức quen thuộc 
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Inx = và lgx = ; với lge = 0,434294... 
lge In 10 

lnio = iẵỊO = -Ị- = 2,302585... 
lge lge 

nghĩa là : lnx = 2,3025851gx và lgx = 0,4342941nx. 

Từ cơ số e, ta xây dựng hàm số mũ y = ex, là hàm số rất hay gặp 

trong các bài giảng về sau ; từ hàm số e x l ạ i xây dựng các hàm số 
hypebôn định nghĩa như sau : 

Hàm số chx đọc là hàm số cos hypebôn : 

ex + e_x 

(3.8) chx : = — Y ~ 

Hàm số shx đọc là hàm số sin hypebôn : 

(3.9) shx : = eX ~e -

Bạn đọc có thể kiểm tra lại các công thức sau : 
2 2 

ch X - sh X = Ì 
2 2 

sh2x = 2shx.chx ; ch2x = ch X + sh X 
sh(x + y) = shx.chy + chx.shy 

ch(x + y) = chxchy + shxshy 

v.v... 

Ngoài ra, để ý rằng chx là hàm số chẵn và shx là hàm số l ẻ nên 
cũng dễ dàng suy ra công thức của sh(x - y) và ch(x - y ) , v.v... Như 
vậy các hàm số hypebôn cũng có những công thức tương tự đ ố i với 
các hàm số vòng (tức là các hàm số lượng giác). 

3.3. Giới hạn một phía 

Bây giờ ta xét lim f(x) khi X -» XG (hữu hạn) khi X luôn thoa X < XQ 

hoặc khi X > Xo ; khi đ ó nếu tồn t ạ i l im f (x ) thì ta nói rằng đó là các 
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giới hạn một phía : giới hạn trái (x -> x t v X < x„) và giới hạn phải 

(X -> x(V X > x0) của f(x). Khi đó ta kí hiệu : 

lim f(x) = f(xu - 0) ; (giới hạn trái) 
x-+x o -0 

(3-10) lim f(x) = f(xD + 0) ; (giới hạn phải)* 
x-»x o+0 

Dĩ nhiên ngay tại X = xu có thể hàm f(x) không xác định và nối 

chung f(x0 - 0) * f(xG + 0). 

Thi dụ. 

I X I 
Cho f (x) := ——. Hàm số này không xác đinh tai X = 0 và với X < 0 

thì f(x) = -Ì và X > 0 thì f(x) = +1. Do vậy : 

lim f(x) = -Ì và lim f(x) = 1. 
x-»-0 X—>+0 

Qua thí dụ này ta thấy rằng nếu lim f(x) = L, tức là X -> Xo cả hai 
x-»x 0 

phía : cả X < x0 lẫn X > XG thì nhất thiết lim f(x) = lim f(x) = L. 
x-+x o -0 x-»x o +0 

Hơn nữa, cũng có thể chứng minh được rằng điều kiện át có và đủ để 

lim f(x) = L là f(xG - 0) = f(xQ + 0) = L. 
x->x e 

Bây giờ để kết thúc phần giói hạn chúng ta xét kĩ thêm về hai loại 
giới hạn đặc biệt : đó là vô cùng bé và vô cùng lớn (xem mục 1.3.8 
chương 1). 

3.4. Vò cùng bé và vô cùng lớn 

Hàm số f(x) được gọi là một vô cùng bé, viết tắt là VCB khi X -+ ^ 
nếu : lim f(x) = 0. 

x->x 0 

(*) Mội SỐ sách dùng X -» x 0 - 0. X 
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Hàm số g(x) được gọi là một vô cùng lớn, viết tắt là VCL khi X -> XQ 

nếu l im |g(x)| = +00. 

x->x. 

Dĩ nhiên ở đây XC) có thể là hữu hạn hoặc vô cùng. 

Bạn đọc có thể dề dàng k i ểm tra lạ i rằng nếu f(x) là một VCB khi 

X -> x0 thì —— là một VCL khi X -> XG ; ngược lại nếu g(x) là mót 

VCL khi X -> Xo thì ——- là mót VCB khi X -> xn. Hơn nữa, các đinh 
g(x) 

lí về tổng, tích, thương các VCB cũng như tổng, tích, thương các 
V C L cũng được suy diễn trực t iếp từ định lí tổng, tích, thương các 
dại lượng có giới hạn. 

Vấn để chúng ta muốn xét kĩ hơn là xét tốc độ hội tụ về số không 

của các VCB trong cùng một quá trình X —> X G và dĩ nhiên tốc độ tiến 

ra vô cùng của các V C L cũng tương tự. 

Cho f ] ( x ) , f2(x) là hai VCB khi X —> x 0 , ta nói rằng : f | ( x ) có bậc 

cao hơn f2(x) nếu 

K„ flW _ n 

và viết là 

(3.11) f j ( x ) = o ( f 2 ( x ) ) , x x 0 

K h i đó ta cũng nói rằng f 2 ( x ) có bậc thấp hơn f ] ( x ) trong quá 

trình X —> \ 0 . 

f j ( x ) cùng bậc với f 2 ( x ) nếu 

I- fl(x) _ r 
l im - = c ^ 0 

và viết là 

(3.12) fj(x) = 0(f2(x)), x->x0 
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t (X 1 
Đặc biệt nếu l im  ụ ^ ị = Ì thì nói rằng f , ( x ) tương đương vói 

x-»x 0  Ỉ2(.x) 
f 2 ( x ) khi X - » x 0 và viết là 

(3.13) f j ( x ) ~ f 2 ( x ) , X - » x 0 

Bây g iờ nếu ta lấy trường hợp đặc biệt 

f 2 ( x ) : = x a ; a > 0 

thì biểu thức f (x ) = o ( x a ) có nghĩa là f ( x ) là một VCB c ó bậc cao 

hem oe so với VCB X khi X - » 0 và biểu thức f (x ) = 0 ( x a ) có nghĩa là 

f (x ) là một VCB có bậc a so vái VCB X khi X - > 0, và cuối cùng biếu 

thức f (x ) ~ x a có nghĩa là f ( x ) tương đương với VCB x ° khi X -> 0. 
Bạn đọc có thể k i ểm tra l ạ i khái n iệm tương đương ở đây là quan hê 
tương đương đã học trong g iáo trình đạ i số, vì vậy thường hay dùng 
tính chất bắc cầu của quan hệ đó , nghĩa là, chẳng hạn : 

Nếu f j ( x ) ~ f 2 ( x ) ; f 2 ( x ) ~ f 3 ( x ) thì f j ( x ) ~ f 3 ( x ) . 

Thi dụ : 

sinx ~ X ; X ~ tgx, vậy sinx ~ tgx. 

Đ ể thêm thuận lợ i khi khử các dạng vô định người ta thường dùng 
tính chất sau. 

Định li 3.4. 

Nếuf(x), g(x), 7 ( j f ) , ĩ(ar) là những VCB khi X ->x0, nếu f(x) - f (x ) , 

gịx) ~ g(x) thì 

lim lim 4^ 
x->x„ g(x) x-»x„ g(x) 

Bạn đọc có thể tự k i ểm tra l ạ i kết quả này bằng cách d ù n g định 
nghĩa khái n iệm VCB tương đương, ở đây chúng ta chỉ nêu một số thí 
dụ áp dụng. 
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Thí dụ : 

Ta có —r- — = — r - và khi X -> 0 thì Ì - cosx 
sinx tgx sinx 

T im lim 
x - iô^s inx tgx ) 

. - cosx 

sinx ~ X ; (xem thí dụ (b), định lí 3.2 chương này), do đó : 

r i l ì 2 X 

l im - r - - = l i m Ả — = 0. 
x - tõ^s inx t g x ; x_>0 X 

Đ ể kết thúc mục giới hạn, chúng ta lưu ý rằng nếu l im f ( x ) = L 

trong đ ó oc(x) là một VCB khi X - » X Q . 

Thật vậy, nếu l i m f ( x ) = L thì với E > 0 bất kì t ìm được ô > 0 

sao cho khi |x - x 0 | < ồ thì | f (x) - Lị < 8 ; và bất đẳng thức cuối cùng 

đó chứng tỏ rằng f (x ) - L là một VCB khi X - > x 0 . 

Điều ngược l ạ i cũng đúng , nghĩa là nếu có thể viết được (3.14) thì 

f ( x ) -> L khi X - > x ơ . 

3 .5. S ự l i ên t ụ c c ủ a h à m s ố m ộ t b i ế n s ố 
Khái n iệm liên tục của hàm số là một khái niệm rất cơ sở, đóng 

một vai t rò trung tâm trong việc nghiên cứu hàm số cả về lí thuyết 

lẫn ứng dụng. Trong mục này chúng ta sẽ giới thiệu tính liên tục của 
hàm số và các tính chất của một hàm số liên tục cũng như giới thiệu 
một vài  ứng dụng. 

Định nghĩa. 

Cho f (x ) là một hàm số xác định trong khoảng (a, b) ; nói rằng 

f ( x ) liên tục t ạ i đ iểm X Q e (a, b) nếu 

x->x 0 

thì có thể v iết 

(3.14) f (x ) = L + a (x ) 

x-»x 0 

(3.15) l i m f ( x ) = f ( x 0 ) . 
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Bạn đọc lưu ý rằng điếm XG nhất thiết phái thuộc miền xác định 
của f (x ) . 

Hàm số f (x) không liên tục tại đ iểm x 0 được gọi là gián đoạn tại 

điếm ây. Vậy x n là điểm gián đoạn của f (x ) . nếu hoặc x 0 khống thuộc 

miền xác định của f (x ) , hoặc X G thuộc miền xác định của f (x ) nhưng 

lim f(x)*• f ( x 0 ) hay không tồn tại l im f ( x ) . 

Thi dụ : 

(a) Từ các thí dụ về giới hạn của ham số ta suy ra các hàm số : 

f (x ) = X liên tục tại mọi X hữu hấn. 

f (x ) = sinx liên tục tại X = 0 ; hơn nữa với x 0 bất kì, có : 

sinx - sinxQ = 2 sin — cos——ỵ-

X — X 
|sinx - sinx u | < 2sin — , do đó l im sin X = sinx r 

Vậy hàm số f (x ) = sinx liên tục tại mọi X € R, 

f (x) = c liên tục với mọ i X e R (C là hằng số), 
f (x ) = cosx liên tục tại mọi X € R, 
f(x) = tgx liên tục tại mọi X thuộc miền xác định, v.v... 

(b) Xét hàm số f (x) = Ixl (xem hình 3.2). Vì l im (x) = Onên hàm 

số này liên tục tại X = 0. 

. y 

1 
ị 1 

0 Vi\ X 

-1 '•—: 

Hình . o 
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(c) Hàm số f (x ) = — — gián đoạn tại điểm X = a vì tại X = a hàm 

số không xác định. 

(d) Hàm số f (x ) = 

X - a 

Ì 0 < X < ^ 
2 

- Ì ^ < X < Ì 
2 

0 với những trường hợp khác 

(xem hình 3.3) gián đoạn tại các đ iểm X = 0, X = ^ và X = Ì vì chẳng 

hạn, tại X = — ta có : 

lim f(x) = Ì và lim f(x) = -l. 
x-4-0 x->ị+0 

Hai giới hạn trái và phải của f(x) tại điểm X = - khác nhau nên 

không tồn tại giới hạn lim f(x). 

Nói rằng hàm số f(x) liên tục trong khoảng (x, b) nếu f(x) liên tục 
tại mọi X € (a, b). 

Dùng các định lí về giới hạn của tổng, tích, thương và định nghĩa 

liên tục của hàm số có thể suy ra : 

Định lí 3.5. 
Cho f(x) g(x) là hai hàm số liên tục trong khoảng (a, b), khi đó : 

(a) f(x) + g(x) liên tục trong (a, b) ; 

(b) f(x) g(x) liên tục trong (a, b) ; 

Đạc biệt Cf(x) (C là hằng số) liên tục trong (a, b) ; 

(C) í^l liên tục trong (a, b) trừ ra những điểm X làm g(x) = 0. 
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Từ định lí trên suy ra : 

Các đa thức là những hàm số liên tục ; phân thức hữu tỉ là hàm SỐ 
liên tục trừ các không điểm của đa thức mẫu số ; các hàm sô lượng 
giác liên tục trong miền xác định của nó. 

Trước khi xét các tính chất khác của hàm số liên tục, lưu ý rằng 

một hàm số f ( x ) liên tục tạ i đ iểm X D thì 
( \ 

(3.16) l im f ( x ) = f 
x->x„ 

l i m X 

X D nếu đã Từ (3.16) suy ra là muốn tìm giới hạn của f (x ) khi X 

biết f ( x ) liên tục tạ i x 0 thì chỉ việc t h ế một cách máy móc X bởi x 0 

vào biểu thức của f ( x ) . 

Bây g iờ ta phát biểu định lí về sự l iên tục của hàm số hợp. 

Định lí 3.6. 

Giả sử hàm số g(x) xác định trong khoảng Y : = (c, ả) vàf(x) xác 
định trong khoáng X: = (a, h) và khi X biến thiên trong XthìýỊx) không 
lấy giá trị ngoài khoảng Y. Nếuf[x) liên tục tại XQ eXvà g(x) liên tục 

tại điểm tương  ứng yQ =f(xa) thì hàm số hợp g(f(x)) liên tục tại xơ. 

Chứng minh. 

Cho trước s > 0 tuy ý, vì g(y) liên tục tạ i y = y D nên tìm được ơ > 0 
(ứng với e đã cho) sao cho khi 

ly - y c l < ơ thì | g ( y ) - g ( y Q ) | < e 

Mặ t khác vì f (x ) liên tục tạ i X = X D nên với a  ở trên, tìm được s > 0 
sao cho khi |x - X G | < ô có 

| f ( x ) - f ( x 0 ) | = l f ( x ) - y 0 | < a 
Từ đó suy ra 

| g ( f ( x ) ) - g ( y 0 ) | = | g ( f ( x ) ) - g ( f ( x o ) ) | < E 

Bất đẳng thức cuối cùng này chứng tỏ rằng khi X X tiu 

g(f(x)) - > g ( f ( x 0 ) ) , do vậy, theo định nghĩa, g(f(x)) liên tục t ạ i Xo- • 
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Nhận xét. 

(1) Từ định lí (3.5) và (3.6) có thể chứng minh được các hàm số 
sơ cấp liên tục trong miền xác định của chúng. 

(2) Có thể dùng tính liên tục của hàm số để tìm một số giới hạn ; 
cụ thể chúng ta sẽ chứng minh các công thức : 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

Thật vậy ; ta có 

1- l °ga( l + °0 
l im & a v = log a e 

a T o a e a 

lim ^——- = ina; 
a->0 a 

lim = ụ. ; 
a->0 a 

l o g a ( l + a ) 

a 
= l o g a ( l + a)a 

Vì hàm số lôgarit liên tục và vì (Ì + ct)a -> e khi a -> 0 (công 
thức (3.5)) nên suy ra (3 .17) ; đặc biệt khi a = e thì (3.17) có dạng : 

ln(l + a) 
l i m 

a->0 a 
= Ì hay 

(3.17a) l n ( l + oi) ~ (X khi a - » 0 

Muốn chứng minh (3.18) ta đặt aa - Ì = (3, khi đó theo tính liên 

tục của hàm số mũ, khi a -> 0 thì p -» 0 ; hơn nữa a = loga (Ì + P), 
do đó dùng kết quả (3.17) có : 

aa -1 ,. p Ì 
l im 

ã->0 a 

= l i m 
p_;ó l o g a ( l + P) log a e 

= lna. 

Ì 
Như t h ế (3.18) đã được chứng minh. Đặc biệt, nếu lấy a = — ; 

(n= Ì, 2, 3,...) thì: 

(3 I7b) lim n(yfã - l) = lna 
n->00 

93 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Cuối cùng ; để chứng minh (3.19) ta đặt (Ì + a)^1 - Ì = P; vì hàm 

số lũy thừa liên tục nên khi a -> 0 thì p - > 0 ; lấy lỏgarit hệ thúc 

(Ì +-a) l i = Ì + p ta được : Jiln(l + oe) = ln ( l + P) 

Như thế 

(Ị + ạ)* 1 - ĩ _ J3 _ _ p ln(l + ạ ) • 
ã a " ln(I + P ) ' M ' a 

Theo (3.17a) ln ( I+p) ~ p ; l n ( l + a ) ~ a, đo đó suy ra (3.19). 

(3) Trong nhiều trường hợp ta phải tìm giới hạn của biểu thức 

ị u ( x ) ] v ( x ) khi X -> x D , khi đó g iả sử : 

l im u(x) = a và l im v(x) = b 
X—»0 X—»x„ 

với 0 < a, b là hai số hữu hạn. 

Muốn thế ta viết u v dưới dạng : u v = e v l n u 

Dùng tính liên tục của hàm số lôgarit ; có thể viết 

l im V = b ; l im lnu = lna 
x-»x„ x->x 0 

Do đó l im vlnu = blna 
x->x„ 

Và vì tính liên tục của hàm số mũ, ta có : 

(3.20) l im u v = e b l n a = a b 

x->xD 

3.6. Điếm gián đoạn của hàm số 

Giả sử hàm số f xác định trên đoạn La, b ] , XG e  ỊO, b] là m ộ i điểm 

gián đoạn cùa f. Ta nói rằng x 0 là một đ iểm gián đoạn bỏ được nếu 

f ( x D - 0) = f ( x G + 0 ) ; 
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\ , là một điếm gián đoạn loai mót, nếu f (x ( ) - 0) e R, f(x ( , + 0) € R 
nhưng 

f ( x o - 0 ) * f ( x H + 0), 
hiệu l f ( x o + 0 ) - f ( x o - 0 ) ] được gói là bước nhẩy của f tai x„ ; x n là 
diêm gián đoạn loại hai nếu nó không thuộc hai loại trên. 

Thí du. 

(a) Xét hàm số f (x ) = 
sinx nêu X í 0 

a nếu X = 0 

R õ ràng ở đây l im f ( x ) = Ì và f (0) = a, 
x->0 

do đó nếu a * Ì thì f (x ) không liên tục tạ i 
X = 0 ; và nếu a = Ì thì hàm số f (x ) liên 
tục tại X = 0 ; trường hợp này, ta nói rằng 
có thể lập l ạ i sự liên tục của hàm số f (x) 
bằng cách xác định giá trị a thích hợp 
(h.3.4). Theo ý ấy người ta gọi X = 0 được 
gọi là đ iểm gián đoạn bỏ được. 

o 

Hình 3.4 

(b) Xét hàm số cho ở thí dụ (d) mục trên. Ta có f 
( i -

= Ì, 

+ 0 = - Ì , nghĩa là khi X -> ^ thì hai giới hạn trái và phải hữu 

hạn và khác nhau. Vậy X = ^ là đ iểm gián đoạn loại 1. Bước nhẩy 

của hàm số f tại x - 2 ^ - f 0 = - 2 . 

(c) f (x ) = é" X Ít 0 

0 X = 0 

Ta có f(0 - 0) = 0, f(0 + 0) = +00. Vây X = 0 là điểm gián đoạn loại 2. 
Vì f (0 - 0) = f (0) , hàm f liên tục trái tại X = 0 
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í Ì X hữu tỉ 
( d ) f ( x ) = ị A 

[0 x v ô tỉ 
gián đoạn tạ i mọ i X 6 R. M ọ i đ iểm đều là đ iểm gián đoạn loạ i 2 vì 

không tồn tạ i l im f ( x ) với m ọ i x 0 € R. 
x-»x c 

3.7. Các tính chất của hàm số liên tục 

Sau đây chúng ta sẽ xây dựng một số tính chất cơ bản cùa hàm 
liên tục. 

Định lí 3.7 (về giá trị trung gian) 

Chof(x) là một hàm số xác định, liên tục trong một khoảng ì: = (a, pị; 
cho a,b e ỉ sao cho a < b và f(a) f(b) < 0. 

Khi đó tồn tại một c € (a, b) sao chof(c) = 0. 

Minh hoa hình học (h.3.5). 

Định lí trên có một ý nghĩa hình 

học rất đơn giản và thú vị. Ta đã biết, 

đồ thị của một hàm số liên tục là 
đường l iền (không đứt), định lí 3.7 nói 
rằng nếu đồ thị nằm ở hai phía đ ố i với 
trục hoành thì sẽ cắt trục hoành. 

Chứng minh đinh lí. 

Giả thiết f(a) f(b) < 0 suy ra f(a) trái dấu với f(b) và để định ý ; ta 
g iả thiết f(a) < 0 (nếu f(a) > 0 thì chỉ cần thay f bởi - f và vẫn dùng 
lập luận đó) và sẽ đi tìm đ iểm c sao cho f (c) = 0, là g iới hạn chung 
của 2 dãy. 

Thật vậy, đầu tiên đặt c0 = a và dG = b, khi đó theo giả thiết í^o) < 0 

và f(d0) > 0 ; đặt u0 : = c° ; nếu f(uQ) = 0 thì c = u0 ; nếu f(Uo) < 0 

thì đặt Cj : = u0, dj : = d0 ; nếu f(uQ) > 0 thì đặt Cj := CQ và dj := u0; 
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lụi xét [ C | , clịl ta lại có f ( c j ) f ( d | ) < 0, do vậy t iếp tục đặt 
_ C| + di 

u l : - ~ và quá trình tiêp diên và nói chung, với cách đặt như 

trên (ứng với mút và giá trị hàm số tại đó là âm (dương) thì đặt là 

c n ( d n ) ) ; cứ như thế ta luôn có f ( c n ) < 0 và f ( d n ) > 0 ; t iếp tục đặt 

un = 2^cn + dn)- Nêu f(u

n) = 0 thì hiển nhiên c = un và chính c là 

nghiệm của phương trình f (x) = 0. Nếu 

f(un) < 0 thì đặt cn+1 = un và dn+1 = dn ; 

f ( u n ) > 0 thì đặt c n + 1 = c n và d n + 1 = u n . 

Bây giờ ta giả sử quá trình trên không kết thúc (nếu không thì đã tìm 

được nghiệm c rồi !). Khi đó, ta có 2 dãy số  Ịc n Ị và { d n } , dĩ nhiên hai 

dãy đó hội tụ (xem định lí 1.4 chương 1) và có chung giới hạn là c. Vì 

f (c n ) < 0 nên theo giả thiết liên tục của f(x), lim f(c n ) = f(lim c n ) = f(c) < 0, 

tương tự l im f ( d n ) = f ( l im d n ) = f(c) > 0, do đó f(c) = 0. • 

• Thủ tục chọn các điểm un ở trên được gọi là thủ tục phân dôi. 
Người ta thường dùng thủ tục này để giải phương trình f (x) = 0 khi 

biết khoảng chứa nghiệm. 

Thí dụ. 

Tìm một nghiêm trong khoảng [ Ì , 2] của phương trình bậc ba : 

X3 - X - Ì = 0. 
Ta nhận thấy f ( l ) = - 1 < 0, f (2) = 5 > 0, 

. 3 
1 + 2 3 v / l ì 2 _ 5 

u = —'— = —, f ( " n ) = f « > 0 ; Ui = ——é. = — • 
u o - 2 2 ° [2] 1 - 2 4 

{í í ) 
Í 5 ) n , _ u + 2 l i r i n 

f ( » . ) ^ ( ỉ j < » ' . ^ V " s í : f u J > 0 ; 
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f ( u 3 ) = 

5 n 

v 4 + 8 , 21 
16 

"4 = 2 
Ì f 21 11 

^16 + 8 ) 

43 
32 

21 

43 
32 

< 0 ; 

> 0 . 

Như vậy, chẳng hạn, ta dừng thủ tục phân đôi ở u 4 thì có thể 

khẳng định rằng nghiệm X Q của phương trình bậc ba X 3 - X - Ì = 0 

k t . . , [ 2 1 43 
năm trong khoảng —-, — 

b 6 [16 32 
Định lí trên có một hệ quả hiển nhiên là 

Hệ quả 3.1. 

Chof(x) là một hàm số xác định, liên tục trong khoảng [a, hj. Khi 
đốfịx) lấy ít nhất một lẩn mọi giá trị nằm giữaỷịa) vàf(h). 

Thật vậy, để định ý, giả sử f(a) < f(b) và giả sử t là một số gớm 
giữa f(a) và f(b) ; nghĩa là f(a) < t < f(b), khi đó tồn tại điểm giá tri 
c : a < c < b sao cho f(c) = t. Thật vậy, đặt g(x) = f(x) - 1 ; khi đó g(a) < 0 
và g(b) > 0, do đó, theo định lí (đĩ nhiên g(x) cũng liên tục trong [a, b]) 
trên, tồn tại c thoa mãn g(c) = 0, tức là f(c) - 1 = 0, tức là f(c) = t 

Chính vì nội dung của hệ quả này mà định lí trên mang tên định lí 
về các giá trị trung gian của hàm liên tục. 

Thí dụ 

Xét hàm số f(x) = sinx ; như đã biết, hàm số sinx liên tục, chẳng hạn 

trong khoảng 0, ;hơnnữasin0 = 0 v à s i n ^ = Ì ; d o v ậ y , v ó i O < r < l , 

phương trình sinx = r tồn tại ít nhất một nghiệm trong khoảng 
0 - 1 

Định lí 3.7 đã nói về sự tồn tạ i các giá trị trung gian của một hàm 
liên tục trong khoảng (a, b) ; một câu hỏ i rất tự nhiên là ngay tạ i các 
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mút a và b thì f (x ) có dáng điệu như thế nào ? Chẳng hạn xét hàm số 

f ( x ) = — X e (0, 1], khi đó tập các giá trị của f (x) tương ứng là 

[ Ì , +00), như t h ế cận trên (xem 1.3.6 chương 1) của f (x ) là +00 ; bây 
giờ l ạ i xét hàm số g(x) = X, X 6 [0, 1) và tập các giá trị của g(x) lại là 
khoảng [0, 1) và cận trên của g(x) là Ì nhưng không bao giò đạt được Ì ; 
nếu ta xét thêm hàm số h(x) = X, X e [0, 1] thì tập các giá trị của h(x) 
là [0, 1], cận trên đạt được của h(x) là Ì 

Ta cũng lưu ý rằng cả 3 hàm f (x) , g(x) và h(x) liên tục trong (0, 1), 
như t hế đ iều khác nhau giữa ba hàm số đó là gì ? Định lí \Veierstrass 
về cận trên của một hàm liên tục trả len câu hỏ i đó . 

Định lí 3.8 (Weierstrass). 

Cho f(x) là một hàm số xác định, liên tục trên một khoảng đóng 
giới nội [a, b], khi đó tập J : = {f(x) /x € [a, h]} là giới nội, hơn nữa, 
tồn tại hai điểm c, ả e [a,b] sao cho f(d) = súp fịx) và f(c) = i n f f ( x ) , 
với X € [a, b]. 

Đ ịnh lí này thường được phát biểu dưới dạng ngắn gọn là "một 
hàm số liên tục f(x) trên một khoảng đóng giới nội thì đạt được cận 
trên đúng và cận dưới đúng của nó" và khi đó thay vì viết súp f (x ) và 

inf f (x ) ta v iế t max f (x ) và min f ( x ) . 

Chứng minh. 
ị 

Trước hết, ta chứng minh rằng J : =  Ịf(x) I X e [a, b]} giới nội. Thật 
vậy giả sử J không giới nội và có một cận trên là +00 (khi có cận dưới là 
-00 thì chỉ cần thay f bởi - f và dùng lập luận như cũ), khi đó với bất kì 

số nguyên dương N ; tìm được X N e [a, b] sao cho f ( x N ) > N ; xét dãy 

{ X N } X N e [a, b] đó, dãy { X N } bị chặn, do đó theo định lí Bolzano -

Weierstrass, tìm được một dãy con Ị x N k ị hội tụ tới một điểm e [a, b] ; 

mặt khác, theo giả thiết f (x) liên tục trong [a, b], do đó 
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Vì f ( x N k ) > N k và dãy Ị N k } , dĩ nhiên theo định nghĩa, dần tới 

+ŨO và điểu này, mâu thuẫn với giả thiết f(x) xác định trong Ịa, bj. 
Vậy , có thể biếu diễn J = (m, M ) với m : = inf f (x ) ; M : = súp f(x) . 

Bây giờ đê hoàn tất việc chứng minh định lí ta chứng minh rằng tổn 
tại c, d 6  Ịa, b] sao cho f(c) = m và f(d) = M . Dĩ nhiên chỉ cần chúng 
minh sự tồn tại cùa một trong hai giá trị đó , chẳng hạn ta chứng minh 
tồn tại d. Thật vậy vì M = supf(x), X e [a, b] ; nên theo định nghĩa 

với bất kì £ > 0, luôn tìm được u € la, b] sao cho 0 < M - f(u) < 6 

và bây giờ, với n nguyên dương, luôn tồn tại u n € [a, b j sao cho 

0 < M - f(un) < - ; như thế dãy (un I, un € [a, b] là một dãy giới nội, 

do đó lại cũng theo định lí 1.9 (Bolzano - Weierstrass) (xem 1.3.4 
chương 1), có thể trích một dãy con | u n  ị hội tụ và vì tính liên tục 

của f (x ) , có : 

f(li

k

mv) = li

k

mf(unk) 

Xét bất đẳng thức kép 

0<M-f(unk)<-L 

Chuyển qua giới hạn bất đẳng thức kép này, suy ra M = limf (un Ị 

khi nk 00 ; vậy d = lim unk , do đó, tồn tại d e Ịa, b] sao cho f(d) = M, 

và định lí được chứng minh. • 

Đ ể ý rằng bây g iờ ta có thể viết J = [m, M ] với m = minf(x) ; 
M = maxf(x), X € [a, b] và tập J được gọi là tập ảnh của tập Ịa, bi và 
định lí trên còn có một dạng phát biểu khác : "ảnh của mọt khoang 
đóng giới nội qua một ánh xạ liên tục cũng là một khoảng đóng giới 
nộ i " . Và như vậy, một câu hỏ i rất tự nhiên đặt ra là vói một khoang 
thì sao ? Câu trả lời hầu như hiển nhiên : Ánh của một khoảng (a, b) 
(a có thể là -00 và b có thể là +00) qua một ánh xạ là một hàm số liên 
tục cũng là một khoảng nào đó . 
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Thật vậy, giá sứ f(x  ị X f ( x ' ị) là 2 ánh của f(x) với X] , x' I e (a. b) ; 

khi đó , nếu đặt C| : = f (X | ) và d ị : = f ( x ' ị ) thì theo hệ quả trên, hàm 

liên tục f (x) lấy tất cá các giá trị từ C| đến d | và từ đó suy ra điều kết 

luận của mệnh đề trên nêu ta thừa nhận một điều gần như hiến nhiên 

là điểu kiện ắt có và đủ đế một tập con J c R là một khoáng là với 
bất kì u, V ; u < V và u, V e J thì khoáng đóng lu , v) <z J. 

Trên kia, trong các mục nói về giới hạn của dãy và giới hạn của hàm 
số chúng ta đã khai thác các dãy và các hàm số đơn điệu và đã thiết lập 
được các mệnh để về sự tồn tại giới hạn của các dãy số và dãy hàm số 
đơn điệu, bây giờ cũng tương tự, chúng ta thử khai thác tính đơn điệu 
của một hàm số liên tục để khai thác các mệnh đề chi tiết hom. 

Trước hết, nhắc lạ i khái niệm về ánh xạ : 

Đơn á n h , t oàn á n h và song á n h 

Cho hai tập A, B ; cho một ánh xạ f : A -> B và ánh xạ g :,B -> A. 
Ánh xạ g được gọi là ánh xạ ngược của ánh xạ f nếu g(f(a)) = a với 
mọi a e A và f(g(b)) = b với mọ i b e B. 

M ộ t ánh xạ g thoa tính chất đó khi và khi f là một song ánh, nghĩa 

là f (x ) là một đơn ánh (nghĩa là nếu f (a]) = f ( a 2 ) thì à, = a 2 ) và f 

cũng là một toàn ánh (nghĩa là với bất kì b e B ; phương trình f (x) = b 
có ít nhất một nghiệm là phần tử của A ) . Nếu b € B thì g(b) là phần 
tử duy nhất của A , là nghiêm của phương trình f (x) = b ; điều đó 
chứng tỏ rằng nếu tồn tại ánh xạ g thoa ánh xạ ngược của ánh xạ f thì 

ánh xạ g đó là duy nhất và thường được kí hiệu là f 1 . 

Bây g iờ ta nêu đặc đ iểm của một đơn ánh liên tục. 

Định lí 3.9. 

Cho f là một hùm số XÓI dinh, liên tục trong khoảng (ti, h), già sử 
/là đơn ánh. Khi dó : 

Nếu li < y ' ». v € (°- b) sao cho f(n) <fịy) thì với hất kì VI' e (li, v) 

có :f(n) <fM </0'J-
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Chứng minh. 

Chúng ta sẽ dùng lập luận phản chứng để chứng minh mệnh đề này. 

Thật vậy, nếu f(u) < f(v) < f (w) thì từ giả thiết liên tục của f và từ định lí 
về các giá trị trung gian của một hàm số liên tục, suy ra f(v) là giá tri 

trung gian của f(u) và f (w) , do đó sẽ là ảnh của một v' € [u, w ] , nghĩa là 

f(v') = f(v) với v' < w < V, do vậy v' * V và điểu này mâu thuẫn với già 
thiết đem ánh của f. Cũng lập luận tương tự nếu f (w) < f(u) < f(v). 

Như thế cả hai trường hợp hoặc f(u) < f(v) < f (w) hoặc f (w) < f(u) < fi(v) 
đều không thể xẩy ra, do đó chỉ có thể xẩy ra f (u) < f (w) < f (v) . • 

Mệnh đề trên còn có thể phát biểu "ảnh của khoảng (u, v) qua 
hàm số liên tục, đơn ánh flà khoảng ( f (u) , f (v)) hay khoảng (f(v), f(u)) 
tuy theo f tăng ngặt hay giảm ngặt" và từ đó gợi cho chúng ta ý thức 
về tính tăng ngặt của hàm số f, cụ thể là 

Hệ quả 3.2. 

Cho/, một hàm số liên tục, đơn ảnh, xác định trên khoảng (a, h); 
cho à, h' e (a, h) với á < b'. Khi đó : 

• Nếuf(a') <f(b') thì/là tăng ngặt trên [à, b'J, nghĩa làf(u) <f(v) 

nếu à < u < V < h'. 

• Nếuf(ơ') >f(b') thì/là giảm ngặt trên [à, h'J, nghĩa là f(u) >f(v) 

nếu a' < li < V <h'. 

Thật vậy, ta hãy chứng minh điều khẳng định thứ nhất: vì f(a") < f(b') 
nên nếu à' < V < b \ theo định lí trên có : f(a') < f (v) < f(b ' ) ; đặc biệt 
f(a') < f(v) và điều này cũng vẫn đúng khi V = b' ; bây g iờ vì f(a') < f(v), 
nếu ấ < u < V, cũng theo định lí trên : f(a') < f(u) < f(v), đặc biệt f(u) < f(v), 
và điều này vẫn đúng khi u = à'. M u ố n chứng minh đ iều khẳng định 
thứ hai chỉ cần thay f bởi - f . • 

Từ hai mệnh đề trên bây giờ có thể tìm được sự liên hệ giữa tính 
đơn điệu ngặt và tính đơn ánh của một hàm liên tục. 
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Định lí 3.10. 

Điêu kiện ắt có và đủ để một hàm số xác định, liên tục trên một 
khoảng (a, h) lờ một đơn ánh là hàm số f(x) đơn điệu ngặt trên 
khoảng đó. 

Chứng minh. 

Nếu f đơn điệu ngặt thì f là đơn ánh : cho u * V khi đó, hoặc u < V hoặc 
V < u ; do vậy hoặc f(u) < f(v) hoặc f(v) < f(u), nghĩa là f(u) * f(v) và f là 

đơn ánh. Nếu f là đơn ánh thì f đơn điệu ngặt : cho à < b', 
a', b' € (a, b) khi đó hoặc f(a') < f(b ') hoặc f(a') > f(b ' ) , do vậy ta sẽ 

chứng minh. 

hoặc (i) nếu f(a') < f(b ' ) thì f là tăng ngặt, 

hoặc ( i i ) nếu f(a') > f(b ' ) thì f là giảm ngặt. 

Xét (i) cho u < V, u, V € (a, b) ; đặt w : = min (a', u) và z : = max(b', v), 

khi đó a\ b', u, V € [w, z ] . 

Theo hệ quả vừa nêu trên, f đem ánh nên f tăng ngặt trên [w, z] ; vì 
u * V, u, V e [w, z] nên f (u) < f (v) và u, V là 2 đ iểm bất kì (u < v) trên 
(a b) nên f tăng ngặt trên (a, b) ; muốn chứng minh phần ( i i ) chỉ cần 
thay f bở i - f và dùng lập luận của phần chứng minh ( i ) . • 

Bây g iờ ta xét các đặc trưng của một song ánh liên tục và bắt đầu 
bằng việc chứng minh bổ đề 

Bổ đề 3.ỉ. 

Cho/là một hàm số tâng ngặt, xác định, liên tục trên ỉ : = (a, b) 

vá cho một dãy {un} lấy giá trị trong ỉ. Khi đó hai mệnh đề sau dây 

tương đương : 

(i) dãy {unj hội tụ và có giới hạn thuộc ỉ ; 

(ti) dãy {f(un)ỉ hội tụ và có giới hạn thuộc tập ảnhỷịĩ). 

Chứng minh. 

(i) => ( i i ) : điều này chính là tính chất của hàm số liên tục (định lí 3.7). 
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( i i ) => ( i ) . Cho | u n ) là một dãy lấy giá trị trong ì sao cho dãy 

| f ( u n ) ) hội tụ và có giới hạn thuộc tập ánh cùa RI) . khi đó có thê 

viết l im f ( u n ) = f(s), với s e ì. Chúng ta sẽ chứng minh rằng dãy { u n | 

hội tụ và l im u n = s. Thật vậy, cho e > 0 bất kì, nếu s * a ; s # b thì có 

thế tìm được ỗ > 0 ; ô < £ sao cho |s - ô, s + 5] c ì và khi đó thì 
f(s - ô) < f (x ) < f(s + ô) (theo giá thiết tăng ngặt của f (x ) ) ; hem nữa 

f(s) = l im f ( u n ) nên có thể tìm được N sao cho khi li > N thì 

f(s - 8) < f ( u n ) < f(s + 6) 

Từ đó, cũng vì tính tăng ngặt của hàm số f(x) , suy ra s - ổ < u n < s + s, 

nghĩa là với n > N thì |s - u n | < 5 < 8 và điều đó chứng tỏ rằng lim u n = s. 

Bây g iờ giả thiết s là cận trên của khoảng ì ; nghĩa là s = b ; khi 

đó có thê tìm được ô > 0 ; 5 < £ sao cho s -  ỗ 6 ì ; vì u n € ì nên 

f ( u n ) < f(s) = l im f ( u n ) và do đó với N chọn thích hợp ; có n > N kéo 

theo f(s - ô) < f ( u n ) < f(s), do đó s - ỗ < u n < s (vì f tăng ngặt), nghĩa 

là s = l im u n . 

Trường hợp s = a cũng lập luận tương tự. • 

Định lí 3.1 ỉ. 

Cho/là một hùm số xác dinh, liên tục trên một khoảng ỉ : = (a, h); 
cho J lù ảnh f ( Ị ) (lìa ỉ. Điều kiện át có và dù để Ị là một soitìị ánh từ 

ì lên J là f đơn điệu ngặt. Khi đỏ Ị 1 cũ/Ịti là một hùm số liên tục. 
tăng ngặt (giảm ngặt) nếu f tăng ngặt (giam ngột). 

Clìứiií> minh. 

Hiến nhiên ĩ là một toàn ánh từ Ì lên tập ảnh f ( I ) , do đó ĩ là song 

ánh từ ì lên J khi và chỉ khi f là đơn ánh, nghĩa là theo định lí 3.10 
khi và chi khi f đơn điệu ngặt. Như vậy đế hoàn tất chứng minh định 

lí vừa nêu chỉ cần chứng minh phần còn lại nói vé ánh xạ ngược f~ ' 
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Xét một dãy ( w n Ị lấy giá trị trong j , giá sứ dãy Ị w n ) hội tụ và có 

giới hạn trong J, ta sẽ chứng minh rằng dãy j f ' ( w n ) Ị hội tụ và có 

giới hạn trong ì và l im f _ , ( w n ) = r ' ( l i m w n ) . 

Thật vậy, theo bổ đề 3.1 dãy (unỊ định nghĩa bởi un : = r'(wn) hội 

tụ (vì | f ( u n ) Ị = { w n Ị hội tụ). Hơn nữa vì n i ê n tục nên lim f(u n ) = f(lim u n ) 

và hệ thức này có nghĩa là f(l im f 1 (w n )) = l imw n và lim f 1 (w n ) = 

f ' ( l imw n ) và do đó f - 1 liên tục. Bây giờ giá sử f tăng ngặt và cho li < V, 

u, V e J, nghĩa là u = f(s) ; V = f(t) với s, t e ì. Vì u * V nên s * t ; hoặc s 
< t hoặc s > t. Từ t < s suy ra f ( t ) < f(s) và như thê u > V, điều đó mâu 

thuẫn với g iả thiết u < V, vậy chỉ có thể s < t nghía là f ' ( t i ) < f ' (v ) , 

điều đó chứng tỏ rằng f 1 tăng ngặt vì u, V, (u jt v) lấy bất kì trên J. 

Tương tự, có thể chứng minh f ' giảm ngặt khi f giảm ngặt. • 

Chú ý. 

Vói định lí này chúng ta cũng thấy lại các kết quả quen thuộc về 

hàm số ngược. Chẳng hạn xét hàm số x" (n e N) trong X : = |0, ao) ; 
khi đó tồn tạ i hàm số liên tục của căn thức bậc n : 

X = íj/ỹ với y € Y : = [0,00) 

Bây giờ chúng ta xét đến một khía cạnh khác của hàm số liên tục, 
đó là tính liên tục đều, trước hết lấy thí dụ sau : 

Thí dụ. 
Ì 

Xét hàm số f (x ) = - ; X € (0, 1] ; ta chia khoáng (0, 1) thành các 
X 

khoảng nhó bởi hệ phân đ iếm : 

x0 s 0 ; X, = lo"3 ; x2 = 2.lo"3 ; ... ; x999 = 999.10"3 ; x1000 = 1. 

Khi đó luôn có Xi - Xj_| = 10 , í = Ì, 1000 
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Xét hiệu 

f(x2)-f(Xl) = 

f(x3) - f(x2) = 

l o 3 

2 
- l o 3 = 

l o 3 

2 

l o 3 l o 3 l o 3 

3 2 ế 

l o 3 l o 3 l o 3 

4 r ~ " Í T 

l o 3 Ì -3 
f ( x 1 0 0 0 ) - f ( x 9 9 9 ) = 1 - ^ = - Ẹ ^ * " 1 0 

Lại xét hàm số g(x) = X2 ; X e [0, 1], và dùng lại hệ phân điểm 

trên ta có : 

g(x1)-g(xo)=10~6 

g(x 2 ) - g ( X l ) = ( 2 . 1 0 - 3 ) 2 - ( l o - 3 ) 2 = 3.10" 6 

g(x 3 ) - g (x 2 ) = (3 .10~ 3 ) 2 - ( 2 . 1 0 " 3 ) 2 = 5 .1 ( f 6 

g(x,ooo) - g(*99 9) = 1999.10 6 * 2.10 3 

Ta nhận thấy rằng ở thí dụ này hàm số f (x ) có độ lớn của hiệu 
_ , Ì , 

f(Xj) - Kxị-ị) rất khác nhau từ - 1 0 đến - - l o 3 , trong khi g(x) thì 

g(Xị) - gCxị-Ị) có độ lớn gần nhau hơn, từ 2.10 đến 10 ; hai thí 

dụ này chỉ khác nhau ở chỗ miền xác định của f (x ) là (0, 1] ; còn 
miền xác định của g(x) là [0, 1]. Điều đó gợi cho ta 

Định nghĩa. 

Hàm số f (x) xác định trong khoảng ì được gọi là liên tục đểu 
trong (a, b) nếu với E > 0 bất kì, luôn tìm được 5 > 0 sao cho với bát tó 

u, V € ì thoa lu - vị < ô thì | f(u) - f (v ) | < 8. 
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Chú ý rằng, đây là một đòi hỏ i khắt khe ; vì như đã biết, hàm số 

f (x ) liên tục tại x a e (a, b), nghĩa là với E > 0 bất kì, tìm được ô > 0 

sao cho |x - x a | < 5 (dĩ nhiên ở đây ô phụ thuộc E và còn phụ thuộc 

Xa nữa !) thì | f (x) - f ( x a ) | < e ; như thế tính liên tục đều đòi hỏ i 

trong vô số ô a (mỗ i 5 a ứng với một x a và có vô số không đếm được 

x a trên (a, b)) có một ô chung nhất, dĩ nhiên ô đó là 5 = in f S a . 
oe 

Định lí sau đây cho một khẳng định về tính liên tục đểu. 

Định lí 3.12. (Heine). 

Cho một hàm số/ liên tục trên một khoảng đóng, giới nội la, h], 
. khi đó f liên tục đêu trên [a, hj. 

Chứng minh. 

Ta sẽ dùng lập luận phản chứng : g iả sử f liên tục nhưng không 
đều trên [a, b ] , khi đó có thể tìm được s > 0, và với mọ i n nguyên 

Ì 
dương hai đ iếm u n và v n e [a, b] sao cho | u n - v n | < — và 

n 

| f (u n ) - f ( v n ) | > E. Xét 2 dãy { u n Ị và { v n } , đó là các dãy giới nộ i , do 

đó theo định lí Bolzano - Weierstrass, tồn tạ i các dãy con Ị u n Ị và 

I í 1 . 1 Ì 
í v n J hội t ụ - v ì % _ v n k

 < — h a y l à u n k < v n k < % + — 
" k 1 k 1 n k

 n k 
và vì l i m n k = o o , do đó l i m u n k = l i m v n k ; mặt khác vì 

k 
Ị f ( u n ) - f ( v n )| > £ với mọ i k, nên chuyển bất đẳng thức đó qua giới 

hạn, có : 

| f ( l i m u n k ) - f ( l i m v „ k )| = | l i m f ( u „ k ) - l i m f ( v n ) k I > 8 

và điều đó mâu thuẫn với l i m u n k = l i m v n k . • 
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T Ó M T Á T C H U Ô N G 3 

• Định lìiỊliĩa iỊÌỚi hạn hàm sỏ 

Cho hàm số f(x) xác định trong (a, b), nói rằng f(x) có giới hạn là 

L (hữu hạn) khi X dần đến xu 6 la, b] viết là 

lim f(x) = L 
x-»x 0 

nếu với bất kì dãy {xn Ị trong (a, b) \ (x0} mà xn-> x0 thì : 

lim f(xn) = L 
n-»x 

hoặc là, một phát biểu tương đương : 

Nếu với bất kì E > 0 cho trước tìm được 8 > 0 sao cho 

|x - Xoi < 5 |f(x) - Lị < e 

Nói rằng hàm số g(x) có giới hạn là L khi X dần tới dương (âm) vô 
cùng và viết là 

lim f(x) = L 
X—»+00 

(x-»-oo) 

nếu với bất kì e > 0 cho trước, tìm được N > 0 sao cho khi 

X > N (|x| > N) thì |f(x) - LI < E 

• Các tinh chất đơn íỊÌân của ỳ ới hạn hùm số 

Cho limf|(x) = L| ; lim f2(x) = L2 

X—*A X—>a 

a có thể là hữu hạn hay vô cùng. 

Khi đó limCf1(x) = CL1,ClàhằngsỐ 

lim(fị(x) + f2(x)) = L| +L2 
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lim f| (x) f->(x) = L Ị .LI 
X—>a 

fl(x) Ll >, 
l im = —- , với L 2 * 0. 
x->a f-)(x) Lo 

• Tiêu ( huân có  ỳới hạn 

Cho f(x), g(x), h(x) thoa bất đảng thức kép : 

f(x)<g(x)<h(x), X e (a, b) 

Khi đó, nếu lim f(x) = lim h(x) = L thì lim g(x) = L 
x-*a X—»a X—>a 

Cho f(x) là một hàm số đơn điệu không giảm (không tăng), nghĩa 

là f(X]) < (>) f(x2) khi Xj > x2, khi đó, nếu f(x) bị chặn trên (dưới), 

nghĩa là tồn tại M (N) sao cho với mọi X 6 R, f(x) < M (f(x) > N) thì 
lim f = L 

(X-»-oo) 

Từ hai tiêu chuẩn trên có thể chứng minh hai công thức giới hạn 
cơ bản : 

sin X 
l im — — = 1 
x-»0 X 

l im 
x->=0 

r Ì > x 

Ì + — 
X 

= e 

Có thể tính gần đúng số e theo công thức xấp xỉ : 

li Ì 
e « l + — + — + ... + — 

Ì! 2! n! 

en 

với sai số không vượt quá — - - , trong đó 9 n là một số dương gồm 
n i n 

giữa 0 và Ì. 
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Có thể biểu diễn công thức về số e dưới một dạng tương đương khác 

Ị 
ỉ 

lim (Ì + u)u = e 
u-»0 

Hàm số y = loggX được gọi là hàm lôgarit tự nhiên và thường kí 
hiệu là lnx hay Lx. 

• Giới hạn một phía 

Khi X —> a (hữu hạn) và X < (>) a và tồn tại lim f(x) thì ta nói 
X—»a 

rằng f(x) có giói hạn trái (phải) khi X -> a và viết 

lim f(x) := f(a - 0), (giói hạn trái) 
X—»a-0 

lim f (x) := f(a + 0), (giới hạn phải) 
x->a+0 

lim f(x) = L <=> lim f(x) = lim f(x) = L 
X—>a X—»a-0 X—>a+0 

• Vô cùng bé và vô cùng lớn 

Hàm số f('x) được gọi là vô cùng bé, viết tắt là VCB khi X -> a nếu 

f(x) -> 0 khi X -» a ; hàm số g(x) được gọi là một vô cùng lớn, viết 

tắt là VCL khi X —> a nếu 

lim f(x) = +00 hay lim f(x) = -00. 
x-»a x-^a 

Nghịch đảo của VCB là VCL và ngược lại. 

Cho fj(x) và f2(x) là hai VCB khi X -> a, khi đó nếu 

fì(x) 
l im = 0, viết là f j ( x ) = o ( f 2 ( x ) ) 
x->ai2(x) 

và nói rằng fj(x) là VCB có bậc cao hơn VCB f2(x). 

no 
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Nếu l im - 1 — = c (* 0), viết là f j ( x ) = 0 ( f 2 ( x ) ) và nói là f j ( x ) 
x->af2(x) 

cùng bậc với VCB f2(x). 

Đặc biệt nếu c = Ì thì viết fj(x) ~ f2(x) khi X -> a và nói là VCB 

fj(x) tương đương với VCB f2(x). 

Nếu khi X -» a, có f(x) ~ 7(x), g(x) ~ g(x) thì : 

£00 Ịoo 

g(x) g(x) 

f(x)g(x) ~ ĩ(x)g(x) 

• 5«" liên tục của hàm số một biến số 

Cho hàm số f(x) xác định trong (a, b), nói rằng f(x) liên tục tại 

x0 6 (a, b) nếu lim f(x) = f(x0). 
x->x 0 

Nói rằng f(x) xác định liên tục trong khoảng (a, b) nếu f(x) liên 

tục tại mọi điểm X € (a, b). 

Các hàm số sơ cấp liên tục trong miền xác định của chúng. 

Từ tính liên tục của các hàm số sơ cấp có thể chứng minh được 
các công thức giới hạn sau : 

loga(l + a) 
l im = log ae 

<x-»0 a 

đặc biệt lim = 1. 

lim = lna 
a-*0 a 

(l + a)M-l 
l im • = M-

OL-+0 a 

I U 
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• Điểm gián đoạn ( lia hàm sỏ 

Hàm số f(x) được gọi là gián đoạn tại x0 nếu tại đó f(x) không 

liên tục, nghĩa là XQ là điểm gián đoạn của f(x) nêu 

hoặc là x0 không thuộc miền xác định của f(x) 

hoặc là x0 thuộc miền xác định của f(x) nhưng lim f(x) * f(xQ) 
x-»xQ 

hoặc không tồn tại lim f(x). 
x->xc 

Nếu lim f(x) * f(xQ) thì nói rằng XQ là điểm gián đoạn loại một, 
x-*x„ 

những điểm gián đoạn không phái loại một đều gọi là gián đoạn loại hai. 

• Cức tính chất c lìa hàm sô liên tục 
Định lí về giá trị trung gian của hàm số : 

Cho f(x) xác định liên tục trong khoảng ì : = (a, P), cho a, b € ì 
với a < b, khi đó nếu f(a)f(b) < 0 thì tồn tại một điếm c 6 (a, b) sao 

cho f(c) = 0. 

Tính chất này thường được dùng để giải phương trình f(x) = 0 khi 

biết khoảng chứa nghiệm. 

Hệ quà : 

Nếu f(x) liên tục trong [a, b] thì f(x) lấy ít nhất một lần mọi giá trị 
nằm giữa f(a) và f(b) . 

Hơn nữa 

Định li Weierstrass : 

Nếu f(x) liên tục trong khoáng đóng [a, b] thì f(x) đạt được giá trị 
nhỏ nhất và giá trị lớn nhất trong [a, b], nghĩa là tồn tại c, d € la. b] 
sao cho 

m : = f(c) = min f(x) và f(d) = max f(x): = M 
xe|a.b| xe|a,b| 

Khi đó f(x) thoa m < f(x) < M, X 6 [a, b]. 
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• Sự liên tục đều 

Hàm số f(x) xác định trong (a, b) được gọi là liên tục đều trong (a, b) 

nếu với e > 0 bất kì luôn tìm được ô >- 0 sao cho với bất kì u, V e (a b) 
thoa lu - vị < ô thì lf(u) - f(v)l < 6. 

Định lí (Heine). 

Hàm số f(x) liên tục trong khoảng đóng, giới nội [a, b] thì f(x) 
liên tục đều trong [a, b ] . 

BÀI TẬP 

1. Chứng minh rằng dãy {xn}, xn : = n(_1)" không dần tới vô 
cùng nhưng cũng không bị chặn. 

2. Tính l i m 
n—>00 

Ì Ì Ì 
+ + ... + 

1.2 2.3 n(n + l ) 

3. T i m các giới hạn 

1. l i m 
( x 2 - x - 2 ) 2 0 

X-+2 (X 3 - 12X + 16) 1 0 

2. l im 
X-»1 

x + x 2 + ... + X 1 1 - n 

x - 1 

3. l i m 
x 1 0 0 - 2 x + l 

x-»l x 6 0 - 2 x + l 

4. Tim các giói hạn 

1. l im 
x->+00 V x + Ĩ 

5. Tim các giới hạn 

( x " - a " ) - n a l l " 1 ( x - a ) 

(x-a)2 

4. l im 
X—>a 

2. l im •==— 
x->+«5 V2x + 1 

1. l im 
x->0 

2. l im 
x->0 

•^1 + ax ự l + p x - 1 
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6. Tim các giới hạn 

sinx-sina 
Ì. l i m ; 

x->a x - a 

Ì - cosxcos2xcos3x 
3. l i m 

x->0 Ì - cosx 

7. Tim các giới hạn 

Vx-2 
1. l im — ; 

x - » 4 x z - 5 x + 4 
8. Tim các giới hạn 

1. l im 
X->+00 

r 3 x 2 - x + l 

2 x z + X + 1 

1-x 

3. l im V l - 2 x ; 
x->0 

5. lim(sinx)tgx ; 
ít 

2 

7. l im 
e a x - e p x 

x->0 sinax - sin(3x 

2. l im 
x->0 

^ / l + t g x - V Ĩ T s i n x 

4. l im -
x-»0 

/cosx -</cosx 

s in 2 X 

2. l im ( \ / x 3 + x 2 - l - x ) . 

X-H-ao 

2. l i m 
X->ao 

X - Ì 

x2 + l 

x-1 

x+ĩ 

4. l i m ^cos-v/x 
x->0 

6. l im [sinln(x + 1) - sinlnx] 
X—>+00 

8. l i m n 2 ợ f c - n + y x ) ( x > 0 ) 
n—>+oo 

9. Cho đồ thị của hàm số liên tục y = f ( x ) , cho trưóe điểm có 
hoành độ X = a, cho trưóc số e > 0, hãy tìm số ô > 0 sao cho khi 
|x - a| < ô có |f(x) - f(a)| < E. 

10. Dùng định nghĩa "e - 8" để chứng minh hàm số f ( x ) = X 2 liên 
tục tại điểm X = 5 và điền vào chỗ trống bảng dưới đây : 

6 1 0,1 0,01 0,001 ... 

ô 
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l i . Cho hàm số f (x ) : = X + 0,001 E(x), trong đó E(x) là phần 
nguyên của X (xem thí dụ (d) mục 2.1 chương 2). Chứng minh rằng 
với m ỗ i 6 > 0,001, có thể tìm được ô : = 5(8, x) > 0 sao cho khi 
|x' - x| < 5 có |f(x ') - f ( x ) | < s và với 0 < e < 0,001 thì với bất kì giá 
trị nào cũng không tìm được ô thoa yêu cầu trên. Hàm số f (x) không 
liên tục tạ i những đ iểm nào ? 

12. Xét sự liên tục của các hàm số 

l . f ( x ) = |x|, 

2. x_ nếux*2 
f ( x ) = < ( x - 2 ) 

t A nếu X = 2, 

Ì 
3. f (x ) = x s i n - nếu X * 0 và f (0) = 0. 

X 
Ì 

4. f (x ) = e * 2 nếu X * 0 và f (0) = 0, 

5. f ( x ) = 2x nếu 0 < X < Ì và f (x ) = 2 - X nếu Ì < X < 2, 

6. f (x ) = sin7tx khi X hữu tỉ , f ( x ) = 0 khi X vô tỉ . 

13. Cho f (x ) = 
I e x nếu X < 0 

la + X nếu X > 0 

Hãy chọn số a sao cho f (x ) liên tục. 

14. Cho f và g là hai hàm số liên tục trên [a, b] và giả sử f = g tạ i 
m ọ i đ iểm hữu tỉ của [a, b ] . H ỏ i có thể kết luận f = g được không ? 

15. Dùng phương pháp phân đôi tìm nghiệm dương của phương 

trình l , 8 x 2 - sinlOx = 0 với sai số tuyệt đ ố i không vượt quá l o " 5 . 

16. Xét xem trong ba hàm số f = Vx , g = X 2 và h = cosx 2 hàm 

nào liên tục đều trên R + 
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Đ Á P S Ố V À G Ó I Ý 

2. Ì. (để ý : ỉ = - L ) 
n(n + 1) n n + Ì 

3. 1. 
v 2 , 

(để ý X = 2 là không đ iểm của tử và mẫu), 

n(n +1) 

Ì ì ^ / -À 1°Ó ì , 1 0 0 
3 . 2 — (viết X - 2x + Ì = X - x - ( x - l ) 

24 

= x ( x " - l ) - ( x - l ) ) , 

4 ^ a n - 2 

2 

4. 1. 1,2. — . 
2 

5 . , . ^ - Ẽ 
m n 

(viết ^ l + a x - q í l + Px = ( ^ l + a x - l ) - ( ^ ĩ 7 p ^ - l ) ; 

a p 
2- — + - (dùng hằng đẳng thức ab - Ì = (a - l ) b + (b - D) . 

m n 
Ì 

6. 1. cosa, 2. - , 3. 14 
4 

(dùng hằng thức Ì - abc = (Ì - a)bc - c(b - 1) - (c - 1)) ; 

4 - --— (viết Vcosx - 3/cosx = (Vcosx - 1 ) - ( l Ị c o s x - 1 ) ) 

7. 1. — (nhân tử và mẫu với Vx+2), 2. - . 
12 3 
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Ì 

8. 0, Ì, é 2 , e~2, 1,0, l . l n x . 

10. ô = —. 
10 

12. 1. Liên tục, 2. liên tục nếu A = 4 và gián đoạn tại X = 2 nếu 

A * 4, 3. liên tục, 4. liên tục, 5. không liên tục, 6. gián đoạn tại X * k 
(k = 0 , ± Ì , ± 2 , . . . ) 

13. a = 1. 

14. f = g. (Gọi x 0 là đ iểm vô tỉ , X Q € [a, b ] , gọi oe là số thập phân 

(hữu tỉ) xấp xỉ dưới x D , v iế t đến l o n , vì f = g tạ i những đ iểm hữu tỉ : 

f(ct) = g(a) , do đó tồn t ạ i n 0 e N sao cho khi n > n 0 có a € [a, b ] : 

f(xG) - g(x0) = f(x0) - f(a) - (g(x0) - g(a)). 

Vì |x0 - ai < 10~n nên Ve > 0 3 ĩiị e N sao cho 

n ;> IM => |f(x0) - f(o)| < I và |g(x0) - g(a)| < I 

Do đó |f(x0) - g(xQ)| < 6 

Vì 6 tuy ý, suy ra f(xQ) = g(x0). 

15. 0,69999 ± 0,00001 

16. f liên tục đều trên [0, oo), g không liên tục đều trên [0, co), h 

cũng không liên tục đều trên [0, oo). 

Trong cả 3 t rưòng hợp có thể giả thiết 0 < y < X và xét xem khi 

X - y < oe có kéo theo | f (x) - f ( y ) | < E hay không. 

r r. x - y x ~ y n 

V ớ i f , c ó : V x - V y = 7= r < ĩ r n ế u y > ° -
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Muốn Vx -*Jỹ dương và bé thua e, chỉ cần X - y < 2e >/y hay, 

nếu lấy y > y Q > 0 v ố i y Q cố định, thì chỉ cần X - y < 2£ylỹ^ , do đó 

a = 2ZyỊỹ^, vì vậy có sự liên tục đều trên [ y 0 , + « ) . Hem nữa f liên 

tục nên liên tục đều trên đoạn [0, y Q ] . 

V ớ i g, cũng tương tự, xét X - y 2 = (x - y)(x + y) > 2y(x - y) 

Dẫu là a bé thì X - y < a không đảm bảo X 2 - y 2 < E, vì chẳng hạn 

_ a Ì _ 2 2 , 
x - y = —, y > — =>x - y > 1. 

2 a 
V ậ y g không liên tục đều trên [0, +oo). 

V ớ i h không lập luận như trên được vì h không đơn điệu, nhung 
do h có cực đạ i và cực t iểu liên t iếp nhau có : 

cosx 2 = Ì vớ i X 2 = 2k7i ; X = V2k7i = x k , k e N 

cosx = - 1 v ớ i x 2 = ( 2 k + 1)71, x = V(2k + l)7t = x ' k , k 6 N . 

Có thể suy ra : 

và |h(x'k)-h(xk)| = 2 

Điều đó chứng tỏ rằng h không liên tục đều trên [0, +oo). 
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Chương 4 

D Ạ O H À M V À V I P H Â N C Ủ A H À M s ố M Ộ T B I Ế N s ô 

Chương này g iới thiệu ngắn gọn dạo hàm và v i phân các cấp của 
hàm số một biến số. 

4.1. Đạo hàm 

Định nghĩa đạo hàm 

Cho hàm số f ( x ) xác định trong khoảng (a, b) nói rằng hàm số f ( x ) 
khả vi tại điểm c 6 (a, b) nếu tồn tạ i giới hạn 

(4.1) limÍWzí(£)=A, x*c 
x->c X - c 

f(x) - f(c) 
Số A ; giới hạn của tỉ số — — , X * c, khi X - > c được gọi là 

x - c 
đạo hàm của hàm sốf(x) lấy t ạ i đ iểm X = c ; và kí hiệu f (c). 

Nếu hàm số f ( x ) khả vi tại mọi điểm X € (a, b) thì ta nói rằng f (x ) 
khả vi trong khoắng (a, b). 

Trước khi nêu các thí dụ, ta nêu một vài nhận xét về tính khả v i 
của hàm số f ( x ) . 

• Nhận xét. 

(1) Nếu đặ t X - c : = Ax thì biểu thức định nghĩa trở thành 

(4.2) lim -r : = f(c) 
v Ax->0 Ax 
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và như t hế đạo hàm tạ i X = c của hàm f (x ) chính là giới hạn của tỉ số 
giữa số gia của hàm số tạ i đ iểm X = c (tức là hiệu f(c + Ax) - f(c)) 
với số gia của đ ố i số tạ i X = c (tức là hiệu c + Ax - c, Ax có thể Am 
hoặc dương, nhưng vì X * c nên Ax * 0). 

(2) Nếu vẽ đồ thị của hàm số ý 
f (x) trong một hệ toa độ Đềcác 

vuông góc (xem hình 4.1) thì t i số 
f (c + À x ) - f ( c ) 

Ax 
chính là hệ số 

góc của dây cong C M với C(c, f(c)) 
và M(c + Ax, f(c + Ax)), nghĩa là tỉ 
số đó là tang của góc oe, gồm giữa 

trục Ox và vectơ C M . 

(C+AX) X 

Hình 4.1 

Khi cho Ax -> 0 thì đ iểm M trên đổ thị t iến đến đ iểm c ỉ do vậy, 
cát tuyến C M tiến đến t iếp tuyến CT, như thế , về mặ t hình học, đạo 
hàm tạ i m ỗ i đ iểm chính là hệ số góc của t iếp tuyến của đ ồ thị cua 
f (x ) t ạ i đ iểm đó ; và một hàm số khả v i t ạ i một đ iểm X = c có nghía 
là t ạ i đ iểm X = c, đồ thị của f (x ) có một t iếp tuyến duy nhất không 
vuông góc với trục Ox. 

(3) Dùng liên hệ giữa giới hạn và vô cùng bé có thể biểu diễn hê 
thức định nghĩa khả v i (4.2) dưới dạng 

(4.3) f(c + Ax) - f(c) = f (c)Ax + o(Ax) 

trong đó như đã biết o(Ax) là một VCB bậc cao hơn Ax khi Ax 0. 

(4) Từ hệ thức (4.3) dễ dàng suy ra f khả v i t ạ i c € (a, b) thì f liên 
tục tại c. Tuy nhiên điểu ngược l ạ i không đúng. Bây g i ờ nêu một vài 
thí dụ đơn giản. 

Thí dụ. 

(a) f(x) = c, X 6 (a, b) thì f '(X) = 0 vì luôn có f(x + Ax) - f(x) = c - c=0 

(b) f (x ) = X ; X € (a, b) thì f '(x) = Ì vì 

f (x + Ax) - f (x ) = X + Ax - X = Ax. 
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(c) f ( x ) = sinx ; X € (a, b) thì f ' ( x ) = cosx 

Thật vậy 

f(x + Ax) - f(x) = sin(x + Ax) - sinx = 2sin 

2 sin 

( 
cos X + 

l 2 J 2 ì 

và 
f ( x + A x ) - f ( x ) 

Ax 

f A x > í f A x N 

cos x + sin 
{ 2 ) V 2 J V 2 , 

Ax Ax 

2 

cos 
Ax 

X + —-
V 2 

Chuyển qua g iới hạn đẳng thức trên và dùng công thức (3.1) 
chương 3 và tính liên tục của hàm số cosx, suy ra f ' ( x ) = cosx. 

(d) f ( x ) = e x , X e (a, b) thì f ' ( x ) = e 

Thật vậy f(x + Ax) - f(x) = e 

và 
f ( x + A x ) - f ( x ) x e - 1 

= e 
Ax 

_ „ x + A x _ e x = e x ( e A x _ 1 ) 

Ax 

Chuyển qua giới hạn đẳng thức trên (cho Ax - > 0) và dùng công 

thức (3.18) chương 3 sẽ suy ra f ' ( x ) = e x . 

Định lí 4.1. 

Cho f(x) và g(x) là hai hàm số xác định trên (a, b) ; giả sửf(x) và 
g(x) khả vi tại X e (a, b). Khi đó f(x) + g(x),f(x)g(x) cũng khả vi tại X và 

(i) ( f ( x ) + 8(x))'=f'(x) + g'M 

di) (f(x)g(x)) • =f'(x)g(x) +f(x)g '(X) 

ịiư) đặc biệt ịcf(x))'= c f ( x \ 

Chứng minh. 

Công thức ( i ) là hệ quả của định lí giới hạn. Muốn chứng minh ( l i ) 
chỉ cần để ý rằng 

f ( x + Ax)g(x + Ax) - f (x)g(x) = [ f (x + Ax) - f (x)]g(x + Ax) + 

+ f(x)[g(x + Ax) - g(x)] . 
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Công thức (i) và ( l i ' ) cho phép nói rằng phép toán lấy đạo hàm là 
một phép ánh xạ tuyến tính. • 

Đinh lí 4.2 (Định lí về đạo hàm của hàm số hợp). 

Giả sử: 

ỉ ) Hàm u = g(x) xác định trong khoảng (a, b) và lấy giá trị trong 
khoảng (c, ả), gịx) khả vi tại e e(a, h). 

2) Hàm y = fịx) xác định trong (c, d) và khả vi tại Ug = gịe). 

Khi đó hàm hợpy:= f[g(x)J khá vi tại e và ự[g(x)])• = fu(g(x))g'(x) 

trong đó kí hiệu f u (g(x)) chì đạo hàm của Ị đối với u và lấy tại ue = g(e). 

Chứng minh. 

Theo công thức (4.3) hàm f khả vi tại ue, có 

f(ue + Au) - f(ue) = fu (ue )Au + o(Ax) (*) 

Mặt khác, hàm g(x) khả vi tại e nên : 

Au = g(e + Ax) - g(e) = g'x (e)Ax + o( Ax) 

Thế giá trị Au vào biểu thức (*), được : 

f(ue + Au) - f(ue) = fu(ue) [gx(e)Ax + o(Ax)] + o(Au) 

= fu (g(e))gx (e)^ + fu (ue )o(Ax) + o(Au) 

Chia cả hai vế cho Ax và chú ý o(Ax) là VCB bậc cao hơn Ax và 
vì u khả v i tạ i e nên u liên tục tạ i e (nhận xét (4)  ở trên) ; do vây khi 
Ax - > 0 thì o(Au) - > 0. • 

Từ hai định lí trên, có thể bổ sung thêm một số thí dụ. 

Thí dụ. 

(1) f(x) = cosx, f '(x) = -sinx 
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V i ế t f = sinu ; u = X + J , như t hế định lí đạo hàm hàm số hợp cho 

TI 
X + — 

2) 
Ì = -sinx f ' ( x ) = (sinu)' u.u' x =cos 

( 2 ) f ( x ) = a x ; f ( x ) = a xlna 

Chỉ cần v iế t a x = e x l n a = e u ; u = xlna, có 

( a x ) 1 = ( e u ) u . u ' x = e x l n a . l n a = a xlna. 

Định lí 4.3 (Định lí về đạo hàm của hàm số ngược) 

Giả sử/: [a,bj -> le dì là một song ánh liên tục, g = f l ; le ả] 

-> [à, hì là hàm số ngược của nó. Nếu f có đạo hàm tại XQ € [à, bì 

vàf'(x0) ỊtO thì g có đạo hàm tại yữ =f(xa) và 

8'y(yo)=rk)-
Chứng minh. 

Nếu y 6 (c, d), y * y G , ta có X = g(y) * g(x Q ) , hay X * X Q . Kh i đó 

g ( y ) - g ( y 0 ) = X - X Q _ Ị 
y - y 0 f ( x ) - f ( x 0 ) f ( x ) - f ( x 0 ) 

x - x 0 

K h i y - > y 0 thì g(y) - > g(y D ) , vì g liên tục trên (c, d). Do đó X -> x 0 , 
f ( x ) - f ( x 0 ) ^ f l ( X o ) 

X - X G 

Từ đó suy ra điều cần chứng minh. • 

Sau đây là một số thí dụ ứng dụng định lí trên. 

(a) y = log a x là hàm số ngược của hàm số X = a y , a > 0, a ít 1. Vì 

x '(y) = a ylna, nên y '(x) = — Ị — = -Ị—. 
a y lna xlna 
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Đặc biệt, nếu y = lnx thì y' = — • 
X 

n ít 
(b) y = arcsinx là hàm số ngược của X = siny, _ 2 < ^ < " 2 ' 

x'(y> = cosy, nên 

V 1 - 1 - ĩ - 1 

c o s y V i - s i n y v i - x 2 

Tương tự như vậy, ta có 

(c) y = arccosx có đao hàm y' = — i ĩ 

(d) y = arctgx có đao hàm y' = —ỉ— 
1 + x 2 

4.2. V i p h â n 

Như đã biết , theo định nghĩa, một hàm số f (x ) khả v i t ạ i X, có 
(công thức (4.3)) 

f (x + Ax) - f ( x ) = f '(x)Ax + o(Ax) 

Tích số f '(x)Ax được gọi là vi phàn của f ( x ) , lấy t ạ i đ iểm X, và kí 
hiệu là df, nói khác đi : 

(4.4) d f = f ( x ) A x 

V i phân của hàm số f ( d f ) bằng tích số của đạo hàm ( f '(x)) 
nhân với số gia của đối í ố ( A x ) . Đặc biệt , nếu xét hàm số f ( x ) = X thì 
dx = ( l ) . A x , nghĩa là Ax = dx. Do vậy công thức trên l ạ i có dạng : 

(4.5) df = f ( x ) d x 

df 
hoác tương đương f (x) = — 

dx 
nghĩa là đạo hàm của hàm số bằng thương số giữa v i phàn của hàm 
số đ ố i với đ ố i số và v i phân của đ ố i số. 
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Tổng quát hom, cho f(u) là một hàm số khả vi đối với u, và u = g(x) 
là một hàm số khả vi đ ố i vói X, khi đó định lí đạo hàm hàm số hợp đã 
khẳng định f(g(x)) cũng khả v i đ ố i với X. Hom nữa, trong trường hợp 
này ta cũng có : 

df = f^dx 

Điều đó có nghĩa là, trong mọi trường hợp, dẫu f là một hàm số 
phụ thuộc biến độc lập X hay phụ thuộc X thông qua một biến trung 

gian u nào đó , ta luôn có v i phân của hàm số bằng tích đạo hàm của 
hàm số đ ố i với đ ố i số và v i phân của đ ố i số, vì t hế người ta nói rằng 
vi phân có tính hất biến. 

Bây giờ ta chứng minh đ iều khẳng định trên. Thật vậy, vì f (u) khả 
vi đối với u nên ta có : 

dí = fudu 

Mặ t khác, u = g(x) khả v i đ ố i vói X nên : 

du = g ' x d x . 

Thế du vào biểu thức df ta có 

df = f " u g ' x dx = f ' x dx (theo công thức đạo hàm hàm số hợp). • 

Bây g iờ ta lấy một vài áp dụng. 

Thí dụ. 

( l ) y = ; n e R ; x > 0 ; y\=ụxịí-ì. 

Thật vậy từ y = XM, bằng cách lấy lôga cả hai vế có : lny = nlnx. 

Lấy đạo hàm đ ố i với X cả hai v ế (dùng thí dụ (a)) và đạo hàm hàm 
số hợp (y là hàm số của x ) ; có : 

— = — ; say ra y' = HXM_1 

y X 

Trường hợp y = xụ vái X < 0 ; bằng phép đổi biến x' = -t, cũng có 

thể suy ra ý' = H X M _ 1 ; do vậy y = X M ; n e R ; X 6 R ; ý' = H X M _ 1 . 
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(2) Chứng tỏ rằng nếu f ( x ) , g(x) là hai hàm số khả v i t ạ i X, thì 
f ( x ) 

cũng khả vi tai X nếu g(x) * 0 và 
g(x) 

.800 J 

_ f ' ( x ) g ( x ) - f ( x ) g ' ( x ) 

g 2 ( x ) 

f Ì 
Thật vậy, chỉ cần v iế t - = - . f và áp dụng t ính chất khả v i của 

g g 
hàm số f và hàm số g và tính chất khả v i của hàm số hợp, có thể suy 
ra tính khả v i của f /g . Hơn nữa : 

V 
1 é ' Ì 

g g 2 g 

Thí du. 

sinx (a)( tgx) ' = 
V c o s x 

(b) Từ thí dụ (a) suy ra 

cos 2 X 

y = arctgx ; - 00 < X < co, y ' x = 
1 + x 2 

Sau đây, tổng kết các thí dụ đã nêu những phẩn trên, chúng ta có 
bảng đạo hàm các hàm số sơ cấp cơ bản : 

c = c 

y =  ụ e R 

y = sinx 

y = cosx 

y = tgx 

y = cotgx 

y' = 0 

y' = f i x M _ 1 

ý' = cosx 

y' = -s inx 

y - 1 

cos 2 X 

y ' = -
s in 2 X 

126 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



X ì _ x1 
y = a y = a lna 

X , _ X 
y = e y = e 
y = 1°gaX y,= i 

y = lnx y' = — 
X 

1 

y = arcsinx y V Í T ? 

y = arccosx y' = —f=== 

y = arctgx y' = ——=r 
1 + x 

(5,) Đạo /lòm r/ieơ //ia/71 số. 

Cho X = f( t) là một hàm số khả v i đố i với t, với t € (oe, P) và y = g(t) 
là một hàm khả v i đ ố i với t, với t € (a , P), khi đó nếu hàm số ngược 

t = f _ 1 ( x ) tổn tạ i và nếu f '(t) * 0 thì, theo định lí về tính khả v i của 
hàm số ngược và tính khả v i của hàm số hợp, có thể suy ra tính khả vi 
của hàm số y đ ố i với X. Hem nữa : 

a n dy = g W 
( 4 - 6 ) ẳ r í ) 

Thật vậy, do tính bất biến của v i phân, ta có 

dy = g'(t)dt và dx = f '(t)dt. 

Chia dy cho dx ta có ngay kết quả. • 

Thí dụ. 

(a) Xét hàm số X = acost, y = asint, t 6 
í *r\ 

V 2 ; 

. dy a c o s t 

Khi đó ~r= = -cotgt. 
dx -asint 
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(b) Xét hàm số X = a(t - sint), y = a( Ì - cost), t € (0, In). 

Khi đó Ạ = 

- . t t 
_„;«,» 2sin—cos— t 

asint 9 0 t 
— — — = * *- = co tg - -

dx a(l -cos t ) » . J t 2 
v ' / s i n — 

2 4.3. Đ ạ o h à m m ộ t p h í a , đ ạ o h à m v ô c ù n g 

Trên kia, trong nhận xét (2) chúng ta đã nói rằng, về mặt hình học, 
khi hàm số f (x) khả vi tạ i X thì đồ thị của nó có một t iếp tuyến duy 

nhất không vuông góc với trục hoành tạ i đ iểm có hoành độ là X. Bây 
g iờ ta xét trường hợp đồ thị của f (x) có những đ iểm góc , tạ i những 
điểm góc đó , đồ thị nhận hai t iếp tuyến, t iếp tuyến phải và t iếp tuyến 

trái (hình 4.2) và trường hợp đồ thị có t iếp tuyến song song với trục 
tung (hình 4.3). Hiển nhiên tạ i những đ iểm như thế, hàm số không khả 
vi nữa nhưng có thể m ở rộng khái niệm đạo hàm (như đã làm khi nói 
về giới hạn trái và giới hạn phải) và ta có các định nghĩa : 

Hình 4.2 

f _ ( c ) = l i m 

< 

f ( x ) - f ( c ) 

Hình 43 

x-*c-0 X - c 
I 

f_(c) được gọi là đạo hàm trái của f (x ) t ạ i X = c và 

úc,:- lim m=M 
x->c+0 X - c 

f+(c) được gọi là đạo hàm phải của f(x) tại X = c. 
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Thí dụ. 

Xét f (x ) = Ixl (xem hình 4.4) ta có : 

f i ( 0 ) = - 1 và f+(0> = 1. 

Tại điểm X = 0, đổ thị của hàm số có 
hai t iếp tuyến trái và phải. 

Cũng có thể suy ra f(x) khả vi tại X = c 

khi và chỉ khi f i ( c ) = f+(c) . 

Trường hợp khi lim *^x) ~ -Ẩ£j = 00 hoặc -00 . 
X-+0 X - c 

thì ta nói rằng tạ i đ iểm X = c, f (x ) có đạo hàm vô cùng và t iếp tuyến 

của đồ thị f (x ) t ạ i X = c vuông góc với trục hoành. 

4.4. Đ ạ o h à m v à v i p h â n c ấ p cao 

Đạo h à m cấp cao 

Cho hàm số f (x ) xác định, liên tục trong khoảng (a, b), giả sử f (x ) 

khả vi tạ i mọi đ iểm X € (a, b) ; khi đó, hàm đạo hàm f '(x) cũng có 

thể khả vi và đạo hàm của f \ \ ) được gọi là đạo hàm cấp hai của f (x ) , 

d 2 f 
kí hiẾu f "(x) hoác —z, cứ t iếp túc suy diễn như t hế chúng ta có thể 

d x 2 

định nghĩa đạo hàm cấp n. 

Định nghĩa đạo hàm cấp cao. 

Cho hàm số f (x ) xác định trong khoảng (a, b) ; f (x ) được gọi là 

khả vi n lần (trong (a, b)) nếu f là khả vi (n - 1) lần trong (a, b) và 

dạo hàm cấp (n - 1) của f cũng khả v i . Khi đó đạo hàm cấp n của f 
được định nghĩa bởi hệ thức : 

f ( n ) x : = [ f ( n - l ) ( x ) ] , 

y -

o 

Hình 4.4 
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Thí dụ. 

( Ì ) Hàm số f(x) = x k (k nguyên dương) có đạo hàm cấp n, với mọi n là 
I 

f* n ) (x ) = k(k - 1) . . . (k - n + L)x 

nếu n < k và f ° ° (x ) = k!, f* n ) (x ) = 0 nếu n > k. 

Đ ề nghị k iểm tra l ạ i công thức trên theo phương pháp quy nạp. 

(2) Hàm số f (x ) = e x có ^ ( x ) = e x với m ọ i n. 

(3) Cũng dùng phương pháp quy nạp, có thể k i ể m tra l ạ i rằng 

(a) f (x ) = sinx thì f < 2 k ) ( x ) = ( - l ) k s i n x , f ( 2 k + 1 ) ( x ) = ( - l ) k c o s x 

(b) f ( x ) = cosx thì f ( 2 k ) ( x ) = ( - l ) k c o s x , f ( 2 k + 1 ) ( x ) = ( - l ) k + 1 s i n x 

Các quy tắc lây đạo hàm cấp cao. 

(1) Ta có (Xí + Jj.g) ( n ) = 7đ{n) + ịig{n) với bất cứ các hàm số f, g, n 

lần khả v i và bất kì X, ịi thực. 

(2) Quy tắc Leibnitz 

Vói bất kì hàm số f, g khả v i n lần, ta có : 

( n > = f ( n ) g + n f ( n - 1 V + J ^ z i > f ( n - 2 > g " + 

| n(n - ỊXn - 2 ) - ( n - k + Ị) f (n -k ) g (k ) + + n f .g(n-l) + f g ( n ) = 

k! 

= i í " V n - k v k ) 

ừong đó kí hiệu n là hệ số Newton trong khai triển Nevvton của ( f + g) n 

í " ì - - í n ì 
w = u 

= 1 

và = — n(n - 1 ) . . . (n - k +1) = 
k! ( n - k ) ! k ! 
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Muốn chứng minh quy tắc (1) chỉ cần quy nạp theo n và chú ý đến 

tính chất tuyến tính của đạo hàm cấp một, tức là chú ý rằng, tính chất 
công thức đã được chứng minh đúng cho trường hợp n = Ì. 

Cũng dùng phương pháp quy nạp theo n có thể chứng minh được 
quy tắc Leibnitz, tuy rằng phép quy nạp có phức tạp hơn. Đ ể thấy 
nguồn gốc của các hệ số Newton ta có thể xét trường hợp riêng khi 

f(x) = e x ; g(x) = e x . K h i đó 

(fg)' = (e2xy = 2e2x = (l + l)e2x 

(fg)" = (2e2xy = 22e2x = (Ì + l)2e2x 

Bằng cách quỵ nạp theo n, có 

. ( f g ) ( n ) = 2 n e 2 x = ( l + l ) n e 2 x = ỵ r 
k=0T 

Tíưóc khi nêu một vài thí dụ , xin lưu ý rằng nói chung (trừ một số 

trường hợp đã nêu trong các thí dụ ở trên), biểu thức f ^ n \ x ) với f (x ) 
bất kì rất phức tạp và thường mang tính lí thuyết. 

• Thí dụ. 

(a) f(x)=-!-, f<n)(x) = (-1)" 

e e 

l + x ( l + x ) n + 1 

Thật vậy, viết f (x ) = ( Ì + x) 1 và áp dụng công thức  ở thí dụ trên, 
ta có 

((Ì + X) 7 n ) = ( - D U X - l - 1 )0 ) .. . ( - 1 - n + 1)(1)(1 + X) 1 n 

Tương tự 

= ( - l ) ( - 2 ) . . . ( - n ) 4 - r = ( - ! ) " ^ — r 
( l + x ) n + 1 ( l + x ) n + 1 

1 f (n) , v v Di . f ( x ) = - ^ , f w ( x ) = 
l - x ( l - x ) n + 1 
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Trong trường hợp này 

f(n)(x) = ((Ì - X)"1 )(n) = (-1X-1X-1 - 1X-1)... (-1 - n + 1K-1X1 - x)~1_n 

= (l)(2)...(n) 

(b) f (x ) = 
Ì 

( l - x ) n + 1 ( l - x ) n + 1 

n! 

Ì 
T ; f ( n ) ( x ) = y 

( -1)" 

( l - x ) n + 1 ( l + x ) n + I 

Trường hợp này nếu áp dụng nguyên xi cách làm ở hai thí dụ trên thì 
rất dài dòng vì cứ mỗi lần đạo hàm lại kèm thêm một thừa số (-2x) (do 

lấy đao hàm hàm số hóp), vì thế, ta viết —ỉ-r- = - nhưng 
1-x2 (1-xXl + x) 
không dùng quy tắc Leibnitz để lấy đạo hàm cấp cao mà ta phân tích 

Ì Ì (l + x) + (l-x) 
l _ x 2 ( 1 - x X l + x) 2 ( l - x ) ( l + x) 

Ì lí Ì Ì N 

• + 
Ì Ì 1 + x 

Từ hệ thức cuối cùng này, dùng kết quả của hai thí dụ trên, suy ra 

f^n\x) như đã nêu. 

Vi phản cấp cao 

Định nghĩa vi phân cấp cao. 

Vi phân cấp hai của hàm số f(x) tại một điểm nào đó (nếu có) là 

vi phân của vi phân df (vi phân df bây giờ được gọi là vi phân cấp 
2 
một), nêu kí hiệu v i phân cấp hai là d f, thì theo định nghĩa 

d2f: = d(df) 

Một cách quy nạp, vi phân cấp n, kí hiệu là dnf là vi phân cùa 

vi phân cấp (n - Ì) : 

d n ( f ) = d ( d n *f) 
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Như thế, về định nghĩa, vi phân cấp cao chỉ là một cách suy diễn 
định nghĩa vi phân của vi phân các cấp thấp hơn. Tuy nhiên, điều 

đáng lưu ý ở đây là vi phân cấp cao không có dạng hất biến như vi 
2 

phân cấp một. Lấy một thí dụ, xét f (x ) = X , vì X là biến độc lập nên 

df=2xdx và d2f=2(dx)2 

Bây giờ nếu đặt X = t2, khi đó f = t4 

df = 4t3dt và d2f = 12t2(dt)2 

Mặt khác, trên kia ta có d2f = 2(dx)2 ; nếu thế dx bởi 2tdt (từ X = t2) 

vào thì d 2 f = 2(2tdt) 2 = 8 t 2 ( d t ) 2 * 12 t 2 (d t ) 2 . 

Thí dụ này nhắc nhở khi lấy v i phân cấp cao cần phải xét kĩ xem 

lấy vi phân đ ố i với biến nào, biến độc lập hay biến phụ thuộc (tham 
biến) để tránh nhầm lẫn ! 

TÓM TẮT CHƯƠNG 4 

• Đạo hàm 

Hàm số f(x) xác định trong (a, b) được gọi là khả vi tại X = c € (a, b) 
nếu tồn tại giới hạn 

A _ ì: f(x)-f(c) 
A = l im — , X * c. 

X - K : X - C 
Số A được gọi là đạo hàm của hàm số f (x) tại điểm X = c và kí hiệu 

l à i Xe). 

Nếu f (x ) khả vi tạ i m ọ i đ iểm X e (a, b) thì nói rằng f (x) khả vi 
trong khoảng (a, b) 

Nếu f (x) khả v i tại X e (a, b) thi liên tục tạ i đó . 

Cho f (x ) , g(x) là hai hàm số khả v i tạ i X e (a, b). 

Khi đó f (x ) + g(x) và f(x) .g(x) cũng khả v i tạ i X và 

[f(x) + g(x)]1 = f '(X) + g'(x); [f(x).g(x)]' = f '(x)g(x) + f(x)gXx). 
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Xét hàm hợp y = f [g (x ) ] , khi đó nếu g(x) khả vi và f (x ) khả vi, 
u = g(x) thì y khả vi (đối với x) và 

(f[g(x)]y = f u (g (x ) )g ' (x ) 

• Vi phán 

Nếu một hàm số f (x ) khả v i thì biểu thức f (x)dx được gọi là vi 
phân của f ( x ) , kí hiệu là df, nghĩa là : df = f '(x)dx, nghĩa là 

TO.? 
dx 

đạo hàm chính là thương số giữa v i phân của hàm số và v i phân của 
đ ố i số. 

• Đạo hàm theo tham số 

Cho X = f ( t ) , y = g(t) là hai hàm khả v i đ ố i với t thì y khả vi đối 
X dy _ g'(t) 

VỚI X và -, nếu f ( t ) * 0 
dx f ' ( t ) 

• Bảng đạo hàm các hàm số sơ cấp cơ bản 

y = c y' = 0 ; ( y=xịX,ịieR, y'= H X M 

y = sinx, 

y = tgx, 

y = a ; 

y = log a x, 

y = cosx ; y = cosx, 

Ì 

cos 2 X 

y' = a lna 

Ì 
y = 

y = arcsinx ; y = 

xlna 

Ì 

y = cotgx, 

y = e , 

y = lnx ; 

; y = arccosx, 

y = -sinx 

Ì 
y = -

y = e 

y 

ý ' 

s in 2 x 

ì_ 
X 

y = arctgx, 
1 + x ' 
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• Đạo hàm hai phía, đạo hàm vô cùng 

Nếu tổn tại lim f(x) ~ f(c) thì gịớj hạn đó được gọi Ịà đạo 

x-*c-0 X - c 
hàm trái của nó f (x ) tại X = c và kí hiệu là f ' - ( c ) , tương tự 

f ( x ) - f (c ) 
lim gọi là đạo hàm phải của f (x ) tạ i X = c, kí hiêu là 

x-»c+0 x - c 
f ( x ) - f (c ) 

f ' + (c ) . Kh i l im = +00 hoặc - 00 thì nói rằng tạ i X = c, 
x-»c x - c 

f(x) có-đạo hàm vô cùng. 

• Đạo hàm và vi phân cấp cao 

Nếu đạo hàm f '(x) là một hàm số khả vi và đạo hàm của f '(x) được 

d 2 f 
gọi là đạo hàm cấp hai, kí hiệu là f "(x) hay —-ý , t iếp tục suy diễn, 

dx 
nếu đạo hàm cấp (n - 1) của f (x ) cũng khả vi thì đạo hàm của đạo 
hàm cấp (n - 1) của f (x ) được gọi là đạo hàm cấp n của f (x ) , kí hiệu 

là f<n)(x) hay —, nghĩa là Í^Cx) = r^"-^(x)]' 
d x n L J 

Các quy tắc lấy đạo hàm cấp cao : 

l(n) [Xf(x) + n g ( x ) ] ( n ) = ư ( n ) ( x ) + H g ( n ) ( x ) . 

[fWg(x)](n) = Ề^^f(n-k)(x)g(k)(x) 
}(<<}_ ni 

k=0 

M ộ t vài đạo hàm cấp cao của một vài hàm số sơ cấp 

f(x) = x\ ^(x) = k(k - 1)... (k - n + l)xk_n (n < k) 

f (x ) = e x , f<n>(x) = e x 

f (x ) = sinx, p k \ x ) = ( - l ) k s i n x ; p k + ° ( x ) = ( - l ) k 

f (x ) = cosx, p k \ x ) = ( - Ì ) kcosx ; p k + 1 >(x) = ( -1 ) k s i 

cosx 

sinx 
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f ( x ) = - U ^ ( X ) = ( _ 1 ) " _ ! 1 ' 

l + x ( l + x ) n + 1 

f(x)=-U f<n>(x)=— 

l - x ( l - x ) n + 1 

Nếu f (x) khả vi thì vi phân của vi phân df được gọi là vi phân cấp 

hai của f(x), kí hiệu là d2f : d2f: = d(df) 

Một cách quy nạp, vi phân cấp n của f(x) kí hiệu là dnf là vi phân 

của vi phân cấp (n - 1) của f(x) : dnf = d(dn_1f). 

B À I TẬP 

1. Cho f(x): = (X - 1) (X - 2)2(x - 3)3 ; tính f XI), f m f "(3). 

2. Cho f ( x ) : = X + (X - l)arcsin J - ĩ - , tính f "(1). 
Vx + 1 

3. Tính đạo hàm các hàm số : 

l.y = x++ #r, 2.y=i + -ị= + 4= 
X Vx lu 

3. y = #? 2 4. y = n+^(l-x)m(l + x)n 

v x 

•2 
Sin X I 

7. y = - ^ - f . 8. y = sin X 2 cos n X 

9. y = tg^ - cotg^, 10. y = x1/x 

ll.y = ln(x+ <J\ + x2), 12. y = exlnsinx 
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13. y = l o g 3 ( x 2 - sinx), 14. y = e a r c t g x , 15. y = e x X 

4. V iế t phưomg trình t iếp tuyến với đường cong 

3 2 
y = X - 3x - X + 5 tại điểm A(3, 2) 

5. Chứng minh rằng đoạn t iếp tuyến của đường hypebôn xy = m 
gồm giữa các trục toa độ bị t iếp đ iểm chia làm hai phần bằng nhau. 

6. Tim đạo hàm và vẽ đồ thị của hàm số và của đạo hàm các hàm số : 

1. y = | x | , 2. y = x |x | , 3. y = In |x | . 

7. Tim đạo hàm của hàm số : 

1. y = Ì - X thì - co < X < Ì , y = (Ì - x) (2 - x) khi Ì < X < 2 và 
y = - (2 - x) khi 2 < X < + 00. 

2. y = x 2 e x khi |x| < Ì, y = - khi |x| > 1. 
e 

8. Tính y' nếu : (với f là một hàm số khả vi) 

Ì. y = f ( x 2 ) , 2. y = f ( s in 2 x) + f(cos 2 x) , 3. y = f ( e x ) e f ( x ) . 

9. Cho f (x ) = x(x - l ) (x - 2)... (X - 100), tính f '(0) 

10. Vói điều kiện nào thì hàm số f ( x ) : = x n s i n - khi X * 0 và f(0) = 0 : 
X 

Ì. Liên tục tạ i X = 0, 2. K h ả v i tại X = 0 

3. Có đạo hàm liên tục tạ i X = 0. 

l i . Chứng minh rằng hàm số f (x) = | x - a | ( p (x ) , trong đó ọ (x ) là 

một hàm số liên tục và ọ (x ) * 0, không khả v i tạ i đ iểm X = a. 

12. Xét tính khả v i của các hàm số : 

Ì 

L y - ( x - l ) ( x - 2 ) 2 ( x - 3 ) 2 2. y = lcosxl 
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13. Tim đạo hàm trái f - ( x ) và đạo hàm phải f + ( x ) cùa các hàm số: 

l.f(x)= |x|, 2. f ( x ) = V s i n x 2 

14. T im vi phân các hàm số 

3. y = — In 
3 la 

X - a 
x + a 

, a * 0 , 

Ì X 
2. y = - a r c t g - (a * 0), 

a a 

4. y = l n | x W x 2 + a|, 

5. y = arcsin —, a * 0. 
a 

15. Cho u(x), v(x) là hai hàm số khả vi, chứng minh rằng 

Ì. d(Cu) = Cdu (C là hằng số), 2. d(u + v) = du + dv, 

3. d(uv) = vdu + udv, 4. d 
' ' u ^ v d u - u d v 

16. T i m 1. d(xe ) , 

3.d 

>. d ( V ? + 

4. d l n ( l - X ) . 

17. T i m 1. - ^ - ( x 3 - 2 x 6 - X 9 ) , 2. - Ị 
d ( x 3 ) 

sinx^ d(sinx) 
, 3 . 

d(cosx) 

18. Dùng công thức số gia của hàm số khả v i , t ìm giá trị xấp xỉ 
của các biểu thức : 

1. ^Ĩ7Õ2 2. Sin29°, 3. l g l l , 4. arctgl,05 

19. Chứng minh công thức xấp xỉ : 

V a 2 + x « a + — ( a > 0 ) 
2a 

với |x|« a (hệ thức A « B vói A, B > 0 kí hiệu A rất bé so với B). 
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Dùng công thức trên tính các giá trị xấp xỉ của 

1. V ã , 2 . 7 3 4 , 3 . 7 Ĩ 2 Õ . 

20. T im y" nếu 

L y = x V l + x 2 , 2. y = x 

„2 3. y = e" x , 4. y = lnf (x) . 

21 . T im y ' x , y " x x của hàm số y = f (x ) cho dưới dạng tham số : 

1. X = 2t - t 2 , y = 3t - t 3 , 2. X = acost, y = asint, 

3. X = a(t - sim), y = a( Ì - cost). 
22. Tim đạo hàm cấp cao các hàm số : 

X 2 (8) l + x - 1_ (100) 
1. y = — , tính y w , 2. y = - Ị = , tính / \ 

1 -x v l - x 
3. y = X 2 e 2 x , tính y ( 2 0 ) , 4. y = X 2 sin2x, tính y ( 5 0 ) 

23. Tính y ( n ) nếu 

1. y=——-, 2. y = -— 
x ( l - x ) x 2 - 3 x + 2 

3. y = —-— 4. y = eaxsin(bx + c). 

ỊỊĨ+X 

24. Dùng phương pháp quy nạp chứng minh rằng 

x n _ 1 e * ; 
n ( n ) n Ì 

x n + 1 

25. Cho đa thức Legendre P m ( x ) : 

lim) ì r ì 
P m W : = - ^ — [ ( x 2 - l ) m J (m = 0 , l , 2 . . . ) m - ->m . 

z m! 
Chứng minh rằng P m ( x ) thoa phương trình 

(Ì - x 2 ) P " m ( x ) - 2 x F m ( x ) + m(m + l ) P m ( x ) = 0 
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26. Cho đa thức Tchebychev - Hermite H m ( x ) : 

H m ( x ) : = ( - l ) m e x 2 ( e - x 2 ) ( m ) (m = 0, 1,2,...) 

Tim biểu thức hiện của H m ( x ) và chứng minh rằng 

H " m ( x ) - 2 x H ' m ( x ) + 2 m H m ( x ) = 0. 

ĐÁP SỐ VÀ GỢI Ý 

4. 8x - y - 22 = 0 

6. 1. s g n x ( x * 0 ) , 2. 2 jx | , 3. - (x * 0). 
X 

7. 1. ý' = - Ì khi -00 < X < Ì ; ý' = 2x - 3 khi Ì < X < 2 ; y' = Ì 
khi 2 < X < + 00, 

2. y' = 2 x e ~ * 2 ( Ì - X 2 ) khi |x| < Ì , y' = 0 khi |x| > Ì 

8. Ì . 2 x f ( x 2 ) , 2. sin2x[f ' (s in 2 x) - f ' (cos 2 x)], 

3 . e f ( x ) [ e x f ' ( e x ) + f ( x ) f ( e x ) ] . 

9. 100! 

10. 1. n > 0, 2. n > Ì , 3. n > 2 

l i . f - ( a ) = - cp(a), f • +(a) = ọ(a) 

2k - 1 
12. 1. Không khả vi khi X = Ì, 2. Không khả vi khi X = — TI, k eZ. 

13. 1. f '-(x) = f '+(x) = sgnx với X * 0, f '-(0) = - Ì, f '+(0) = Ì. 

2. f '-(x) = f '+(x) = khi V2kí < |x| < V(2k + l)7t 
•vsinx 2 

(k = 0, Ì , 2 , . . . ) ; f ' - ( 0 ) = - Ì ; f + ( 0 ) = Ì ; f • ± ( > / (2k + l ) w ) = ± 00 

f±(>/2kí) = ±oo (k= 1,2,3,...). 
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17. 1. Ì - 4 x 3 - 3 x 6 ; 2. —í-r- (cosx - sinx) ; 
2x2 

3. - cotgx (x k7t, k € Z ) . 
18. 1.1,007 (theo bảng Ì ,0066); 2. 0,4849 (theo bảng 0,4848) ; 

3. 1,043 (theo bảng 1,041); 4. 0,8104 * arctgl,05 * 46°26' 

(theo bảng arctg Ì ,05 « 46°24' 
19. 1. 2,25 (theo bảng 2,24) ; 2. 5,833 (theo bảng 5,831) 
3 10,9546 (theo bảng 10,9545). 

20. 1. 
x(3 + 2 x z ) 

(l + x2)3/2 

2. 
3x 

( l - x 2 ) 5 / 2 

X < Ì ; 

f ( x ) f ' ( x ) - f 2 ( x ) 

f2(x) 

;3. y" = -21 . 1. y " = 

3. 2e" x ( 2 x z - 1 ) ; 

3 

4 ( 1 - t ) 
; 2. y " = 

. 3 
asin t 

( f (x )>0) 

4asin 4 --

22.1. y ( 8 ) =• 
8! 

( l - x ) v 

( x * l ) , 2 . y 
(100) = 197!!(399-x) 

2100(l-x)100vr^ 
(X<1), 

- (20) _ -.20 2x , 2 , n -s 
3. y = 2 e (x + 20x + 95), 

4. y(50) = 250(- X2sin2x + 50xcos2x + -==- sin2x). 
J 2 

23 .1 . n (-1)" +  Ị 
x n + l • ( 1 _ x ) n + l 

,2 . ( - l ) n n ! 
Ì 

( x - 2 ) n + 1 ( l - x ) n + 1 

3- ( " 1 ) n + 1 L 4 r ( 3 n

n : f r + 2 X ) < n a 2 , x * - l ) ; 
3 n ( l + x ) n + 1 / 3 

4. e^Ca2 + b 2 ) 2 sin(bx + c + lúp) với sincp = ; cos(p = 
2 , u2 

2 2 m 
25. Lấy đạo hàm (m + 1) lần hệ thức (x - l)u' = 2mxu vói u : = (x - 1) . 

26. Dùng đẳng thức ù' + 2xu = 0 , với u = e -X 
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Chương 5 

C Á C Đ Ị N H L I V Ê G I Á T R Ị T R U N G B Ì N H 

Trong những mục trước chúng ta đã nói nhiều về các phép tính 

đạo hàm, về tính khả vi của hàm số, bây g i ờ trong mục này chúng ta 
xét một khía cạnh ứng dụng : xét khả năng tồn tạ i một giá trị trung 
gian của hàm số trong một khoảng nào đó và đi đến một số định lí 
thường có tên gọi là các định lí vế giá trị trung bình của hàm số. 
Điểm đặc biệt của định lí này là phát biểu rất tự nhiên, ý nghĩa hình 

học càng tự nhiên hơn ; cách chứng minh cũng đom giản, nhưng phạm 
vi ứng dụng l ạ i rất rộng rãi và đa dạng. Trưóc hết, ta nhắc lạ i định 
nghĩa cực trị của hàm số. Cho hàm số f (x) xác định trong khoảng (a, b) ; 
nói rằng f (x ) đạt cực đạ i (cực tiểu) t ạ i đ iểm X = c, c e (a, b), nếu với 
X + Ax e (a, b) ta có : 

f(c + Ax) - f(c) < 0 ( > 0) 

Điểm X = c thường được gọi là điểm cực trị của hàm số f(x). 

5.1. Các định lí về giá trị trung bình 

Bổ đề 5.1. (Định lí Fermat) 

Nếu hàm số/: (a, h) -> R đạt cực trị tại c e (a, h) và nếu Ị khả vi 
tại c thì f'(c) = 0 

Chứng minh. 

Giả sử c là điểm cực đại của f. Theo giả thiết f khả vi tại X = c nên 
tồn tại đạo hàm f '(c). Ta có : 

fw=,iim,f(c+h)-f(c) 

h->0 h 
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Vì f (x ) đạt cực đạ i tạ i c nên f(c + h) - f(c) < 0 với mọi h, do đó : 

'±j»=M a0khih<0và f(c + h)-f(c)<0khih>0. 

Như thế, chuyển qua giói hạn khi h -> 0 ta có f ' +(c) < 0 và f "_(c) > 0 ; 

mặt khác vì tồn tại đạo hàm f '(c); nghĩa là f '+(c) = f '-(c) = f '(c), do 

đó f '(c) = 0 ; trường hợp c là đ iểm cực t iểu của hàm số f (x) cũng 

được chứng minh tương tự. • 

Hệ quở 5.2 (Định lí Rolle). 

Cho hàm sốf(x) xác định, liên tục trong khoảng đóng la, h] và khả 
vi trong khoảng mỏ ịa, b) ; giả sửf(a) =f(b) ; khi đó tồn tại c € (a, b) 
sao chof'(c) = 0. 

Minh hoa hình học. 
V' 

Theo giả thiết, đồ thị của hàm số 
có dạng như hình vẽ (hình 5.1) ; khi 

đó định lí Rolle khẳng định rằng đồ 
thị của f (x) nhận một t iếp tuyến song 

song với dây cung AB (vì f '(c) = 0, Ẩa)=Ẩb)-
tức là t iếp tuyến song song với trục 
hoành nhưng vì f(a) = f(b) nên dây 
cung AB song song với trục hoành) 
tại điểm (c, f(c)) , với c 6 (a, b). 

Vì f (x ) liên tục trên [a, b] nên theo định lí 3.9 f (x ) đạt được giá trị 
nhỏ nhất min f (x ) và giá trị lớn nhất max f ( x ) , X € [a, b] . K h i đó có 
hai khả năng xảy ra : hoặc cả hai giá trị đó đều đạt t ạ i hai nút a và b 
và như t h ế : 

f(a) = f(b) = min f (x ) = nìax f ( x ) ; X e [a, b] 

và f(x) là một hằng số với mọi X € [a, b], do vậy f '(x) đồng nhất 

bằng không với bất kì X € [a, b] ; hoặc có một giá trị đạt tạ i một 

điểm c nào đó , c 6 (a, b) như thế theo bổ đề trên f '(c) = 0. • 

Hình 5.1 
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Nhân xét. 

(1) Giả thiết f (x ) liên tục trên khoảng đóng [a, b] là một giả thiết 

không thể bỏ qua được. Chẳng hạn xét hàm số 

f ( x ) = 

Hàm số này xác định trong [0, 1] nhưng không liên tục trong [0,1), 
do đó không thể áp dụng định lí Rolle được (hình 5.2). 

(2) Giả thiết hàm f (x ) khả vi trong khoảng m ở (a, b) cũng là một 
g iả thiết không thể bỏ qua được. 

Chẳng hạn xét hàm số f(x) = |x| (xem hình 5.3) với X € [-1 ,1]; 

o 1 
Hình 5.2 

y< 
1 

K A . 
X -1 0 1 X 

Hình 5.3 

hàm số này liên tục trong  Ị - Ì ; 1] ; f ( - 1) = f ( l ) = Ì, nhưng f(x) không 
khả vi trong ( - Ì, 1), do đó cũng không áp dụng định lí Rolle được. 

(3) Trên kia, khi nói về minh hoa hình học của định lí Rolle 
chúng ta đã nói rằng, nếu thoa các g iả thiết vẻ liên tục, khả v i và nếu 

f(a) = f(b) thì đồ thị của f ( x ) có t iếp tuyến song song vớ i dây cung 
A B (điều đó là bản chất), hem nữa vì f(a) = f (b) nên dây cung AB lạ i 
song song với trục hoành và do vậy t iếp tuyến đ ó có hệ số góc bằng 
không, nghĩa là f '(c) = 0. Như 
t hế nếu dùng một phép quay 
hộ toa độ một góc 0 nào đó 
(hình 5.4) thì đĩ nhiên, đồ thị 
vẫn có t iếp tuyến song song với 
dây cung A B nhưng t iếp tuyến 

đó không còn song song với 
trục hoành nữa vì f(a) * f (b ) . Hình 5.4 
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Nhận xét này dẫn đến định l í : 

Định lí 5.3 về số gia hữu hạn (Định lí Lagrange). 

Cho hàm f(x), xác định liên tục trên khoảng đóng [à, h], khả vi 
trong khoáng mở ịa, b), khi đó tồn tại một điểm c e (a,b) sao cho : 

f ( b ) - f ( a ) _ _ „ . 
(5.1) = f (c) . 

b — a 

Chứng minh. 

Tất cả vấn đề là dựng được một hàm số thoa các giả thiết của định 

lí Rolle ; thật vậy xét hàm số 

g(x):=f(a)+í»)(x-a) 

b —a 

(lưu ý rằng đồ thị của g(x) chính là dây cung A B (hình 5.4). 

Hàm SỐ h = g - f liên tục trong [a, b ] , khả v i trong (a, b) và 
h(a) = g(a) - f(a) = 0 ; h(b) = g(b) - f (b) = 0, do vậy theo định lí 

Rolle, tồn tạ i c e (a, b) sao cho h'(c) = 0 tuy nhiên : 

b-a 

•Chùy 

(1) Công thức (5.1) còn có dạng : 

(5.2) f ( b ) - f ( a ) = f ' ( c ) ( b - a ) . 

Tuy xuất phát từ công thức (5.1) nhưng công thức (5.2) có một 
ý nghĩa đặc b iệ t , đóng một vai t rò rất cơ bản trong nhiều ứng dụng 
đa dạng trong g i ả i t ích : b i ế n một h iệu số thành một t ích số 
(giống như các hằng thức đáng nhớ quen thuộc trong đ ạ i số sơ cấp 

a n - b n = (a - b ) ( a n " 1 + a n - 2 b + . . . + a b n " 2 + b n " *)) và thường được 

dùng để xét dấu của hiệu f(b) - f(a) hay để ước lượng | f (b) - f ( a ) | . 
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(2) Nếu trong công thức (5.2) đặt a : = X ; b : = X + h ta c ó : 

(5.3) f ( x + h) - f ( x ) = f ' ( c ) h 

với c là một số ở giữa X và X + h. 

So sánh công thức (5.3) và công thức biểu diễn số gia hàm s ố : 

(5.4) f (x + h) - f (x ) = f*(x)h + o(h) 

ta thấy (5.3) đã dồn o(h) vào giá trị đạo hàm tạ i X = c. 

Nếu e là một số dương gồm giữa 0 và Ì : 0 < 9 < Ì thì vì c ở giữa 
X và X + h nên có thể viết X + 0h = c, 0 < 0 < 1. 

Như t h ế công thức (5.3) có dạng 

(5.5) f (x + h) - f ( x ) = f '(X + 6h)h 

So sánh hai biểu diễn (5.3) và (5.5) c ó i h ể thấy rằng nội dung chữ 
giá trị trung bình  ở đây là giá trị trung bình của đạo hàm của f (x) . 

(3) Nếu quan tâm đến minh hoa hình học của định lí Lagrange thì 
sẽ dẫn đến một kết quả giải tích tổng quát hơn định lí Lagrange. Thật 
vậy, nếu chuyển đường cong sang dạng tham số X = g(t), y = f ( t ) với 
t e ftx, Pl và g(ct) = a ; g(P) = b, thì hệ số góc của dây cung AB 
(hình 5.4) sẽ là 

f ( P ) - f ( q ) 

f ( P ) - g ( a ) 

và hệ số góc của t iếp tuyến với đ ồ thị (xem mục đạo hàm theo tham 

số) là-5-^ ; nghĩa là: 
g'(Y) 

M.ÍM, a<Y<0. 

g ( p ) - g ( a ) g'(Y) 

Chính nhận xét này dẫn đến định lí: 

Định lí 5.4 (Cauchy). 

Cho f(x), g(x) là hai hàm số xác định, liên tục trong khoáng đóng 
[a, b] và g(a) ĩ^g(b) ; giá sửf(x) và gịx) khả vi trong khoáng mỏịa, b) 
và g'(x) * 0 với mọi X e (a, h). 
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Khi đố tồn tại c  ỏ giữa a và h sao cho 

(5.6) f(b)-f(a) = fM 
g (b ) -g (a ) g'(c) 

Chứng minh 
V ớ i nhận xét (3) vừa nêu ở trên và từ cách chứng minh định lí 

Lagrange, ta đặt 

h(x): = f(a) + ^ [g(x) - g(a)] 
g (b ) -g (a ) 

Hiển nhiên hiệu h(x) - f(x) thoa các giả thiết của định lí Rolle (?), 
suy ra tổn tạ i c, a < c < b sao cho h'(c) = 0, nghĩa là 

g(b)-g(a) 6V 7 

Chúng ta để ý rằng, trường hợp đặc biệt khi chọn g(x) : = X thì 
cồng thức (5.6) cho l ạ i công thức (5.1), nghĩa là định lí Lagrange là 
trường hợp riêng của định lí Cauchy ; mặt khác khi f(a) = f (b) thì 
công thức (5.1) cho l ạ i công thức f '(c) = 0, nghĩa là định lí Rolle là 
trường hợp riêng của định lí Lagrange. 

Bây giờ, ta v iết công thức Lagrange (5.5) dưới một dạng khác ; từ 
(5.5) c ó : 

(5.7) f (x + h) = f ( x ) + f '(x + 9h)h ; 0 < e < Ì 

Công thức này cho một cách tính giá trị của f tại lân cận X khi biết 

giá trị của f (x ) và đạo hàm f ' tạ i lân cận "rất gần" X. M ộ t cách tự 
nhiên, ta đặ t vấn đề nếu biết thêm đạo hàm các cấp cao của f t ạ i X 
nữa thì l i ệu có thể biết chính xác hơn giá trị của f tạ i lân cận X hay 
không ? Chính công thức Taylor đã suy rộng công thức (5.7) và cho 
một trả lòi vế câu hỏ i này. 

Công thức Taylor. 

Cho hàm số f(x) liên tục trong khoảng đóng [a, b] và khả vi đến 

(n + 1) lần trong khoảng m ở (a, b) ; ta đặ t vấn đề tìm một đa thức 

P n (x) có bậc không vượt quá n sao cho vói một c € (a, b) ta có : 

(5.8) f(c) = p n ( c ) ; f '(c) = P' n (c) ; . . . ; f< n ) (c) = P n

( n ) ( c ) 
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Ta sẽ tìm đa thức P n (x) dưới dạng : 

(5.9) pn(x) : = aQ + aj(x - c) + a2 (x - c)2 +... + ^(x - c)°. 

Muốn thế chỉ cần xác định các hệ số aG, aj,... , a„ thoa yêu cầu 
(5.8) vừa đặ t ra ở trên. Thật vậy, thế giá trị X = c vào (5.9) c ó 

(a) Pn(c) = aQ. Hơn nữa lấy đạo hàm P'n(x) ta có 

(b) Fn(x) = aj + 2a2(x - c) + ... + na,, (x - c)n ~ 1 

Lấy đạo hàm cấp hai P"n(x) ta được : 

(c) P"n(x) = 2a2 + 3.2a3(x - c) + ... + n(n - V&Ặ*. - c)n " 2 

Tiếp tục lấy đạo hàm nữa ta được : 

ĩ) 

p n

( k ) ( x ) = k ! a k + £ j ( j - l ) - 0 - k + l ) a j ( x - c ý - k 

l < k < n (d) 
j=k+l 

p n

( n ) ( x ) = n!a n 

Từ các hệ thức (a) đến ( d ) ; cho X = c ; ta suy ra : 

a 0 = f ( c ) ; a j = ; a 2 =—^- . a n =• 
f ( n ) ( c ) 

n! 

Như vậy đa thức P n (x) thoa yêu cầu (5.8) có dạng cụ thể 

(5.9) pn(x) = f(c) + ÍM(X _ c) + IM (x _ c)2 +... + 

i • 4b ỉ 

Bây g iờ ta dặt 

(e) Rn(x) : = f(x) - Pn(x) 

f ( n ) ( c ì 
+  Ọ £ ) ( x _ c ) n 

n! 
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Vì theo giả thiết, f khả v i đến (n + 1) lần, và theo hệ thức (e) ta có : 

( f ) R n ( c ) = R' n (c) = R" n (c) = ... = R n

( n ) ( c ) = 0 

Bây giờ, nếu đặt G ( x ) : = (x - c ) n + 1 thì cũng có : 

(g) G(c) = G'(c) = ... = G ( n ) ( c ) = 0 và G ( n + 1 } (c ) = (n + 1)! 

G i ả sử X * c ; X 6 (a, b ) ; từ các hệ thức ( f ) và (g) ta có : 

R n ( x ) = R n ( x ) - R n ( c ) 

G(x) G ( x ) - G ( c ) 

Áp dụng định lí Cauchy vào tỉ số trên ta đước 

R n ( x ) = R n ( x ) - R n ( c ) = R ' n ( C l ) 

G(x) G ( x ) - G ( c ) G'(c) 

với Cị nằm giữa X và c. Cũng từ các hệ thức trên, có : 

G'(ci) G\Cỉ)-G\c) 

L ạ i áp dụng định lí Cauchy vào tỉ số trên ta được : 

R ' n ( c i ) R ' n ( C ) ) - R ' n ( c ) R " n ( c 2 ) 

G v ( c i ) G X c ^ - G X c ) G"(c 2 ) 

với C2 nằm giữa Cj và c. 
Như thế, sau (n + 1) lẩn áp dụng định lí Cauchy ta được : 

R n ( x ) ^ R g + 1 ( c ) 

G(x) G n + 1 ( c ) 

Từ hệ thức định nghĩa G(x) c ó : G ( n + 1 } (x ) = (n + 1)! với mọi X, do đó 

G ( n + 1 ) ( c ) = ( n + 1)! 

Mặt khác, từ hệ thức định nghĩa Rn(x), suy ra : 

R ( n + l ) ( x ) = f ( n + l ) ( x ) _ p(n + l ) ( x ) = f(n + 1) ( x ) 
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Từ đó , suy ra : R n ( x ) = \ / ( x - c ) n + 1 

(n + 1)! 
Tổng kết các kết quả trên, ta đi đến định l í : 

Định lí 5.5. ( M ở rộng định lí Lagrange). 

Nếu hàm f(x) xác định có đạo hàm đến cấp n Hên tục trong 
khoảng đóng [à, b], có đạo hàm cấp (n + 1) lần trong khoảng mà (a, b) 
thì với hất kì c e(a, h) luôn có 

(5. 10) fOO = f(c) + ÍM(X - c) + í^p(x - c)2 + ... + 

+ í ^ ( x _ c ) „ + f ^ S Ị ) ( x _ c r , 

n! (n + 1)! 

với ã là một số nằm giữa X và c. 

Người ta thường gọi công thức (5.10) là công thức Taylor và biêu 
diễn một hàm số f (x ) dưới dạng (5.10) được gọ i là khai triển Taylor 
hữu hạn của hàm số f (x ) t ạ i đ iểm X = c. 

Đặc biệt , khi c = 0 thì (5.10) được gọi là khai t r iển Mác Laurin 
của f (x) và khi đó (5.10) có dạng : 

f ' (0 ) f " (0) 2 
(5.11) f (x ) = f ( 0 ) + i 7 T x + ^ r x + - + 

, f(n)(0)xn , f(n+1)(ex);cn+Ị 
n! (n + 1)! 

V ớ i 9 t h o ả 0 < e < 1. 

• Nhận xét. 

(1) Nếu đặt X : = c + h thì công thức (5.10) có dạng 

(5.12) f(c + h) = f(c)+ ÍMh + IMh2 

+ Ể^SẤhn ,f(n+1)(c + 8h)hn+Ị 
n! (n + 1)! 

và đặc biệt , với n = Ì thì công thức (5.10) chính là (5.7). 
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Nói khác đi, công thức (5.10) đã trả lời câu hỏi đặt ra ở trên, nếu biết 

thêm các đạo hàm cấp cao của f tại X = c thì việc tính xấp xỉ giá trị của f tại 

lân cân c càng chính xác và chính lương Rn : =—ỉ—f(n+1)(c + 9h)hn+1 

(n + 1)! 
cho độ chính xác của f(c + h) và khi thay f(c + h) bởi : 

f(c + h)*f(x)+ÍMh+£(£)h2+...+ í^hn 
Ì! 2! n! 

thì nhận một sai số không vượt quá —ỉ—|f(n+1)(c + 0h)hn+1|, còn 
(n + 1)! 

một trở ngại nữa là rất tiếc trong biểu thức R n chúng ta chưa xác 

định được chính xác giá trị 8h thì chỉ biết 6 là một số dương gồm 
giữa 0 và Ì ; dẫu là ta đã g iả thiết f có đạo hàm đến cấp (n + Ì ) tạ i 
mọi đ iểm thuộc (a, b). Tuy nhiên trong rất nhiều trường hợp, với các 
hàm số sơ cấp cơ bản quen thuộc, ta có thể ước lượng được một cận 

trên của f ^ n ^ ( x ) ; nghĩa là tìm được một số M > 0 sao cho 

|f(n)(x)| < M, X e (a, b) 

Khi đó , việc xấp xỉ giá trị f(c + h) được coi như hoàn hảo vì muốn 
tính f(c + h) chỉ cần thực hiện các phép tính số học (+, - , X, :) và đ ĩ 

nhiên biết các đạo hàm f ( n ) ( x ) . 

(2) Sau đây sẽ giới thiệu một số khai t r iển Mác Laurin hữu hạn 
của một số hàm số sơ cấp quen thuộc. 

(a) Khai triển f(x) = (Ì +x)m ; m nguyên dương. 

Dễ dàng k i ểm tra l ạ i rằng 

f(0) = Ì ; f '(0) = im ; f "(0) = m(m - 1),.... f(m)(0) = m!; f(m+1)(0) = 0. 

Do đó , dùng công thức (5.11) ta được : 

,_ ._. ,m , m mím—1) 2 
(5.13) (Ì + x ) m = Ì + — X + — — — - x z + . . . + 

Ì! 2! 
, m ( m - l ) . . . ( m - k + l ) k | m 
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thay X bởi - X ta l ạ i có : 

(5.14) (Ì - x)m = Ì - —X + ^zR^ + ... + 
Ì! 2! 

+ ( _ 1 ) k m ( m - l ) ( m - k + l ) x k ^ + ( _ i r x n , 
k! 

(b) Khai tr iển f (x) = 1 

1 + x 

Dừng lại thí dụ (a) mục 4.4, chương 4, ta được : 

Ì 

1 + x , 
= ( - 1 ) " n 

( l + x ) n + 1 

Từ đó , có : 

f(0) = Ì ; f XO) = -Ì ; f "(0) = (-1)22! ; ...; f(n)<0) = (-l)nn! 

Do vậy, dùng công thức (5.11) ta được 

(5.15) — = Ì - X + X2 -... + (-l)nxn + (-l)n+1 ! rxn+1 

1 + x ( l + 6 x ) n + 1 

Thay X bởi -X vào công thức trên ta được 0(xn) 

(5.16) — = Ì + X + X2 + ... + xn + ỉ -xn+l 

! - x ( l + 9 x ) n + 1 

(c) Khai tr iển f (x ) = ln( Ì +x) . 0 ( x n ) 

Ta để ý rằng f(0) = 0 và f "(x) = —X—, do vậy : 
Ì + X 

f ( n + 1 ) ( x ) = ( -1)" n ! ^ ; (dùng thí dụ (b)) 

Do đó: 
( Ì + x ) n + 1 

X 2 

(5.17) l n ( l + x ) = x - — + ... + 
2 
n- l x n , t „ n Ì Ì + ( - ! ) " - » — + ( - l ) n 

n n + 1 P+Qx)"'*' 1 

0(x") 

X n+l 
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Đặc biệt nếu X là VCB thì thường dùng công thức (5.17) dưới dạng 

X 2 2 
(5.17a) l n ( l + x ) = x - — + o ( x z ) 

và thay X bởi - X , ta có : 
x 2 , 

(5.17b) l n ( l - x ) = - x - ^ - + o ( x z ) 
dề 

(d) Khai tr iển f ( x ) = e x . 

Vì f (0) = Ì ; f '(Ó) = Ì , . . . . f "(0) = Ì nên 
¥ Y 2 xn l» e x ì 

(5.18) e x = Ì + —+ — + . . . + — + x n + 1 ; 0 < e < Ì 
v ' Ì! 2! n! (n + 1)! 

0(x") 
Đặc biệt khi X là VCB thì thường dùng công thức 

(5.18a) ex =l + ^ + ^- + o(xn). 

(e) Khai t r iển f (x ) = sinx. 
Dùng thí dụ (a) ta được 

f t n ) ( x ) = 
( - l ) k sinx ; với n = 2k 

( - l ) k cosx ; với n = 2k + Ì 

Do đó , dùng công thức (5.11) ta được 

X 3 

(5.19)sinx = x - - y + ... + 

.. x2n_1 x2n 

+ ( _ l ) n - l _ ± + ( - l ) n - — s i n G x , 0 < e < l 
v ( 2 n - l ) ! 

Tương tự, ta có : 0(x 2 n ) 

. . . . . ' X 2 

(5.20) cosx = Ì - — + . . . + 

2n 2n+l 
+ ( _ D n ±— + ( - I ) n + 1 - ĩ cosGx, 0 < 8 < Ì 

(2n)! (2n + l ) ! 

0 ( x 2 n + l ) 
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Đặc biệt khi X là VCB, ta thường dùng các công thức 

X 3 V 
(5.19a) sinx = X - -— + o(x ) 

3! 
X 2 

(5.20a) cosx = Ì - — + o ( x z ) 

(f) Khai triển f(x) = (Ì +x)a, a € R, a * 0. Có thể chứng minh 
được rằng : 

(5.21) (1+ x ) a = Ì + ax + " t e - ^ x 2 + ... + 
2! 

+ a ( a - l ) - ( a - k + l ) x k + + 

k! 
a ( a - l ) „ . ( a - n +1) n n . . 

n ! 
Đặc b i ệ t : 

(5.21a) J ĩ + X = l + - x - - x 2 + x 2 . o ( x ) 
V 2 8 

(5.21b) -pi= = l--x + -x2+x2.o(x) 
v m 2 8 • 

• Khai triển hữu hạn : 

Các công thức (5.10) ; (5.11) và các công thức từ (5.13) đến 

(5.21) có một dạng chung : đó là b iểu diễn hàm số f ( x ) dưới dạng 
tổng một da thức và một biểu thức dần tới không lân cận một điểm 
xác định nào đó , nghĩa là f (x ) có dạng 

f(x)= Pn(x-c) + o((x-£)n) 

trong đó P n ( x - c ) là một đa thức có bậc không vượt quá n và 

o((x - c ) n ) là một VCB bậc cao hom n khi X -> c. 

Ta cũng nói rằng f ( x ) nhận một khai triển hữu hạn cấp n lán cận 
điểm X = c, và đa thức P n (x - c) được gọi là phẩn chính hộc tì của 
khai tr iển hữu hạn. 
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Chẳng hạn các công thức (5.17), (5.18), ... là các khai triển hữu 

hạn của các hàm số l n ( l ± x) , e x , . . . lân cận điểm X = 0. 
Người ta cũng chứng minh được khai triển hữu hạn có các tính 

chất sau đây : Cho f, g là hai hàm số nhận khai triển hữu hạn lân cận 
điểm X = 0, khi đó 

(i) XÍ + g ; X e R cũng nhận khai triển hữu hạn lân cận đ iểm X = 0. 
( l i ) f .g cũng nhận khai t r iển hữu hạn lân cận X = 0. 
( i i i ) Nếu f(0) = 0 thì hàm hợp g[f (x) ] cũng nhận khai t r iển hữu 

hạn lân cận X = 0. 

(iv) Nếu g(0) * 0 thì f /g cũng nhận khai triển hữu hạn lân cận X = 0. 
Dưới đây sẽ giới thiệu cách dùng khai tr iển hữu hạn để tìm một số 

giới hạn. 

( a ) T ì m l i m ( 2 x + 3 X _ 5 X ) ( 2 x + 3 x - 2 . 5 x r í

? 

x-»0 

Gọi biểu thức cần tìm giới hạn là A, ta có : In A 
l n ( 2 x + 3 x - 5 x ) 

( 2 X + 3 X - 2 . 5 X ) 
Mặ t khác, ta có : 

0 X . iX cX _ _xln2 , _xln3 _ _xln5 

= Ì + xln2 + Ì + xln3 - Ì - xln5 + o(x) 

= Ì + x i n - + o(x) 

Vậy ln (2 x + 3 X - 5 X ) ~ x i n - và : 

2 X + 3 X - 2.5* = e x l n 2 + e x l n 3 - 2 e x l n 5 

= Ì + xln2 + Ì + xln3 - 2(1 + xln5) + o(x) 

Ì Ế/1 A 
In- / ln— 
, 5 25 
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(b) Tim l im 
x-»l l - x a l - x f 

, ab * 0 ? 

Khai t r iển hữu hạn của Ì - x a , a * 0 lân cận X = Ì là 

Ì - xa = -<x(x - 1) - "(""^(x -1)2 + o[(x - Ì)2]. 

M ặ t khác , có 

a b 

1 - x 8 l - x c 

f 
Do đó : l im 

x-»l 

( l - x a ) ( l - x b ) 2 

a - b 

l - x a 1 - x 1 

5.2. ứ n g d ụ n g c á c đ ị n h l í v ề g i á t r ị t r u n g b ì n h 

Trong mục này chúng ta sẽ nêu một số ứng dụng đa dạng của tính 
chất khả vi của một hàm số, đặc biệt các định lí về giá trị trung bình. 

5.2.1. Khử dạng vô định 

Định li 5.6 (De L'Hospital). 

Giá sử các hàm sốf(x), g(x) xác định, khả vi tại lân cận X = a (a € R), 
có thể trừ tại x-a. Nếu lim f(x) = lim g(x) = 0, g'ịx) *0ỏlăn cận 

X—»a X—»a 
X = a. 

Và nếu l im ỉ ^ - = A thì l im = A. 
X—a g\x) x - a g(x) 

Chứng minh. 

Theo giả thiết f(x), g(x) khả vi tại lân cận X = a nên liên tục ở đó. 
Nếu f(x), g(x) không xác định tại X = a, ta bổ sung giá trị của chúng 
tại X = a bằng cách đạt f(a) = lim f (x) = 0, g(a) = lim g(x) = 0. Khi đó 

x->a X—>a 
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f (x) và g(x) liên tục ở lân cận X = a và cả tại X = a. Do định lí Cauchy 
ta có 

í 00 = f(x)-f(a) = f'(c) 

g(x) g(x)-g(a) g'(c) 

với c là một điểm nào đó nằm giữa X và a. 
Khi X -> a thì c -> a. 

Vậy nếu lim = A thì lim = A. • 
x-»ag*(x) x->ag(x) 

• Nhận xét 
f'(x) 

(1) Trường hóp l im — — = 00, đinh lí De L'Hospital vẫn đúng ; 
x->a g'(x) 

thật vậy, khi đó : 

x->â f'(x) 

g(x) 
và do đó theo đinh lí trên ; ta cũng có l im = 0, do đó 

x-»a f ( x ) 
.. 100 _,. f'(x) 

l im ——- = l im — — 
x-»ag(x) x->ag'(x) 

(2) Trưòng hợp X 00 vẫn có thể dùng được định lí 5.6 ; thật vậy, khi 

đó chỉ cần thực hiện phép đổi biến X = — có t -> 0 (khi X -> co), do vậy 
f 

1 ] := p(t) 1 0 0 - f í 

g(x) = g í - ] := q(t) 
t 

Hiển nhiên, khi đó 

x - w g ( x ) t->0q(t) 
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Do vậy, dùng định lí 5.6 và nhận xét ( Ì ) ta vẫn có 

ì; Í!W - ì: p'(t) _ ,._ p(t) .. £00 
lim — — = l im = l im ỉ-^-L = l im -7-7 

x-*oog'(x) t->Oq'(t) t -»òq(t) x->oog(x) 
(3) Trường họrp f và g khả vi tại lân cận a trừ ra tại X = a ; 
limf(x)= lim g(x) =+00 và g'(x) * 0 tại lân cận a. Khi đó níu 
X—>a X—>a 
,. f'(x) A , , ,._ f(x) 
l im — — = A thì cũng có l im ——- = A . 
x->ag'(x) x ^ a g ( x ) 

Để khỏi rườm rà chúng ta không chứng minh mệnh đề này và chi 

nêu một số thí dụ áp dụng. 

Thí du. 

X 3 0 
(a) l im - ; (dạng 

x->Ox-sinx 0 

T ' r (X3)' r 3x2 _ (3x2ỵ 
Ta có : l im = l im — = l im x - > ỏ ( x - s i n x ) ' x - > Ò l - c o s x x - » Õ ( l - c o s x ) ' 

= lim ã* = lim ^ã*) = 6 ; 
x-»Osinx x-»0(sinx) ' 

X3 

vậy l i m — = 6. 
x-»0 X - sin X 

(b) lim (a>0);(dạng -): 
X—>+oo x ư 00 

Ta có 
ỉ 

.. ( lnx) ' _ x Ì Ì Ì _ n 

l im ^ — — = l im —S— = l im — — = — l i m — = 0 
x->+oo(x a)' x-*+00 (XXa 1 x_>+oo a xa a x - x » x a 

lnx 
Vậy : l im —— = 0 

X—H-00 x a 

(c) l i m ( x 2 - 4 ) t g 
x->2 

^ 7IX ^ 

\ * J 
; (dạng 0.00) 
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Đưa dạng 0.00 về dạng — bằng cách viết 

l i m ( x 2 - 4 ) t g 
x->2 í t ; 

= l im 
X—>2 

x 2 - 4 

cotg 
4 ì 

(x - 4 ) ' 
Ta có : l im — ĩ = l im 

2x 

x->2 
cotg 

4 , 

x-»2 / ' 7 I > 

(-1) sin 
2 í rcx 

-Ì 

Vậy : l i m ( x 2 - 4)tg 
x->2 4 J 

= l im 
x-»2 

16 

71 

2x.4sin z — 
2 

-7t 

16 

7t 

. . . . . _ x+s inx 00 
(d) l im — — — ; (dạng — ) . 
_ x->+00 2x 00 
Trường hợp này định lí 5.6 bất lực, thật vậy : 
(x + sinx)' 1 + cosx 2" 

l im -————- = l im = l im cos — 
XHH-00 (2x) ' x-»+00 2 x->+oo 2 

Khi X ->• +00 thì c o s - không xác định, do vậy, không tồn tạ i 

lim (x + sinx)' _ tuy nhiên không phải vì thế mà kết luận không 

x-*+oo (2x) ' 

* • •>:X- ĩ. i:„ x + sinx 
tồn tai giới han của l im — 

X-H-00 2x 

VÌ luôn có : 

sinx 
x + sinx ,. 

l im — = l im 

1 + 
X _ Ì 

X-HH-00 2x X—H-OO 2 2 
Bây giờ ta xét thêm một số thí dụ áp dụng khai triển hữu hạn để 
khử dạng vô định. 
_ ,. sinx-x 0. 

(e) T im l im " ; (dạng - ) . 
x->ox(l -cosx) 0 
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Dùng khai tr iển hữu hạn (xem (5.19)) có : 

sinx - X = -ịx3 + o(x3) ; x(l - cosx) = -X3 + o(x3) 
6 2 

s i n x - x - ^ x 3 + o ( x 3 ) 
Do đó : l im ——— = l im — 

x-*0x( l -cosx) x->0 I x 3 + G ( x 3 ) 
2 

( f ) l im 
í 

x->-

71 
— X tg 

TI -ị + 4 j ; (dạng o.co) 

3 

TI Đặ t X = — + h ; có 
4 

l im 

X— 

(ít > \ 
— - X tg — + X tg 

L4 / 

-h s in 
= l im 

h-»0 

( ! * > 

cos 

í Ì l ì 
(g) l im -7- — ; (dạng 00 -oo) 

x->0^sinx tgx , 

— + h 
K2 

= l i m 
-hcosh 

h-*0 - s inh 
= 1 

Ta có 
Ì Ị _ l - c o s x _ 2 + ° ( * 2 ) 

sinx tgx sinx 

Do đó l im 
x->0 

( Ì Ì ì 

sinx tgx 

X + o(x) 

x2+o(x2) 
= l im 

x->0 x + o ( x ) 
= 0 

tg-7tx 
(h) Tim l im (2 - x) 2 . (dạng !<=° y 

X->1 

Đặ t X = Ì + t ; t g - ( l + t) = 
-COS^t 

2 

sin —t 
2 

, do vậy 

, nx ít Ít 
tg— -cos-t/sin—ị 

A = ( 2 - x ) 2 = ( 1 _ t ) 2 2 
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Lấy lôgarit tự nhiên, có 

7t 
cos — t I ,v 

l n A =  ị - l n ( l - t ) = Ị + Q ( - J ( - t + o(t)) 
. í t 71 

s i n - t — t+o( t ) 
2 2 

= - ( t + 0(0X1 + 0(0) . 1 

TI l + o ( t ) 

7IX 2 

Do vậy l im In A =— và l im A = l i m (2 - x) 2 - e n 

t-»0 71 t->0 X->1 

5.2.2. Khảo sát sự biến thiên của hàm số 

Việc áp dụng đạo hàm để khảo sát sự biến thiên của hàm số dựa 

vào định lí sau : 

Định lí 5.7. 

Cho ỉ là một hàm số xác định, liên tục trong một khoảng đóng hữu 
hạn la, bì và khả vi trong khoảng mở(a, b), khi đó : 

(1) Điều kiện ắt có và đủ đểf(x) tăng (giảm) trong [à, hì là/'(x) >0 

( f ( x ) £0) với mọi X € (a, b). 

(2) Nếu f ( x ì 20 (f'(x) <0) với mọỉx sịa, h) và nếuf'(x) > 0 (f'(x) < 0) 

tại ít nhất một điểm X thìf(h) > f(a) (f(b) <f(a)). 

Chứng minh. 

Cách chứng minh t rưòng hợp f (x ) giảm tương tự trường hợp f (x ) 
tăng, ở đây chúng ta chỉ chứng minh trường hợp f (x ) tăng. 

(1) G iả sử f tăng, khi đó f (x + h) > f (x ) với h > 0 và f (x + h) < f (x ) 

với h < 0 và do đó f ^ X + t ì ^ — ằ 0, h * 0 ; bằng cách chuyển qua 
h 

giói hạn, có f (x) 2: 0. 
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Ngược l ạ i , g iả sử f '(x) > 0 với mọ i X e (a, b) ; lấy hai đ iểm u < V 
của đoạn [a, b] ; theo định lí Lagrange có : 

f (v) - f (u) = (v - u ) f (w) với u < w < V, do đó : 

f (v) - f (u) > 0, nghĩa là f(v) > f(u) ; f ( x ) tăng. 

(2) Nếu f '(x) > 0 với mọ i X € [a, b ] , theo (1) f (x ) tăng trên [a, b], 
do đó f(a) < f (x ) < f(b) với mọ i X e [a, b] . Nếu ta có f ( x ) = f(a) thì vì 

f tăng nên đạo hàm phải tr iệt tiêu tạ i mọ i X e (a, b), điều này mâu 
thuẫn với g iả thiết tồn tạ i ít nhất một X 6 (a, b) sao cho f '(x) > 0. • 

Định lí này có một hệ quả dùng để tìm các hàm t rộ i trong giải tích. 

Hệ quả 5.8 

Cho/, g là hai hàm số xác định, liên tục trong [a, hj, khá vi trong 
(a,h). ' 

(1) Nếu f(a) <g(a) và nếuf(x) <g'(x) với mọi X € (a, b) thìf(x) <g(x) 
với mọi X e [a, b]. 

(2) Nếu f(a) <g(a) và nếufịx) < g'(x) vói mọi X € (a, b) thìf(x) < gịx) 
với mọi X £ [ơ, b]. 

Chứng minh. 

Đặt h : = g - f 

(1) Hàm số h xác định, liên tục trong [a, b] và có đạo hàm h'(x) > 0 
với mọi X e (a, b), do đó h tăng trong [a, b ] , nghĩa là h(x) > h(a), theo 

giả thiết h(a) > 0, từ đó h(x) > 0 hay g(x) > f (x ) với mọ i X e [a, b]. 

(2) Cho X € (a, b), khi đó h'(t) > 0, với mọ i t 6 (a, x) , định lí trên 
chứng tỏ rằng h(x) > h(a) > 0, do đó g(x) > f ( x ) . • 

Thí dụ. 

(a) V ớ i mọ i X > 0, có Ì + X < e x . 

Cho X > 0, các hàm f ( t ) : = Ì + t ; g(t) : = e l liên tục, khả vi trong 

[0, x] và f XO = Ì ; g'(t) = é ' , do đó f '(t) < g'(t) với mọ i t e (0, + ao), 
từ hệ quả suy ra f (x ) < g(x). 
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TỊ 
(b) V ớ i mọ i x e 0, — , có sinx < X. 

• ự 2) 
Chỉ cần áp dụng hệ quả trên với f (x ) = sinx và g(x) = X. 

Tìm cực trị của hàm số 

Bây g iờ ta nêu một vài mệnh đề giúp cho việc tìm cực trị một hàm 
sốf (x) khả vi trong khoảng (a, b). 

Định lí 5.9. 

Cho hàm số/, xác định, liên tục trong [a, b], khá vi trong (a, b) (có 
thể trừ ra một số hữu hạn điểm) ; giả sử c là một điểm thoa a < c < h 
(cố thể tại X = c hàm f không khả vi). 

(1) Nếu khi X vượt qua c mà f'(c) đổi dấu từ + sang - thì f(x) đạt 
cực đại tại X = c. 

(2) Nếu khi X vượt qua c mà f ' ( x ) đổi dấu từ - sang + thì f(x) đạt 
cực tiểu tại X = c. 

(3) Nếu khi X vượt qua c màf'(x) không đổi dấu thì fịx) không đạt 
cực trị tại c. 

Chứng minh. 

Chúng ta chỉ cần chứng minh trường hợp (1) ; các trường hợp sau 
cũng lạp luận tương tự. 

Giả sử X là một đ iểm thuộc lân cận đ iểm X = c và X < c, khi đó 
theo g iả thiết : f (t) > 0 với X < t < c, do đó f (x ) tăng trong [x , c] 
(định lí về hàm tăng) , do đ ó f (c ) > f ( x ) ; lấy X > c thuộc lân cận 
điểm c ; theo giả thiết f (t) < 0 với c < t < X, do đó f(x) giảm trong [c, x j , 
nghĩa là f(c) > f (x ) . Như t h ế với m ọ i X thuộc lân cận đ iểm c, luôn có 
f(c) > f (x ) , f (x ) đạt cực đạ i t ạ i X = c. • 

Xét hàm số f (x ) = v x ; hàm số này xác định, liên tục tạ i X = 0 
và lân cận nó ; tuy nhiên tạ i X = 0 hàm số không khả vi (không có 
đạo hàm hữu hạn) ; mặt khác trong lân cận đ iểm X = 0 ; trừ chính 

77» dụ 
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điểm X = 0 ; đao hàm f \ x ) = -=— ; f (x) < 0 khi X < 0 và f ' ( x ) > 0 khi 

X > 0, đạo hàm đổ i dấu từ - sang + ; X = 0 là điểm cực t iểu cùa hàm số. 

Khi f (x ) có các đạo hàm cấp cao, ta còn có định l í : 

Định lí 5.10. 

Giá sử f(x) có đạo hàm liên tục đến cấp n tại lân cận điểm c, 
ngoài rơ giả sử : 

f ( c ) = f " ( c ) = ...SÍ fl»-l\c) = 0 ; / ( w ) ( c ) *0. 

Khi đó 

( Ì ) Nếu n chẵn thì f(x) đạt cực trị tại X = c, cụ thể : 

X = c là điểm cực tiểu nếu f ^ ( c ) > 0 ; 

x = clà điểm cực đại nếu f ( n ) ( c ) < 0. 

(2) Nếu n lẻ thìf(x) không đạt cực trị tại X = c. 

Chứng minh. 

Dùng khai tr iển Taylor t ạ i lân cận đ iểm X = c và chú ý đến giả 

thiết f (c) = f Xe) = ... = f ( n _ 1 ) ( c ) = 0 ; có : 

f(x) = f(c) + ĩ—p (X - c)n 

n! 

với d ở giữa X và c. 

Từ biểu diễn trên, suy ra : nếu n chẵn : (x - c ) n > 0 và nếu 

f ( n ) ( c ) > 0 ; vì f ( n ) ( x ) liên tục tạ i lân cận X = c nên có một lân cận 

đủ bé cùa c sao cho f ( n ) ( x ) > 0 với X thuộc lân cận đó , do vậy : ương 

lân cân đó : ^ ( x - c ) n > 0, nghĩa là f ( x ) > f (c) với moi X thuốc 
n! 

lân cận đó, do đó f (x ) đạt cực t iểu tạ i X = c. V ớ i trường hợp 

f ( n ) ( c ) < 0 cũng lập luận tương tự, đi đến kết luận X = c là đ iểm cực 
đạ i của f ( x ) . 
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Bây g iờ nếu n l ẻ , khi đó (x - c ) n đổ i dấu khi vượt qua giá trị X = c ; 

do vậy f (x) - f(c) có dấu thay đ ổ i khi vượt qua giá trị X = c. Vậy X = c 
không thể là đ iểm cực trị. • 

Thí du. 

(c) Xét hàm số f (x ) = X 3 ; f "(x) = 3x* 

F ( 3 ) ^ -f "(x) = 6x ; f w ( x ) = 6 ; t ạ i x = 0 c ó f '(0) = f "(0) = 0 và f ( 3 ) ( 0 ) = 6 ; 
X = 0 không thể là đ iểm cực trị. 

(b) Xét hàm f (x ) = sinx, 0 < X < 71 ; f '(x) = cosx ; f "(x) = -s inx ; 

r í = 0 f " 71 = - 1 ; X = — là đ iểm cực đạ i của hàm số. 
2 

Thí dụ này gợi ý rằng khi xét dấu f '(x) khó khăn thì người ta 
dùng đạo hàm cấp cao để tìm cực trị của hàm số. 

5.2.3. Hàm số lồi 

Định nghĩa. 

Hàm số f xác định trong khoảng ì được gọi là l ồ i nếu với mọi a, b e ì 
với mọi t e [0, 1] luôn có 

tf(a) + (Ì - t ) f(b) > f(ta + (Ì - t)b), 

bất đẳng thức này thường được gọ i là bất đẳng thức lồi. 

Hãy xét biểu diễn hình học của một hàm số l ồ i trong ì . Trước hết, 

để ý rằng nếu c = ta + ( Ì - t)b, 0 < t < Ì thì nhất thiết c e [a, b ] , 

ngoài ra trong mặt phảng toa độ, đ iểm (ta + (Ì - t)b, tf(a) + (Ì - t)f(b) 
đung là những đ iểm cua đoạn A B với A(a, f(a)) và B(b, f (b)) . Bất 
đẳng thức l ồ i chứng tỏ rằng với , 
mọi c e [a. b ] , thì điềm của đồ 
thị của f có hoành độ c luôn 
nằm dưới dây cung nối Ạ và B 
(A, B là hai đ iểm của đồ th ị của 
f ứng vói các đ iểm có hoành đ ộ 
a và b) (hình 5.5). Điều đó đúng 
với mọ i khoảng (a, b ) c l . a Minh 5 5 c 
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Mệnh đề sau đây cho dấu hiệu nhận dạng hàm số l ồ i . 

Mệnh đề5.11. 

Cho f , một hàm số xác đinh, liên tục trong một khoảng ì nào đó, 
giả sử Ị có đạo hàm cấp hai f " > 0 trong ì. Khi đó, với hất kì a < h, 
a, h € ỉ, hàm số Ị lồi trong [a, b]. 

Chứng minh. 

Đặt g(t) : = tf(a) + (Ì - t)f(b) - f(ta + (Ì - t)b), muốn chứng minh 
f l ồ i trong [a, b] chỉ cần chứng minh f thoa bất đẳng thức l ồ i , nghĩa là 

chứng minh g(t) > 0 với mọ i t € [0, 1]. Thật vậy, từ biểu thức định 
nghĩa, có : 

g'(t) = f(a) - f(b) - (a - b)f (ta + (Ì - t)b) 

Theo công thức Lagrange, tồn tại c = t0a + (Ì - tQ)b, tc e (0, 1) 

sao cho : a < c < b và f(a) - f (b) = (a - b)f '(c). 

Thế giá trị f(a) - f(b) vào biểu thức của g'(t), được : 

g'(t) = (a - b)[f \t0a + (Ì - t0)b) - f (ta + (Ì - t)b)] 

Mặt khác, theo giả thiết f" > 0 nên f' tăng ; a - b < 0 và ta + (Ì - t)b< 

< tGa + (Ì - t G )b khi và chỉ khi t > t Q , ta có g'(t) > g'(t 0 ) = 0 nếu t < ^ ; 

g'(t) < g'(t 0) nếu t > t G . Vậy g(t) tâng trong [0, y và giảm ương [to, 1 ] ; 

hơn nữa vì g(0) = g ( l ) = 0, do đó g chỉ có thể lấy các giá ư ị dương 
trong (0, 1). • 

Ngược lại khái niệm lồi là khái niệm lõm, một hàm số f xác định 
trong [a, b] được gọi là lõm nếu f thoa bất đẳng thức lõm : 

tf(a) + (Ì - t)f(b) < f(ta + (Ì - t)b) ; t € [0, 1]. 

Tương tự trường hợp l ồ i , có thể chứng minh r ằ n g : 

Nếu f xác định, liên tục trong ì ; có đạo hàm cấp hai f " < 0 trong 
ì thì f là hàm số lõm trong ì. 
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Qua minh hoa hình học ở trên có thể nói rằng đồ thị của hàm số 
lồ i luôn nằm trên t iếp tuyến và đồ thị hàm số lõm luôn nằm dưới t iếp 

tuyến (hình 5.6). 

ai X o 

Hình 5.6 

b) 

Một đ iểm I(c, f (c)) của đồ thị của hàm số y = f (x ) được gọi là 
điểm uốn của đồ thị nếu đạo hàm f "(x) đ ổ i dấu khi qua giá trị X = c. 

Thí dụ 
Ki ì 1 -2 Ì — x' Ì - - X -

X é t h à m s ố f ( x ) = - 7 = e 2 , có f '(x) = — Y = xe 2 , f ( 0 ) = 0, 
Vãn V27t 

f '(x) > 0 với X < 0 ; f '(x) < 0 vái X > 0, do đó X = 0 là đ iểm cực đạ i ; 

hơnnữaf"(x) =-?Le 2X (x2 - 1), f "(1) = f "(-1) = 0 ; f "(x) > 0 với 
•s/271 

X < - Ì hoặc X > Ì ; f "(x) < 0 với - Ì < X < 1. Do đó các điểm X = ± Ì 
là hai đ iểm uốn của đồ th ị . 

• Các hất đẳng thức lồi 
(a) Bất đẳng thức Jensen 
Cho f là một hàm số l ồ i trên ì : = (a, b), khi đó, với Kị, x 2 , - x n e ì 

n 
và với kị, x2, € [0, 1] sao cho 2 x. k = Ì, luôn có : 

k=l 

í n ì n 

f Z x k X k ắ s ^ k f ( x k ) 
Vk=l ì k=l 

Bất đẳng thức trên chính là bất đẳng thức lensen. 
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Chứng minh. 

Bất đẳng thức trên là tầm thường khi n = Ì ; với n = 2 thì đó chính 
là định nghĩa tính l ồ i của f. 

Bây g iờ ta sẽ quy nạp theo n ; thật vậy, g iả sử bất đẳng thức đã 

đúng với một số nguyên n > 2 nào đó, nghĩa là với mọi X Ì, x 2 , x „ e ì 
Ti 

và với m ọ i A.J, Xj, e [0, 1] sao cho Kỵ = Ì, ta có 
k=l 

' n A n 
f x ^ k x k ^ f ( x k ) 

u = l ) k=l 

Ta lấy Xí, ... x n , x n + 1 e ì và Kị, ^2, .... Ằn, Xn+ị e [0, 1] sao cho 
n+l 
^ = Ì (để tránh kí hiệu móm rà, ta dùng X, X nhưng dĩ nhiên, những 
k=l 

X, X này khác với X, Ằ đã dùng trong giả thiết quy nạp). Nếu X| = Xi = ... 

= = 0 thì bất đẳng thức muốn có là hiển nhiên. 

G iả sử Xị, i = Ì, n không đồng thời t r iệ t tiêu, đặ t 

Ì A 

c 
c = X *-k = 1 - *-n+l > 0, và x' = - £ \ k x k 

• k=Ị c k=l 
Vì Xj e Ì, i = Ì, n nên x' e 1. Dùng định nghĩa hàm l ồ i , ta có : 

f n+1 

U = 1 
= f ( c x ' + ( l - c ) x n + 1 ) < 

£ c f ( x ' ) + ọ - c ) f ( x n + 1 ) = cf(x ' ) + W ( * n + l ) 
Mặ t khác, dùng giả thiết quy nạp ta được : 

f (x ' ) = f 
c z — x f c 

u = l 

Ì A 

k - l c c k-1 
\. n í 

(vì — > 0, i = Ì, n và y — = 1) 
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Suy ra f 
'n+I ^ n+1 

u=l ) k=l 

(b) Bất đẳng thức vê số trung bình. 

Cho à, > 0 ; i = Ì, n , đặt: 

Ị n [ n n 

k=l Vk=i ; 

Khi đó : 

tức là trung bình nhân các số không âm, không vư0 quá trung bình 
cộng của chúng. 

Chứng minh. 

ì 
Xét hàm f(x) = - lnx, X e ( Ì , oo); hiển nhiên f là lồ i vì f "(x) = - 5 - ^ 0 , 

X 
n 

do đó có thể dùng bất đẳng thức Jensen và được, vói x k = Ì ; 
k=l 

lị € [0, 1] ; i = ũ 

ỉ n > n 
In 

u = l ) k=l 

tức là ỉ > k a k < f Ị a J (*) 
k=l k=l 

Ì 
Đặc biệt , lấy XỊ =  Ằ2 = ... = x n = - suy ra 

n 

r < r . 

169 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



(c) Các bất đẳng thức Hõlder và Minkowski 

l i 
Cho p > Ì, q > Ì sao cho — + — = Ì. Kh i đó 

p q 
(i) Cho X > 0, y > 0, dùng bất đẳng thức (*) với n = 2 ; aj = xp, 

u . 1 Ì 1 p 1 u 
a 2 = y , Xì = —, X-2 = — ta được xy < - \ y +— y M 

p q p q 
Bất đẳng thức này vẫn đúng khi X hoặc y bằng không. 
(li) Bây giờ cho Xj, yj e R ; i = Ì, n , đặt 
Ì 

a = 
i n >k 

I M * 
u = l 

b = X l y k l 
Vk=l 

Ì 
\ -

q 

V ớ i ab * 0, dùng bất đẳng thức có được  ở phần (i) với X := —— ; 
a 

y := —— và đươc 

| x k y k | _ w\ |yic| ^ Ì | * k | p , Ì | y k l q . . _ r ~ 
ị K. — Ì, n +— 

ab 
Suy ra 

Ì n Ì 

p BS q b q 

Ì 

ab ì M í r f ĩ ì k l p + ^ X | y k | q - ^ 

k=l P a P k=l qb* 
k=l pa' 

Ì Ì 
= - + - = 1. 

p q 

Thay giá trị của a, b vào bất đẳng thức trên ta suy ra bất đẳng thức 
Hôlder dưới đây 
Ì Ì 

n f n ì n f n \ 
Z x k y k < ẳ k | p r 

k=l U=1 ) U=1 J 
Đặc biệt, khi p = q = 2 thì bất đẳng thức trên được gọi là bất đẳng 

thức Cauchy - schwarz. 
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( i i i ) Vói cùng những kí hiệu như trên, ta cũng có : 

Z l x k + y k l p £ Z l x k l l x k + y k l p 1 + Z | y k l l * k - y k 

k=l k=l k=l 

Từ đó , dùng bất đẳng thức Hốlder hai lần, có thể chứng minh 
được bất đẳng thức Minkowski dưới đây : 

\ ~ f 

Z k + y k | 
) 

\T í 

Vk=l 
5.2.4. Sơ đồ khảo sát hàm sô 

I M 
Vk=l 

+ 
Vk=l 

Việc khảo sát hàm số thường theo trình tự dưới đây : 

(1) M i ề n xác định của f. 

(2) Chiều biến thiên : tìm khoảng tăng, giảm của hàm số. 

(3) Cực trị (nếu có). 

(4) Tính l ồ i , lõm (nếu cần thiết) , đ iểm uốn (nếu có). 

(5) T iệm cận (nếu có). 

(6) Bảng biến thiên. 

(7) V ẽ đồ th ị . 

Sau đây, lấy một thí dụ cốt để minh hoa các bước khảo sát 

Xét hàm số f ( x ) = , 
x - 1 

X X 
(1) Hàm số chỉ xác định khi — — > 0 nghĩa là khi — — > 0 , tức x - 1 x - 1 

là X < 0 hoặc X > Ì . 

M i ề n xác định Df là (-00,0] u ( Ì , +00). 

(2) Muốn xét chiều biến thiên của hàm số, phải tính f ' (x). 

Ta có f ( x ) = X — 
ĩ ) ( x - i r 

171 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



f ( x ) = Okhi x = Ovà x = - . 
2 
f (x) không xác định khi 0 < X < 1. 
Sau đây là bảng dấu của đạo hàm f (x) 

X —00 0 1 
3 

2 
+00 

f ' (x) • 1 - 0 + 

Từ bảng dấu của f suy ra : 

f ( x ) giảm khi X < 0 hoặc Ì < X < — 

f (x ) tăng khi X >—. 

(3) Cực trị: 

3 3 
Đạo hàm f ' đ ổ i dấu từ - sang + khi vươt qua X = — do đó X = — là 

2 2 

đ iểm cực t iểu, f 

cúc tri. 
K2) 

3yỈ3 
; lưu ý : đ iểm X = 0 không phải là điểm 

(4) Muốn xét tính l ồ i , lõm ; ta tính f " : f "(x) = Ì 3 

f ( x ) 4 (X_1)3 

f " cùng dấu với ——- nên f " > 0 trong miền xác đ ịnh, do đó f(x) 
x - 1 

là hàm số l ồ i . 

(5) X = Ì là đ iểm hàm số không xác định, do đ ó đổ thị có một 
tiệm cận đứng có phương trình X = 1. Muốn tìm tiệm cận xiên ta viết 

f(x) dưới dạng : 

I—— Ì 

f ( x ) = , — = | x | J — =1x11 1+-
x - 1 x - 1 
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oe 
Dùng công thức khai tr iển Taylor của (Ì + x) (xem (5.2la) khai 

triển Taylor) có : 

1 + 
Ì M 

x - l 
= 1 + 

Ì Ì 

2 ( x - l ) 8 ( X _ 1 ) 2 ( x _ ! ) 2 
o(x) 

Do đó có thể viết 

Ixl Ì Ixl 
f(x)= 1x1 + —— . 

2 ( x - l ) 8 ( X - 1 ) 2 ( x - 1 ) 2 

Từ biểu thức trên suy ra : 

X 

,o(x) 

X - > + 00, CÓ f (x ) - X + 

X -» - 00, có f(x) ~ X -

Ì 
x + -

2(x - 1 ) 2 

X Ì 
x + -

2(x - 1 ) 2 
Vậy f (x) có hai t i ệm cận xiên 

Ì 
y = X + — khi X —> + ao, 

2 
Ì 

y = - X - — khi X - > - 00. 

• Chú ý : 
Trong nhiều trường hợp để việc khảo sát được đem giản, người ta 
còn chú ý phát hiện các đặc điểm của hàm số f, chẳng hạn phát hiện 
tính chu kì và tính chẵn, lẻ của hàm số f. 

Một hàm số f(x) xác định trong một khoảng đối xứng [-a, a] được 
gọi là hàm chẵn nếu f(x) = f(-x); X e [-à, a]; 

hàm lè nếu f(x) = - (f(-x); X € [-a, a]. 

Vì đồ thị của hàm số chẩn đối xứng qua trục tung và đồ thị của hàm 
số lẻ đối xứng qua gốc toa độ nên khi khảo sát các hàm số này chỉ cần 
xét hoặc X ầ. 0, hoặc X < 0 rồi lấy đối xứng là có toàn bộ đồ thị. 
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(6) Từ những kết quả trên có bảng biến thiên sau : 

0 Ì 

- Ì ° 1 3/2 
2 

Hình 5.7 
(7) ĐỒ thị (hình 5.7). 

5.2.5. Đường cong cho dưới dạng tham số 

1. Phương trình tham số của đường cong 

Cho hệ hai phương trình 

fx = f(t) 

J = g(t) 
; t € (<x, (3) (1) 

Khi đó , với mỗ i giá trị t e (a , P) hệ phương trình (1) cho một cặp 
giá trị tương ứng của X và y và xác định một quan hệ hàm số giữa X 
và y. Trong hệ toa độ Đềcác , nếu lấy cặp số có thứ tự (x, y) cho ben 

174 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



hệ (1) làm toa độ của một đ iểm M trong mặt phang thì với mỗ i trị số 
của t € (oe, P) ta có một điểm M(x, y) và khi t biến thiên trong khoảng 
(oe, P) đ iểm M vạch nên một đường cong 'ý nào đó trong mặt phang, 
vì thế ta gọi hệ phương trình ( Ì ) là hệ phương trình tham số của đường 
cong fý; t là tham số và M là đ iểm chạy trên w. 

Thí dụ ì. Lập phương trình tham số của đường thẳng đi qua hai 
điểm A(a, c) và B(b, d). 

Như đã biết, đường thẳng đi qua hai điểm A, B chính là đường 

thẳng đi qua A (hoặc B) và có vectơ chỉ phương là vectơ AB, do đó 
phương trình của nó là : 

X - a y - c 

b - a d - c 
(2) 

X - b y - d 
hoặc 2^L = L-J1 (2') 

b - a d - c 

Bây giờ nếu ta đặt m = b - a và n = d - c và đặt tỉ số : 

X - a y - c 
— - = — = t (3) 

m n 
thì từ phương trình (3) suy ra hệ hai phương trình với tham số t : 

Í x = mt + a _ 
; t 6 R (4) 

y = nt + c 

H ệ hai phương trình (4) chính là hệ phương trình tham số của 
đường thẳng đi qua hai đ iểm A và B. 

Cũng tương tự, dạng tham số ứng với phương trình (2') là : 

í X = mt + b „ 
H ; t e R í 4 ' ) 

[y = nt + d 
Bạn đọc có thể k iểm tra l ạ i rằng nếu hạn chế t chỉ biến thiên trong 

khoảng đóng [0, 1] (t € [0, 1]) thì hệ phương trình (4) hoặc (4') chính 
là phương trình tham số của đoạn thẳng AB. 

175 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Nếu khử t từ phương trình đầu của (4) hoặc (4 ) ta sẽ thấy lại 
phương trình quen thuộc của đường thẳng đi qua hai đ iểm A và B, 
viết dưới dạng trong hệ toa độ Đềcác : 

hoác 

c = — (x - a) 
m 

y - d = _ L ( x - b ) 
m 

Thí dụ 2. Lập hệ phương trình 
tham số của đường tròn có tâm là 
gốc tọa độ và bán kính bằng R. 

Trong mặt phảng toa độ Oxy ta vẽ 

một đường tròn z có tâm là gốc toa 

độ o và có bán kính bằng R (hình 5.8); 
như đã biết, phương tình của đường 
tròn z trong hệ toa độ Đềcác là : 

1 

í y 

ị ? \ M 
í y 

y<\ • ] 
1 o X 1 X 

.2 2 „ 2 
X + y = R (5) Hình 5.8 

Bây giờ, nếu ta gọi t là góc giữa trục Ox và vectơ O M , với M là 

một đ iểm nằm trên đường tròn z, nghĩa là t = (Ox, O M ) thì ta c ó : 

í X = Rcost 
; t e [0, 271) (6) 

[ y = Rsint 

Hệ hai phương trình (6) chính là hệ phương trình tham số của 

đường tròn z. Bạn đọc có thể dễ dàng chuyển hệ hai phương trình (6) 

về dạng (5) và hơn nữa cũng có thể kiểm tra lại rằng hệ hai phương 
trình dưới đây : 

X = acost 

y = bsint 
; t e [0, 2n) (7) 

là hệ phương trình tham số của elip é có hai bán trục là a và b cổ trục 

đ ố i xứng trùng với các trục toa độ Ox và Oy. 
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Thật vậy, hệ (7) cho 

X 
cost 

a 

y 
b 

sint 

Do đó : 

— + —— = cos t + sin t = Ì 
a 2 b 2 

và phương trình này chính là phương trình của elíp / viết dưới dạng 
chính tắc. 

Thí dụ 3. Đường xicỉôit. Trong kĩ thuật cơ khí thường gập bài toán : 
cho một đường tròn bán kính a, lấy một điểm tuy ý (nhưng đã chọn 
thì luôn g iữ cố định) trên đường tròn ; cho đường tròn lăn nhưng 
không trượt trên một đường thẳng ; tìm quỹ đạo chuyển động của 
điểm đã chọn trên đường tròn (khi đường tròn đó lăn trên một đường 
thẳng). Ta sẽ giải bài toán trên bằng cách lập hệ phương trình tham 
số của quỹ đạo, và để cho t iện , ta lấy điểm được chọn là gốc toa độ o 
(xem hình 5.9). 

y 

o F N X 

Hình 5.9 

Giả sử M(x , y) là một vị trí mới của điểm chọn, N là t iếp đ iểm của 
đường tròn ứng với đ iểm M , khi đó , theo cách lãn, dĩ nhiên ta có : 

N M = ÔN 
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Bây giờ, nếu t = N D M , với D là tâm đường tròn ứng với điểm M, 
thì ta có : 

X = OF = ÔN - FN = NM - MG = át - asint 

y = FM = NG = ND - GD = a - acost 

Vậy, phương trình tham số của quỹ đạo là 

íx = a(t -sint) rn „ « 
\ ;. t e [0,271] (8) 

[ ỵ = a(l - cost) 

Quỹ đạo của điểm được chọn trên đường tròn khi cho đường tròn 
lăn mà không trượt trên Ox được gọi là một nhịp của đường xiclôit. 
Nếu cho t biến thiên từ — 00 đến + 00 thì hệ phương trình (8) là hệ 
phương trình tham số của đường xiclôit. 

2. Khảo sát đường cong cho dưới dạng tham số 

Tương tự khi khảo sát, vẽ đồ thị của hàm số cho dưới dạng y = f(x); 
có thể khảo sát một đường cong cho dưới dạng tham số theo trình tự 
dưới đây : 

1) Tim miền xác định, các điểm gián đoạn của các hàm số X = x(t), 
y = y(t) , Nhận xét các tính chất chẩn, l ẻ , tuần hoàn (nếu có) . 

2) Xét chiểu biến thiên của X, y theo t bằng cách xét dấu các đạo 
hàm x'(t), y'(t). 

3) Tim các t i ệm cận cùa đường cong. 

Nếu khi t -> tG hay t -> ± 00 mà cả X hoặc y hoặc cả X lẫn y dần 
tới vô cùng thì đường cong có t i ệm cận, cụ thể là : 

Nếu l im y = ±00 và l im X = a (hữu hạn) đường cong có tiệm 

(t->±00) (t-»±oo) 
cận đứng là X = a. 

Nếu lim x = ±00 và l im y = b (hữu hạn) đường cong có 
t->tọ t-»tõ 
(t->±ao) (t->±oo) 

t i ệm cận ngang là y = b. 
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Nếu cả X lẫn y dần tới vô cùng khi t —> t 0 (t —> ±00) thì đường 
cong có thể có t iệm cận xiên và nếu đồng thời tồn tại các giới hạn 

y 
k = l im — ; b = l im [y - kx] 

t-»t c X t-»t 0 

(t->±00) (t-»±oo) 
4) Căn cứ vào các kết quả trên ta có thể vẽ đường cong đồ thị của 

hệ phương trình tham số. Muốn vẽ đường cong được chính xác hơn, 
ta cũng tìm các điểm đặc biệt (nếu có) của đường cong và t iếp tuyến 

với đường cong tạ i các đ iểm đặc biệt. Chú ý rằng hệ số góc của t iếp 

tuyến tạ i m ỗ i đ iểm của đường cong bằng giá trị của đạo hàm y ' x (với 

giá trị tương ứng của t) 

dy = y'i dt = y't 
dx x ' j d t x ' t 

và đạo hàm cấp hai (nếu cần thiết) 

d 

d 2 y v x t J y ttX t - y t ^ t t 

d x 2 dx ( x ' t )
3 

Sau đây ta nêu một vài thí dụ. 
Thí dụ 1. Khảo sát và vẽ đường cong cho bởi hệ phương trình tham số 

í 3 
X = acos t v 

; t e (-00, 00) ; a > 0 (9) 
[y = asin t 

Rõ ràng là X và y được xác định với mọ i t và X và y không vượt ra 
ngoài khoảng Ị-a, a], vì vậy đường cong không có t i ệm cận, hom nữa 
X và y là hàm số tuần hoàn với chu kì 2n, do đó ta chỉ cần khảo sát 
đường cong đã cho trong khoảng [0, 2ĩt] . Ta có 

2 71 3TI 

x' , = -3acos tsint = 0 khi t = 0 ; — ; 71; — ; 271 
1 2 2 

9 71 371 
y \ = 3asin ztcost = 0 khi t = 0 ; - ; Tỉ; —- ; 2n 
y 1 2 2 
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Từ những tính toán trên, ta có bảng biến thiên sau : 

0 
7t 

2 

3n 

T 
2JI 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 

-a-

Hình 5.10 cho đồ thị đường cong 
gọi là đường axtrôit. Nếu khảo sát tỉ 
mỉ hơn, ta nhận thấy rằng, với 
đường cong này ta có : 

dy 2 
3asin tcost 

dx x ' | -3acos tsint 

Do đó 

dx 

dỹ 

= - tgt. 

Hình 5.10 

= 0 tại t = 0 ; TI; 2rc và tại các điểm đó tiếp tuyến thẳng dứng. 

Ngoài ra, từ hệ phương trình (9) ta cũng có thể khử t bằng cách để 
ý rằng 

và do đó 

2/3 _ 2/3 2. 2/3 _ _2/3 . 2 
X = a cos t ; y = a sin t 

2/3 , 2/3 _ 2/3 
X + y = a (9") 

Phương trình (9 ) là phương trình axtrôit viết trong hệ toa độ 
Đềcác ; cũng có thể thấy rằng đường axtrôit dạng (9') luôn nằm trong 
đường tròn tâm o và bán kính a. 

Ì SO 
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Thí dụ 2. Lá Dév-ítc. Kháo sát và vẽ đường cong cho bới phương trình 

x3 + y3-3axy = 0;a>0 (10) 

Dễ thấy rằng khi thay X bởi y và y bởi X thì phương trình (10) 
không thay đổi, do đó đồ thị của (10) đối xứng qua đường phán giác 
thứ nhất. 

Bây giò ta đặt y = tx và thế vào (10) ta được 
3 3 3 - 2 ~ 

X + X t - 3ax t = 0 
và suy ra 

X = 
3at 

iTr 

3at2 

; t * - l ( l i ) 

y = 
1 + t-

Vậy hệ phương trình (Ì 1) là dạng tham số của đưòng cong cho bởi 
phương trình (10). 

Từ hệ phương trình (11), ta có : 

Ì-Ít3 Ì 
X 'ị = 3a . — ; X 'ị = 0 khi t = —= 

(1 + t - ) 2 <J2 

2 - t 
y ' t = T T -3at ; y ' t = 0 khi t = 0 ; t = ỊỊĨ 

(1 + t 3 ) 2 

Khi t -> - Ì thì cả X lẫn y dần tới vô cùng và có : 

k = l im — = l im t = - Ì , 
t ->- l X t -> - l 

b = l im [y - k x ] = l im 
3a r 3at 

+ 
1 + t 3 1 + t 3 

= 3a . l im 
t 2

+ t 
= 3a . l im 

t(t + l ) 
= -a. 

t -»-l l + f t->-»(t + l ) ( t z - t + 1) 
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Vậy t iệm cận xiên của đường cong là y = - X - a. Từ các kết quả 
trên, ta có bảng biến thiên : 

-00 0 1/3, 
Vĩ +00 

0 

-ao 

0 0 

+00 

XÍU' 

-00 

Để vẽ đường cong được chính xác, ta khảo sát thêm một số đặc điểm : 

dx l - 2 t 3 

do vây : = 0 tai t = 0, t = ÌỊĨ 
dx 

đy Ì 
- f - = co tại t = co, t = 
dx ìn 

Như vậy, đồ thị đi cua gốc toa 
độ hai lần ứng với hai trị số t = 0 ; 
t = co và các t iếp tuyến tại đó lần 
lượt là trục Ox và trục Oy. T iệm 
cận xiên của đường cong là đường 
thẳng y = -X - a (xem hình 5.11). 
Đ ồ thị này được gọi là lá Đềcác. 

x 3 + y 3 -3axy = 0 

Hình 5.11 
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5.2.6. Khảo sút đường cong trong hệ toa độ cực 
y 

H ệ toa đ ộ cực 

Trong mặt phảng chọn một điểm 
o cố định, gọi là cực và một vectơ 

đem vị OP, tia mang vectơ OP gọi 
là trục cực ; hệ toa độ xác định bởi 
cực và trục cực được gọi là hệ toa độ 

c í (hình 5. l i a ) . Hình 5.lia 

V ị trí của mỗ i đ iểm M trong mặt phang được xác định bởi vectơ 

OM , nghĩa là xác định bởi góc ọ : = (OP, O M ) và r = I O M I ; ọ 

được gọi là góc cực và r được gọi là bán kính cực. Góc ọ là một góc 

định hướng, lấy giá trị dương nếu chiều quay OP đến trùng với O M 
ngược chiều kim đồng hồ và lấy giá trị âm nếu ngược lạ i . Nếu 0 < (p < 2TĨ 

và r > 0 ; cặp số có thứ tự (r, (p) được gọi là các toa độ cực của đ iểm 
M trong mặt phang. Bằng cách xây dựng như thế, ta đã thiết lập một 
song ánh giữa tập tích Đểcác [0, 2%) X [0, oo) và các đ iểm trong mặt 
phang toa độ cực : mỗ i đ iểm M trong mặt phang ứng với một cặp số 
thứ tự (r, (p) ; r iêng đ iểm o thì r = 0 còn (Ọ có thể lấy tuy ý ; và mỗ i 
cặp số thứ tự (r, ọ ) ứng với một đ iểm M của mặt phang. 

Bây g iờ ta tìm mối liên hệ giữa toa độ Đềcác vuông góc và toa độ 
cực của cùng một đ iểm M ; ta lấy trục hoành trùng với trục cực và 

TỊ 
trục tung ứng vói tia ọ = — ; gọ i (x, y) và (r, ọ ) lần lượt là toa độ của 

cùng một điểm M trong hệ toa độ Đềcác vuông góc và hệ toa độ cực 
(hình 5.12). Khi đó, theo các định lí về phép chiếu vuông góc ta có : 

(5.22) 

Ngược lại, ta có : 

(5.23) 

X = rcoscp 
y = r s i n ọ 

0 < ọ < 271; r > 0. 

r = X + y ; tgcp = ỉ-
X 
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Trong công thức (5.23) có hai góc (Ọ tương ứng (vì 0 < ọ < 2n) ta 
sẽ lấy góc cp sao cho sincp cùng dấu với y vì y = rsinip. 

• Thí dụ. 

Biểu thức qua hệ toa độ cực cùa đ iểm M ( - V 3 , 1). Ta có 

r = V3 + Ì = 2, tgọ = — u ; cp = — và co = ; chi lấy <p = — vì 
V3 6 6 6 

sin — > 0, do đó toa độ cực của điếm (-V3, 1) là 2, — Ị. 
6 \ 6 J 

Chú thích. (*) 

Nhiều khi, chẳng hạn khi vẽ đường cong trong hệ toa độ cực, người 
ta thường dùng toa độ cực suy rộng, theo đó bán kính cực r có thể lấy 
giá trị âm, góc cực (p được xác định sai khác 2k7i với k nguyên. Trên 
hình 5.12b, các điểm (r, ọ ) và (-r, ọ ) nằm trên cùng một đường thẳng, 
cùng cách o khoảng cách 
|r|, nhưng ở hai hướng 
khác nhau. Các toa độ 
(-r, ọ ) và (r, ọ + 7t) biểu 
diễn cùng một đ iểm. V . T/ H ì n l i <Ị Ị->h 

• Phương trình dường cong troníỊ hệ toe/ độ cực. 

Cho hàm số r = f((p), đồ thị hàm số này trong hệ toa độ cực được 
gọi là đưởììg cong trong hệ toe! độ cực và phương trình r = f(<p) được 
gọi là phương trình đưèmỵ cong n om* hệ toa độ cực. 

• Thí dụ 

(a) Phương trình r = a, a > 0 là 
phương trình đường tròn tâm o bán 
kính a trong hệ toa độ cực. 

(b) Phương trình r = 2acoscp, a > 0 
là phương trình đường tròn có tâm là 
điếm (a, 0) trong hệ toa độ Đềcác và 

có bán kính bằng a (hình 5.13). 
Hình S Is 

Un 571 

(-r. (p) 

1X4 
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K h á o sá t đường cong t rong hệ toa độ cực 

Giả sử cho hàm số r = f((p) ; muốn khảo sát và vẽ đồ thị hàm số 
này, ta thực hiện các bước : 

(Ì) Tim miền xác định của f((p). 

(2) Xác định một số điểm đặc biệt của đồ thị. 

(3) Lập bảng biến thiên, xét sự biến thiên của f(cp) theo ọ. 

Để vẽ đổ thị được chính xác hem, 
ta thường xác định tiếp tuyến với 
đường cong tại mỗi điểm M cùa nó. 

Gọi V là góc dương giữa vectơ OM 
và vectơ chí phương của tiếp tuyến vói 

đồ thị tại điểm M (hình 5.14); gọi a là 
góc dương giữa trục cực và tiếp tuyến, 

ta có V = (X - ọ. 

Do đó 
t g V = t g a - t g ( p 

Hình ĩ.14 
+ tga tgẹ 

Mạt khác, theo ý nghĩa hình học của đạo hàm có : 

dy r s inọ + rcosọ 
tga = — = — -7—^ 

dx r coscp-rsincp 

dĩ 
trong đó r := —-

d ọ 
Thế giá trị tga vào biểu thức của tgV, ta được 

(5.24) t g V = 3 

• Thí dụ. 
(a) Vẽ đường xoắn ốc lôgarit có phương trình 

r = ae a > 0, b > 0 
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Trong trường hợp này r được xác định với mọ i ọ , khi ọ tăng r 
cũng tăng, (p = 0 ; r = a ; c p - > +00, r —> +00 ; (p —> -ao, r —> 0 và lúc 
đó đường cong quấn vô hạn quanh cực o : o được gọ i là điểm tiệm 
cận của đường cong. Theo công thức (5.24) có : 

-17 _ r _ 1 

r a 

Do đó vectơ chỉ phương của t iếp tuyến với đường cong luôn tạo 

với O M một góc không đ ổ i (hình 5.15 (a)). 

(b) V ẽ đường hoa hồng ba cánh có phương trình 

r = asin3ọ, a > 0 
» 271 

ơ đây r là một hàm số tuần hoàn với chu kì ——, vì t h ế chỉ cần 

khảo sát hàm số này trong một khoảng có độ dài bằng chu kì, chẳng 
TI TI 

; hơn nữa r là hàm l ẻ , do vậy chỉ cần khảo sát 
3 3 

hạn, khoảng 

trong khoảng 

Ta có r' = 3acos3ọ 

r' = 0 khi ọ = 7t 

tgV = Ị = ltg3cp 

Dưới đây cho bảng biên thiên của r theo ọ 

0 
71 71 

0 — — 
6 3 

1 
r 

3a + 0 -3a 

r —-** a 

r 
0—- - 0 

tgV 0 00 0 
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Đ ồ thị ứng với khoảng 0,-
3 

gồm một cánh, ứng với chu kì 

7Ĩ 71 

3 ' 3 

2n 

gồm hai cánh đ ố i xứng nhau, lần lượt cho đồ thị quay các 

góc — quanh cực sẽ có toàn bộ đồ thị (hình 5.15 (b)) 

ai 
Hình 5.15 

5.2.7. Giải phương trình f(x) = 0 theo phương pháp Newton 

Bài toán g iả i phương trình f (x) = 0 là một bài toán có nhiều ý 

nghĩa vế lí thuyết cũng như  ứng dụng. Cho đến nay chúng ta chỉ xây 
dựng được công thức tìm nghiệm của phương trình đó cho trường hợp 
f(x) là các da thức có bậc 1 ,2 ; trường hợp f (x ) là đa thức có bậc 3, 4 
tuy có thể xây dựng được công thức nhưng việc tính toán rất phức 
tạp, người ta đã chứng minh được (trong giáo trình đại số) với đa 
thức có bậc cao hơn bốn thì không có công thức tìm nghiêm ; trường 
hợp f (x) là các hờm lượng giác cơ bản (sinx, cosx, tgx) ta cũng đã có 
công thức tìm nghiệm. Khi f (x) là một hàm số không phải thuộc loại 
đã nói trên thì việc giải phương trình f (x ) = 0 được thực hiện theo 
hướng tìm một dãy số thực (theo nghĩa  ẩn, xem 1.3.9 chương 1) 

{ x n  Ị, n e N sao cho { x n Ị hội tụ đến nghiệm thực oe của phương trình 
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f(x) = 0. Trước kia, khi nghiên cứu tính chất của hàm số liên tục 
chúng ta đã giới thiệu một phương pháp, gọi là phương pháp phân đôi 

đế xây dựng dãy | x n | , bây g iờ chúng ta sẽ dùng tính chất khả vi và 
đặc biệt, các định lí trung bình để xây dựng một phương pháp xây 

dựng dãy ị x n } hội tụ đến nghiệm thực a ; đó là phương pháp 
Newton. Trước hết. ta chứng minh mệnh đề : 

Mệnh đề 5.2. 

Giả sử hàm sốfịx) xác định, liên tực trên lu, bị, khò vi trên (li, h), 
ngoài ra giả sửf(a)f(h) < 0 vàf(x) không dổi dấu trên (ti, h) ; khi đó, 
tồn tại duy nhất một nghiệm a cùa phương trình f(x) = 0, a < a < h. 

Chứng minh. 

Việc tồn tại nghiệm oe : f(a) = 0 là hệ quả 3.1 cùa định lí 3.7 và, 
tính duy nhất của nghiệm a là hệ quả của tính đom điệu (vì f '(x) 
không đổ i dấu) của f (x ) . • 

Bây giờ ta xét phương trình f(ct) = 0 và giả sử hàm số f(x) thoa 
giả thiết của mệnh để trên, người ra giả sử f có đạo hàm cấp hai f "(x) 

trong (a, b). Ta lấy một đ iểm X D tuy ý, XG e (a, b) ; với g i ả thiết trên, 

có thể khai triển Taylor hàm so f tại X D và có : 

f(x) = f(x0) + (x-x0)f'(x0) + l(x-x0)2f"(c) 

vối c ở giữa x0 và X. 

T h ế f (x ) vào phương trình f (x ) = 0, được 

(5.25) f(x0) + (X - xQ )f (Xo) + ụ* - x0 )2f "(c) = 0 

Như thế, nghiêm của phương trình trên cũng chính là nghiêm cùa 

phương trình nguyên thúy f (x ) = 0. Bây g iờ ta xây dựng thù tục tìm 

dãy { x n } hội tụ đến nghiệm a bằng cách bỏ qua số hạng bình phương 
trong phương trình (5.25) ta được : 

(5.26) f(xo) + (x-xo)f(xo) = 0 

18X 
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Làm như thế tức là chúng ta đã thay phương trình f (x) = 0 bới 
phương trình đơn giản hơn rất nhiều vì bao g iờ cũng có thê viết tường 

minh nghiệm (vì là phương trình bậc nhất) đối với ẩn X. Gọi Xi là 
nghiệm của (5.26) ta có ngay : 

f (Xọ) 
Xi = X, 

f ' ( x 0 ) 

Từ X Ị , có thể tìm một cách tương tự x 2 , X3,... và một cách tổng quát 

f ( x n _ i ) 

(5.27) f ' ( x n _ , ) 

với x Q chọn trưóc, x 0 e(a, b) 

Tóm l ạ i , với công thức (5.27) ta đã có một dãy { x n } vối X Q 6 (a, b). 

Nếu { x n } hội tụ thì l im x n nhất thiết sẽ là a, là nghiệm của phương 

trình nguyên thúy. Thật vậy, giả xử x n - » c, chuyển qua giới hạn hệ 

thức (5.27) và đế ý l im f ( x n ) = f ( l i m x n ) (do tính liên tục của f (x ) ) , 
suy ra f(c) = 0. Mặ t khác phương trình f (x) = 0 có duy nhất nghiệm 
a e (a, b ) ; do đó c = a. 

Nhận xét. 

• Xét phương trình (2.25) ; nếu chọn X G trùng với a (nghiệm của 

phương trình) thì (5.25) nghiệm đúng, do đó X Q càng gần a thì số 
Ì 2 

hạng bị bỏ qua : — ( x - x D ) f" (c) càng bé, nghĩa là việc xấp xỉ (5.25) 

bởi (5.26) càng ít sai. Nói khác đi , x n càng gần nghiệm a thì tốc độ 

hội tụ của | x n Ị về a câng nhanh : việc chọn giá trị xuất phát x 0 có 

ảnh hưởng quyết định đến sự hội tụ của dãy { x n Ị trong thủ tục 
Nevvton. Người ta chứng minh được rằng nếu f '(x), f "(x) liên tục và 

không đ ổ i dấu trong (a, b) thì dãy { x n Ị hội tụ vê a và chọn X G sao 

cho f ( x G ) cùng dấu với f "(x) : nếu f \ \ ) S \ \ ) < 0 thì | x n Ị đom điệu 

tăng và nếu f ' (x) .f "(x) > 0 thì dãy  Ị x n  Ị đơn điệu giảm. 
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Bây g iờ xét phương trình 

f (x) = f ( x 0 ) + ( x - x 0 ) f ( x 0 ) 

Phương trình này chính là phương 

trình tiếp tuyến tại X D với đồ thị của 
hàm số f (x ) , do đó, về mặt hình học ; 

Xj chính là hoành độ của giao điểm 
t iếp tuyến với trục hoành (h. 5.16). 
Như thế, phương pháp Nevvton chính 
là phương pháp thay việc tìm giao 
điểm của cung A B của đồ thị của f (x) 
với trục hoành bởi việc tìm một dãy 
giao điểm của một "dãy" t iếp tuyến 

của cung A B với trục hoành, vì thế 

người ta còn gọi phương pháp 
Newton là phương pháp t iếp tuyến. 

• Thí đu. 

Hình 5.16 

Tìm nghiệm dương của phương trình X - 2 = 0. Ta có f (x) = X 2 - 2 ; 

f '(X) = 2x > 0 khi X > 0 ; f "(X) = 2, f(2) = 2 2 - 2 > 0, f(2) cùng dấu f "(x), 

f '(x).f "(x) > 0 khi X > 0 ; do đó dãy { x n } đơn điệu giảm đến nghiệm 

(X = yíĩ (như đã biết). Chọn x 0 = 2 và dùng công thức (5.27) được 

Xj = 1,5 

x 2 = 1,417 

x 3 = 1,41421 

x n ~ x n - l 
( * n - Ị - 2 ) 

2x n - l 

Như đã biết Jĩ = 1,414213562... nên ta thấy rõ dãy xấp xỉ nghiệm 

{ x n } hội tụ khá nhanh đến nghiệm yỊĨ . 
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T Ó M T Á T C H Ư Ơ N G 5 

• Các định lí vê giá trị trung bình 

Định lí Fermat : 

Cho hàm số f (x) xác định liên tục trong khoảng đóng [à, b] , khi đó 
nếu f (x) đạt cực trị tại c G (a, b) và nếu f (x) khả vi tại c thì f '(c) = 0. 

Định lí Rolle : 

Cho hàm số f (x) xác định liên tục trong khoảng đóng [a, b] và khả 
vi trong khoảng mở (a, b) ; khi đó, nếu f(a) = f(b) thì tồn tại c e (a, b) 
sao cho f (c) = 0. 

Định lí Lagrange : 

Cho hàm số f (x ) xác định liên tục trong khoảng đóng [a, b] , khả vi 
trong khoảng m ở (a, b) ; khi đó tồn tạ i một điểm c 6 (a, b) sao cho 

f(b)~f(a) = f Xe) hay là f(b) - f(a) = f (c)(b - a) 
b - a 

Định lí Cauchy : 

Cho f (x) và g(x) là hai hàm số thoa mãn giả thiết định lí Lagrange, 
ngoài ra, g iả sử g'(x) * 0 với mọ i X e (a, b), khi đó tồn tại c ở giữa a 
và b sao cho 

f ( b ) - f ( a ) = f ( c ) 
g (b ) -g ( a ) g'(c) 

Công thức Taylor (mở rộng định lí Lagrange) : 

Nếu hàm số f (x) xác định liên tục trong khoảng đóng [a, b ] , khả 
vi đến (n + 1) lần trong khoảng mở (a, b) thì với bất kì c e (a, b), có : 

f(x) = f(c) + í^(x - c) + í^(x - c)2 +... + 
Ì! 2! 

n! (n + 1)! 
với c ở giữa X và c. 
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Đác biét khi c = 0 : 

f/ . - f / m IM ™ > 2 f ( n ) ( 0 ) n f ( n + " ( O x ) n+1 
f x) = f (0 ) + —-—x + — — X +. . . + — X + 7—X 

Ì! 2! n! (n + 1)! 
với 0 < e < Ì. 

Một số công thức thường dùng : 

,, ,m , m mím-1) 2 
( + x ) = Ì + —X 4-—— X + . . .+ 

Ì! 2! 
m(m-l)(m-k + l)^k m 

H • X +. . . + X , 
k! 

m nguyên dương. 

m . ni mím — 1) 2 
( l - x ) m = 1 - — x + — — -X1 +...+ 

Ì! 2! 

k m ( m - l ) ( m - k + l ) k + n^n, 
k! 

m nguyên dương. 

1 = Ì _ X + X 2 - ... + ( -1)" x n + ( - l ) n + 1 ! — - x n + 1 , 
( 1 + x ) ( l + 0 x ) n + 1 

0<8< Ì 

1 = l + x + x2+... + xn + ——-xn+1, 0<e<l 
1-x ( l + 9 x ) n + 1 

ln(l + x) = x- — + ... + (-1)"-'— + (-l)n—. ! -xn+1, 
2 n n + 1 ( l + 9 x ) n + 1 

0<e< Ì 

ln(l-x) = -x-^-...-—- —. í -xn+1, 0 < 0 < Ì 
2 n n + 1 ( i + 0 x ) n + 1 
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2 n Ox 
e* = i + -L + ^ _ + . . . + 2 L - + _ £ _ _ x n + 1 , 0 < e < Ì 

Ì! 2! n! (n + 1)! 

s i n x = x . ^ + ^ + . . . + ( _ i r i ^ Ị - + ( - „ ^ s i „ e x , 

0 < e < Ì 

X2 X 4 x 2 n xi x 2 n + 1 

0 < 0 < Ì 

ù , . ... a ( a - l ) 2 a ( a - l ) . . . ( o t - k + l ) k 

( l + x ) a = l + c c x + - ^ p V + . . . + ^ X + 

a ( a - l ) . . . ( a - n + 1) n n / X 
+... + — — i x + x o(x) 

n! 
• ứng dụng các định li về giá tri trung bình 

Định lí De L ' Hospital : 

Giả sử các hàm số f(x), g(x) khả vi tại lân cận a (a hữu hạn), f(a) = g(a) = 0 

và g'(x) * 0 tại lân cận a, khi đó 

Nếu l im ^ = A thì l im — = A. 
x-»ãg'(x) x->ag(x) 

Khi X - » 00, định lí vẫn đúng. 

Khi l im f ( x ) = l im g (x ) , định lí vẫn đúng. 
x->a X-+00 

Dùng định lí De L' Hospital có thể khử được các dạng vô định. 

Khảo sát sự hiến thiên của hàm số. 

Định lí : 

Cho f (x) là một hàm số xác định liên tục trong khoảng đóng [a, b] , 
khả vi trong khoảng mở (a, b ) ; khi đó 

f (x ) tăng (giảm) trong [a, b] «> f (x) > 0 ( f (x) < 0), X e (a, b). 
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Tìm cực trị của hàm số : 

Cho f ( x ) , xác định liên tục trong [a, b] ; khả vi trong (a, b) (có thể 
trừ ra một số hữu hạn đ iểm), giả sử c là một đ iểm thoa a < c < b (có 
thể tại X = c hàm f (x ) không khả v i ) . Kh i đó : 

Nếu khi X vượt qua c mà f '(x) đ ổ i dấu từ dương (âm), sang âm 
(dương) thì f (x ) đạt cực trị tạ i X = c. 

Tổng quát hơn : 

Giả sử f (x ) có đạo hàm liên tục đến cấp n tạ i lân cận đ iểm X = c ; 

g iả sử : f Xe) = f "(c) = . . . = " f ( n _ 1 } (c) = 0 ; ^ ( c ) * 0 

K h i đó , nếu : 

(1) n chẵn thì f ( x ) đạt cực trị tạ i X = c và 

X = c là đ iểm cực đạ i nếu f ^ n \ c ) < 0 

X = c là đ iểm cực t iểu nếu f^n\c) > 0 

(2) n l ẻ thì f ( x ) không đạt cực trị tạ i X = c. 

Hàm lồi : 

Hàm số f (x ) xác định trong [a, b] được gọi là l ồ i trong [a, b] nếu 

vối mọi t e [0, Ì ] luôn có bất đẳng thức l ồ i sau : 

tf(a) + (Ì - t ) f(b) > f(ta + (Ì - t)b) 

Ngược l ạ i , một hàm số f (x ) được gọi là lõm trong [a, b] nếu với 
mọ i t e [0, 1] luôn có 

tf(a) + (Ì - t )f(b) < f(ta + (Ì - t)b) 

Định l í : 

Cho hàm số f (x ) xác định liên tục trong [a, b ] , g iả sử f (x ) có đạo 
hàm cấp hai f ' (x), X e (a, b). 

Khi đó : 

Nếu f ' ( x ) > 0 (< 0) thì f (x ) l ồ i ( lõm) trong [a, b] . 

M ộ t điểm I(c, f(c)) của đồ thị của hàm số f (x) được gọi là đ iểm uốn 
của đồ thị nếu đạo hàm cấp hai f ' ( x ) đ ổ i dấu khi qua giá trị X = c. 
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• Sơ đổ khảo sát hàm sấy =f(x) 
Thường khảo sát hàm số theo trình tự dưới đây : 

- M i ề n xác định của f (x) ; 

- Chiều biến thiên : tìm khoảng tăng giảm ; 

- Cực trị (nếu có) ; 

- Tính l ồ i lõm (nếu cần thiết) , đ iểm uốn (nếu có) ; 

- Tiệm cận (nếu c ó ) ; 

- Bảng biến thiên ; 

- Vẽ đồ th ị . 

Khảo sát đường cong cho dưới dạng tham số 

Có thể khảo sát một đường cong cho dưái dạng tham số theo trình 
tự dưới đây : 

- Miến xác định, các điểm gián đoạn của các hàm số X = x(t), y = y(t) . 
Xét các tính chất chẵn, l ẻ , tuần hoàn, chu kì (nếu có) 

- Xét dấu x'(t), y'(t) để xét chiều biến thiên của X, y theo t 

- Tim các t i ệm cận của đường cong (nếu c ó ) : 

Nếu l im y(t) = ±00 và l im x(t) = a thì có t iệm cận đứng X = a ( t 0 có 
t -M 0 t-»t 0 

thể là ±00). 

Nếu l im x(t) = ±00 và l im y(t) = b thì có t i ệm cận ngang y = b. 
t-»t 0 t -M G 

Nếu l im x(t) và l im y(t) cùng là vô cùng thì đường cong có thể 
t_>t0 t-»t 0 

có t iệm cận xiên, cụ thể nếu đồng thòi tồn tạ i các giới hạn 

k = lim —, b = l im (y - kx) thì t i ệm cận xiên là y = kx + b. 
t -> t 0 x t->t 0 

- T im các đ iểm đặc biệt của đường cong (nếu có) và t iếp tuyến 

của đường cong tạ i các đ iểm đặc biệt , hệ số góc của t iếp tuyến được 
' dy y' ị 

tính theo công thức -7- = , 
dx X ị 
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- Bảng biến thiên và đổ thị 

Khảo sát dường t ong tron^ hệ toa độ l ực 

Công thức liên hệ giữa toa độ Đềcác và toa độ cực 

M 

r = \/x + y , tgcp = — và chọn ọ 
X 

sao cho sinọ cùng dấu với y. 
X 

Các bước khảo sát hàm số f = f((p) : Hình ĩ 17 

- M i ề n xác định của f(cp) ; 

- Xác định một số đ iểm đặc biệt của đồ thị ; 

- Bảng biến thiên (xét sự biến thiên của f((p) theo (p). 

• Giải phương trình f(.v) = 0 theo phương pháp lập Newton 
(phương pháp tiếp tuyến) : 

Nếu hàm số f (x ) xác định liên tục trong [a, b] , khả vi trong (a, b), 
ngoài ra nếu f(a)f(b) < 0 và f '(x) không đ ổ i dấu trong (a, b), khi đó 
tồn tại duy nhất một nghiệm X = oe của phương trình f (x ) = 0. 

Thủ tục lặp dưới đây ( lặp Newton) cho cách tìm nghiệm xấp xỉ 
nghiệm X = oe: 

Chọn xG € (a, b), tính XỊ, x2, ..., xn, ... theo công thức 

X =x _«ĨB=i! 

Nếu f '(x), f "(x) liên tục, không đổi dấu trong (a, b) thì {xn| hội tụ 

về a và chọn x 0 sao cho f ( x G ) cùng dấu với f "(x) : nếu f ' (x)f "(x) < 0 

(> 0) thì  ị x n Ị đom điệu tăng (giảm). 
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B À I TẬP 

1. Xét xem định lí Rolle có áp dụng được cho hàm số 

f(x) = (X - l)(x - 2)(x - 3) không ? 

2. Hàm số f(x) = Ì -^x^ triệt tiêu khi XỊ = -Ì và x2 = Ì, nhưng 

f '(x) * 0 với |x| < Ì ; điều đó có mâu thuẫn vói định lí Rolle không ? 

3. Chứng minh rằng nếu mọi nghiệm của đa thức 

pn(x) = a0 + ajX + ... + anxn (an * 0) 

vói \ € R, k = Ôn ) là thực thì các đạo hàm p 'n(x), p "n(x),PÍn_1)(x) 

cũng chỉ có nghiệm thực. 

4. Tim trên đường cong y = x" một điểm có tiếp tuyến tại đó song 

song vói dây cung nối hai đ iểm A ( - l , - 1 ) và B(2, 8). 

5. Chứng minh rằng trong khoảng hai nghiệm thực của phương 
trình f (x) = 0 có ít nhất một nghiệm của phương trình f '(x) = 0. 

6. Chứng minh rằng phương trình x" + px + q = 0, n nguyên 
dương không thể có quá 2 nghiêm thực phân biệt nếu n chẵn, không 
quá ba nghiệm thực phân biệt nếu n l ẻ . 

7. Giải thích tạ i sao công thức Cauchy không áp dụng được đố i 
với các hàm số : 

f(x): = X2 ; g(x): = X3,-Ì <x< 1. 

8. Chứng minh các bất đẳng thức : 

1. Ịsinx - sinyl < |x - y|, 

2. ịarctga - arctgbị < la - b|, 

a - b , a a - b 
3. < I n - < ; 0 < b < a . 

a b b 

197 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



9. Ì. Cho f, g, h là ba hàm số liên tục trên [a, b] và khả vi trên (a, b). 
Với X G [a, b] ; đặt : 

F ( x ) : = 

f (x) . f (a) f (b ) 

g(x) g(a) g(b) 

h(x) h(a) h(b) 

(i) Chứng minh rằng tồn tại c G (a, b) sao cho F'(c) = 0. 

( l i ) Chứng tỏ rằng với cách chọn g và h thích hợp thì từ (i) có thể 
suy ra định lí LagrantỊe. 

( i i i ) Chứng tỏ rằng với cách chọn h thích hợp thì từ ( i) có thể suy 
ra định lí Cauchy. 

2. Cho f là một hàm số liên tục trên [a, b ] , khả vi trên (a, b) và 
f(a) = f (b) = 0. Chứng minh rằng với mọ i a e R, tồn tạ i một điểm 
c e (a, b) sao cho f '(c) = a f (c ) . 

3. Cho f là một hàm số khả vi trên [a, b] và d là một số thực ở giữa 
f Xa) và f '(b). Chứng minh rằng tồn tại c e (a, b) sao cho f '(c) = d. 

10. T im các giới hạn 

1. l im 0\/x + V x T ^ T - V x ) , 2. 
X—>-K» 

l im 
x->0 

X lì 
a - b 

e* -cos — Ì 
3. l im 

X—toa 
4. l i m ( l + a t g z x ) x s i n ' 1 a * 0 

x->0 

l i . Xác định a, b sao cho biểu thức sau đây có giới hạn hữu hạn 
khi X -> 0 : 

f ( x ) : = 
Ì Ì 

• 3 -ị 
sin X X 

X 2 X 
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12. Cho f là một hàm số thực khả vi trên [a, b] và có đạo hàm f "(x) 
trên (a, b), chứng minh rằng Vx e (a, b) có thể tìm được ít nhất một 
điểm c e (a, b) sao cho 

f(x) _ f(a) _ MzM{K . = (x-a)(x-b)f„(c) 

b — a 2 

13. Cho f(x) = X - 3x6 + X2 + 2, tìm ba số hạng đầu tiên của 

khai triển Taylor tại x0 = Ì, áp dụng để tính f(l,03). 

R 7 f\ 
14. cho f (x) : = X - 2x +5x - X + 2 ; tìm ba số hạng đầu tiên 

của khai triển Taylor tại x0 = 2, áp dụng để tính xấp xỉ f(2,02) và 

f(l,97). 

15. Tim xấp xỉ các giá trị sau và đánh giá sai số : 

l.cosio0, 2. In (1,5) 

16. Khảo sát tính đơn điệu các hàm số 

Ì. y = X + X, 2. y = arctgx - X 

17. Tim cực trị các hàm số : 

ì _ ì 3 à 2 - _3x2+4x + 4 
l . y = 2x - 3 x , 2. y = — r — . 

X + X + Ì 

3. y = x V x 2 - 2 , 4. y = x - l n ( l + x ) , 

l + 3x 

V4 + X2 

18. Khảo sát và vẽ đồ thị các hàm số : 

l . y = 2 - ĩ l 2 . y = l l x 3 - x 2 - x + l, 

Ì + X 
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5. y = 
li + x| : 3/2 

6. y = Ì - X + 
x + 3 

19. Khảo sát và vẽ đồ thị các hàm số : 

Ì. r = a + bcoscp (0 < a < b), 

2. r = a (a > 0). 

20. Dùng phương pháp Nevvton tính gần đúng nghiệm các phương 

trình sau vói sai số tuyệt đ ố i không quá l o - 5 : 

2. Tại X = 0 không tồn tại đạo hàm. 

4. A ( - 1 , - 1 ) , C ( 1 , 1) 

9. 1. ( i i ) Chọn g(x) = X ; h(x) = Ì ; ( i i i ) Chọn h(x) = 1. 

2. Xét hàm sốg(x) = e " a x f ( x ) với mọ i X € [a, b] 

3. Xét hàm số g(x) = d(x - a) - f (x ) 

Ì. X 2 - sin 7ĨX = 0, 2. 21gx - — + 1=0 , 3 . l g x - - ^ = 0. 

Đ Á P S Ố V À G Ợ I Ý 

10. 1. 
2 ' 

2(K) 
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ĩ . a x = e x l n a = ì +x lna+o(x ) , 

Ì + xlna - Ì - xinh 
In 

X X 

Ì ( ì ^ 
3. e 1 / x = l + - + + o 

2x' 

2x ' 
+ o 

' Ì N 

v x

2 ; 

; giới hạn là co ; 4. e a . 

l i . a = 0 ; b = 

l i n » / X - f/ X f/ X f ( b ) - f ( a ) , _ \ ( x - a ) ( x - b ) , 
12. Đát ọ (x ) := f (x ) - f(a) ( x - a ) — Ả ; 

b - a 2 
X e R. Cho x 0 e ( a , b), định nghĩa X sao cho (p(x o) = 0, suy ra 

(p(x o) = cp(a) = (p(b) = 0 và suy ra ọ (x ) thoa giả thiết định lí Rolle, 

suy ra tồn tại C| €(a, x 0 ) : ( p ' ( c i ) = 0 ; tương tự tồn tại c 2 e ( x G , b ) 

sao cho cp'(c2) = 0- Vì 

cp'(x) = f ( x ) 
f ( b ) - f ( a ) 

b - a 

a + b 

f có đạo hàm f ' nên ọ cũng có đạo hàm cp", l ạ i áp dụng định lí 
Rolle cho [C|, C2Ỉ, suy ra Be 6 (a, b) thoa yêu cầu. 

13. 0,821. 

14. 342,399 ; 288,873. 

15. 1. 0,985, ô < 0,001 ; 2. 0,42, ô < 0,01. 

17. 1. y C Đ = y(° ) = 0 ; y c r = y ( D = - i ; 

2. y m a x = y ( ° ) = 4 í y m i n = y ( - 2 ) = ^ 

3. Không có cực trị ; 4. y m i n = y(0) = 0. 
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18. 1. Đối xứng đối với Oy ; y = 0 khi \ = ±yỈ2 ; y m a x = y ( 0 ) = 2 ; 

y m i n = y ( ± V 2 + V 5 ) = l - : y ; điểm uốn tại x u = ± 0 , 7 7 , y,.2 = 1,04 ; 

x34=±2,67, y3 4 =-0,010 ; tiệm cận y = 0 ; 

2- ycr =y(l) = 0 ; yo) =y^-ij =—ịfÃ, điểm uốn tại : X = -Ì, 

y = 0; tiệm cận y = X - — ; 

3- yCT = y(2) = 2|. yCĐ = y(-2,4) = -3,2 ; điểm uốn X = 0; y = 8; 

tiệm cận X = - Ì ; y = X. 

4- ymin = y(-0.5) = -yỈ5 ; điểm uốn X, = -3+ 41, yj = -2,06 ; 
o 

V4Ĩ-3 
X2 = — : , y2 = -1 ,46 ; t iện cận y = - Ì khi X -oo ; y = Ì khi 

8 
X —> +00 ; 

5. Miền xác định : X > 0, ymin = y ^—J = - Vã ; tiệm cận y = X + -

và X = 0 ; 

6- ycĐ=y(°) = 1' ycr =y(-4) = 13 ; tiệm cận y = -2x+- và 

Ì 
y 2 

19. 1. Miền xác định : r > 0, |(p| < oe ; (X := arccos^——1 • đường 

cong kín, đối xứng qua trục cực, rmax = r(0) = a + b ; 

2. Miền xác định lọi <— và — <y<-ĩi, chu kì — ; 
6 2 1 1 6 3 

rmin = r(°) = a = r(±~Ệ) > tiệm cân ọ = ± —, (p = ±— ; ọ = ± —. 
v 3 ' 6 2 6 

20. 1. 0,75983 ; 2. 0,39754 ; 3. 1,89665. 
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Chương 6 

N G U Y Ê N H À M V À T Í C H P H Â N B Ấ T Đ Ị N H 

6 . 1 . T í c h p h â n b ấ t đ ị n h . C á c t h í d ụ đ ơ n g i ả n 

Trong chương trước chúng ta đã biết rằng nếu một hàm số f (x) 
khả vi trong khoảng (a, b) thì có đạo hàm trong (a, b) và nếu cho một 
hàm số f (x) (khả vi) thì ta có thể tính được đạo hàm f (x) của nó. Bây 
giờ ta đặt bài toán ngược l ạ i , nếu cho trước một hàm số f (x ) xác định 
trong khoảng (a, b), hỏ i rằng có chăng một hàm số F(x) khả vi trong 
(a, b) và có đạo hàm F ( x ) = f (x ) hay dF(x) = f(x)dx, và nếu có F(x) 

thì tìm nó ra sao ? Chương này nhằm trả lời các câu hỏ i đó. 

Định nghĩa nguyên hàm. 

Cho hàm số f (x) xác định trong khoảng mở (a, b) ; nói rằng hàm số 
F(x) xác định trong (a, b) là một nguyên hàm của f (x) nếu F(x) khả vi 
trong (a, b) và F (x ) = f (x ) hay dF(x) = f(x)dx, với mọi X 6 (a, b). 

Thí dụ. 

X4 3 
(a) — là nguyên hàm của X với moi X € R vì 

4 

( 4^ 
X = X 

X "ĩ 
(b) — + 10 là nguyên hàm của X , với moi X € R vì 

4 V 4 
+ 10 = x 3 . 

Ì 
(c) - s i n 5 x là nguyên hàm của cos5x vì - s i n 5 x =cos5x 

Ì 

203 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



X 4 

(d) — + c là nguyên hàm cùa x"\ c là hằng sô bất kì và 

— sin5x + D là nguyên hàm của cos5x, D là hằng số bất kì vì : 

+ c 3 x~ và -rsin5x + D =cos5x 
V 4 ỉ 

Định lí sau đây tổng quát hoa các thí dụ trước. 

Định lí 6.1. 

Giả sử F(.x) khả vi trong (ít, h) và F(.\) là nguyên hàm của f(x) với 
mọi X € (à, h). Khi đố : 

( ỉ ) Với mọi hằng sốc, F(x) + c cũng là nguyên hùm cùa f(.x) với 
mọi X e (a, h). 

(2) Ngược lại, mọi nguyên hàm của f(x) với mọi X e (li, b) đêu có 
dạng F(x) + c. 

Chứng minh. 

(1) Là hệ quả tất nhiên của giả thiết F(x) là nguyên hàm cùa f ( x ) ; 

X 6 (a, b). 

(2) G iả sử G(x) là một nguyên hàm nào đó của f ( x ) ; X e (a, b). 

Khi đó : G'(x) = f (x ) và F ( x ) = f (x) (giả thiết) 

Suy ra G'(x) - F ( x ) = f (x ) - f (x ) = 0, tức là 

(G(x) -F (x ) ) ' = 0 (tính chất tuyến tính cùa đạo hàm) 

Suy ra G(x) - F(x) = c 

nghĩa là G(x) = F(x) + c. • 

Từ định lí trên ta thấy rằng nếu biết F(x) là một nguyên hàm cùa 
f (x ) , X 6 (a, b), thì biết vô số nguyên hàm khác cùa f (x ) và các 
nguyên hàm đó có dạng F(x) + c với c là hằng số tuy ý ; họ vô số 
nguyên hàm của f (x ) đó , X € (a, b) được gọi là tích phản hất định 

của f (x ) , X € (a, b) và kí hiệu là Jf (x)dx := F(x) + c. 
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Kí hiệu Ị gọi là dấu tích phân ; X gọi là biển láy tích phán ; f (x) là 
hàm số lây rích phân ; f(x)dx là biểu thức cìưới (lấn tích phân. 

Trở lạ i các thí dụ trên ta có : 

jx3dx = — + c 

fcos5xdx = Ạsin5x + c 
J 5 

Chú ý. 

Trong một số trường hợp, người ta cần sử dụng khái niệm nguyên 
hàm F(x) của hàm số f (x) trên khoảng đóng [a, b]. Khi đó có nghĩa là : 

• F(x) là nguyên hàm của f(x); X e (a, b) và 

• F(a + 0) = f(a) ; F(b - 0) = f(b) 

Bây giờ nêu một số tính chất đơn giản của tích phân bất định. 

Các tính chất đơn giản nhất 

(1) Nếu F(x) là một nguyên hàm của f(x), X e (a, b) thì 

Jkf(x)dx = k jf( x)dx với k là hằng số khác 0. 

(2) Nếu F(x), G(x) lần lượt là nguyên hàm của f(x) và g(x), X € (a, b) 
thì 

j(Af(x) + Bg(x))dx = A jf(x)dx + B jg(x)dx = 

= AF(x) + BG(x) + c 

với A, B là hai hằng số tuy ý. 

Chúng ta bỏ qua cách chứng minh các tính chất này vì quá đơn 
giản (chỉ cần dùng định nghĩa tích phân bất định) và lưu ý đến các ý 

nghĩa : tính chất (1) nói rằng có thể đưa một hằng số tuy ý ra ngoài 
dấu tích phân ; tính chất (2) nói rằng có thể tách tích phân của tổng 
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thành tổng các tích phân. Các tính chất này được dùng thường xuyên 
cùng với bảng nguyên hàm các hàm số thông dụng dưới đây để tính 
các tích phân. 

Bảng tích phân các hàm số thông dụng 

Từ bảng đạo hàm các hàm số thông dụng ta suy ra bảng tích phân, 
gọi là bảng tích phân cơ bản 

0.dx = c 

+ c, a * - Ì 
a + 1 

- d x = 
X 

sinxdx = -cosx + C 

cosxdx = sin X + c 

- cotg X + c 

tgx + c 
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Trước khi nêu các thí dụ áp dụng bảng tích phân cơ bản, ta phát 
biểu định lí về sự tồn tại nguyên hàm và sẽ chứng minh định lí ở 
phần tích phân xác định (định lí 7.2 chương 7). 

Định lí 6.2. 

Mọi hàm số f(x) xác định liên tục trong khoảng Ịa, b] có nguyền 

hàm trong khoảng dó. 

Muốn tính tích phân bất định của một hàm số f (x) ta luôn đối 
sánh tích phân cần tính với các tích phân cơ bản, để thực hiện các 
phép biến đổ i thích hợp, đưa tích phân cần tính đó về dạng tích phân 
cơ bản rồi áp dụng công thức. 

Thí dụ. 

(a) Tính ì = J(3 - x2)3dx. Ta có : 

(3 - X2 )3 = 33 - 3.32 X2 + 3.3x4 - X6 

= 33 -33x2 +32x4 -x6. 

Do đó ì = |(33 -33x2 + 32X4 - x6)dx = 

= |33dx - J33x2dx + |32x4dx - jx6dx 

= 33 Jdx - 33 jx2dx + 32 Jx4dx - Jx6dx 

= 27x-9x3+-x5--x7+c. 
5 7 

(b) Tính ì = l^-íidx ; ta có : 

1= j(x.x-1/2

 +x-1/2)dx= Jx1/2dx+ Jx-1/2dx 

2 
= — xVx +2>/x + c 

3 
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(c) Tính ì = ị x - dx ; ta có : 
J Ì + X 

J l+x2 Ằ l + x2i 

= ídx - [ tí* - = x-arctgx + c 
J J l + X 

(d) Tính 1= f ( 2 x - 1 0 ) l 2 d x ; ta để ý rằng - d ( 2 x - 10) = dx, 
J 2 

vậy, ta viết 

do 

1= J ( 2 x - 1 0 ) 1 2 - d ( 2 x - 1 0 ) = - J ( 2 x - 1 0 ) l 2 d ( 2 x - 1 0 ) 

1 ( 2 x - 1 0 ) 1 3 + c 
2.13 

rd(x + a) 
( e )T ính 1= í — ; t a c ó : 1=  ị H i í i l = ln|x +a| + c 

Jx + a J (x +a) 

(f) Tính ì = í — ; ta có : 
J(x + 2 ) ( x - l ) 

(x + 2)-(x-l) Ì Ì 

(x + 2 ) ( x - l ) 3 ( x + 2 ) ( x - l ) 3 
Ì ì 

do đó : 
- í 

(g) Tính ì = ỉ— 
J Ì + 

Ì Ì Ì 

3 L X — Ì X + 2 
dx 

dx = —In 
3 

x - 1 x + 2 

x-1 

x + 2 
+ c 

cosx 
ì X Ta có : Ì + cos X = 2 cos — 

2 

di i 

T 2 x J „ 2 " 
2cos — cos — 
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( h ) T í n h 1= ị" 
J : 

dx 

sin X 

X X 
Ta có sinx = 2sin-rcos-r, do đó : 

2 2 

cos—d — d te— 
Ị = í d x _ f 2_Sll = f 1 1 2 

J „ . X X J . X 2 X J x 

/ s in —COS-- sin —cos — te — 
2 2 2 2 2 

I = l n | t g | + C. 

r X2 

(i) Tính 1= T Í 7 d x 

J ( l - x ) 1 0 0 

Để ý rằng X 2 = [ l - ( l - x ) ] 2 nên 

[ 1 " 0 - X ^ , . . _ f 1 - 2 ( l - x ) + ( l - x £ . d x 

( 1 - x ) 1 0 0 

99(1 - X ) " 49(1 - X ) 9 8 97(1 - x ) 9 7 

+ c 

(k) Tính ì = Jsin3xsin5xdx ; ta có 

sin3xsin5x =— (cos2x -cos8x) , 

do đ ó : I = — f(cos2x -cos8x)dx = — sin2x sin8x + c 
2 J 4 16 

_ f dx 
( / )Tính 1= • _x ; 

J e x +e 

r exdx f d(ex) V 
t a c ó : 1= [ 4 — = x

J

2 = a r c t g ( e x ) + C 
J e

2 x + 1 J Ì + (e x ) 2 

14-THCC-T2 2U9 
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(m) Tính ì = [ d x ; ta có : 

dx 

{ ' H i J 

dx 

di i 

1 + 1 * 

Ì X „ 
= - a r c t g - + C 

a a 

2^ 

( n ) T í n h ĩ = Ị , d x ; t a v i ế t a 2 - x 2 = a 2 [ l - ( - ) J vàđ iđến 
1 / 2 2 
Va - X 

- Ị -

1 1 - 1 * 

= = arcsin—+ c 
2 a 

(o) Tính ì 
í 

dx 
2 2 

a - X 

; thực hiện tương tự bài ( f ) đi đến 

— + 
X a + X J 2 a L a -

_ L f d ( a ~ x ) 

2a J a — X 

dx 

+ ± f * ± ĩ ) = ± l n 

2a J a + X 2a 

a + X 
+ c 

6.2. P h é p đ ổ i b i ế n 

Trong nhiều trường hợp, khi tính Jf(x)dx ; nếu để biến tích phân 

là X thì không thấy được tích phân cần tính đó gần với dạng tích phân 
cơ bản nào (để có thể áp dụng được tích phân cơ bản), khi đó ta tìm 
cách đ ổ i sang biến mới , để hi vọng với biến mới thì tích phân cần 
tính gần với tích phân cơ bản hơn. Không có một quy tắc cụ thể nào 
giúp ta thực hiện phép đ ổ i biến thích hợp được, tuy nhiên cũng có thể 
phát biểu một cách tổng quát về quy tắc của phép đ ổ i b iến, đó là 
mênh đề : 
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• Mệnh đề 6.1. 

Nếu biết rằng Jg(t)dt = G(t) + c thì 

Jg(w(x))w'(x)dx = G(w(x)) + c 

(trong đó các hàm sốgịt), w(x), w'(x) đều được giá thiết là những 
hàm số liên tục). 

Quy tắc trên là hệ quả của quy tắc lấy vi phân một hàm số hợp 
(định lí 4.2 chương 4 ) : 

-^-G(w(x)) = G'(w(x))w'(x) = g(w(x))w'(x) 
dx 

vì G'(t) = g(t) 

Mặ t khác, vì tính bất biến của v i phân (xem 4.2 chương 4), ta có 

dG(t) = g(t)dt 

Bây giờ, g iả sử cần tính tích phân Jf(x)dx 

Trong nhiều trường hợp, để t iện l ợ i , ta thường thực hiện phép đ ổ i 
biến t := w(x) , và khi đó biểu thức dưới dấu tích phân trở thành 

f(x)dx = g(w(x))w'(x)dx 

với hi vọng rằng |g( t )dt gần với tích phân cơ bản nào đó. Khi đó, theo 

mệnh đề trên, thay vì tính Jf(x)dx ta chỉ cần tính jg( t )d t và có 

jg(t)dt = G(t) + C 

Khi đó tìm được nguyên hàm G(t), chỉ cần thay t bởi w(x) và ta có : 

J f (x)dx = Jg(t)dt = G(w(x)) + c 
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Thi (lu. 

Trong tích phân ì = ị s i n 3 xcosxdx, ta để ý d(sinx) = cosxdx nên 

đặt t := sinx thì biểu thức dưới dấu tích phân trờ thành 

sin" xcosxdx = sin xd(sinx) = t" dt 

và Jt3dt =—t4 + c ; do vậy ì = ịsin3 xcosxdx = —(sinx)4 +c 

• Chú ý. 

Trong một số trường hợp, ta lại thực hiện phép đổi biến X = (p(t) 

và ta được 

f((p(t)(p\t)dt = g(t)dt, 

và khi đó biểu thức dưới dấu tích phân f(x)dx lại trỏ thành g(t)dt. 

Sau đây nêu thêm một số thí dụ : 

(a) Trở lại những thí dụ ở phần trước, ta thấy trong thí dụ (d), ta đã 
thực hiện phép đổi biến t = 2x - 10 ; trong (e) là t = X + a ; trong (g) là 

t =^ ; trong (h) là t = tg^ ; trong (í) là t = (Ì - x); trong (0 : t = e* ; 

trong (m) : t = -, ... 
a 

(b) Tính ì = jVa2 -x2dx, vì muốn khử căn bậc hai ta thực hiện 

phép đổi biến X := asint (ở đây ta coi X biến thiên từ -a đến a ; còn t 

biên thiên từ — đến — ; nghĩa là t = arcsin—) và có : 
2 2 a 

Va - X = acost ; dx = acost dt, 

do dó 

ì 2 f 2... 2 f í Ì + C O S 2 0 2 
ì = a Jcos tdt = a — J dt = a ) d t = a 2 

1 ' ^ " 
- t + - s i n 2 t ỉ .2 4 

+ c 
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Mật khác, — sin2t = -Ị-asint . acost = -Ị-xVa 2 - X 2 

4 2 2 

>. - f / 3 2-1 1 n 2 a • x ^1 
Cuối cùng : Va - X dx = —xva - X +—arcsin—+ c 

J 2 2 a 

(c) Tính ì = 1—— ; đát t = Inx ; di = — có 
J x l n x X 

1= J—= ln|t|+c = ln|lnx|+c 

f cosdx 
(d) Tính ì = —y— ; đặt t = sinx ; dt = cosxdx và 

• ì -u cin V 
f dí 

1= — - ^ - = a r c tg t+C = arctg(sinx) + C 
J 1 + t 2 

dx 
(e )Tính 1= 

' ( x ' + a < ) ' 

, TI 71 
Thực hiện phép đ ố i biến X = atgt (t biến thiên từ — - đến •— ; 

nghĩa là t =arctg—). Khi đó : 
a 

J adt 2 2 _ a2 

dx = — ; X +a = 2 2 
cos t cos t 

ì c •> Ì 
do đ ó : I = - r cos''tdt = — - r ( t + sintcost) + C (xem thí du (b)). 
a3 J 2a3 

Muốn chuyển kết quả về biến X, ta lưu ý rằng : t = arctg— và biểu 
a 

X diễn sint và cost qua tgt = — rồ i thế vào kết quả của ì ; được : 
a 

f dx Ì X Ì X „ 
= J^7=^vt7 + ủarc,ga+C 
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( f ) Tính ì = ị r - ^ — , a 6 R. 
v x + a 

Ta thực hiện phép đ ổ i biến Euler : 4*} + (X = t - X ; lấy vi phân cả 
hai v ế ta được : 

= dt - dx ; 
V x 2 +CC 

Ì + ; dx = dt ; 

v x 2 + a + x , , , / 2 
— • dx = dt ; nhưng y x + a + x = t 

Vx +(X 

(do cách đ ổ i biến) nên ta có : 

, = dt, tức là 
v x + a 

Do vậy : 

Vx +a 

dx _ d t 

+ c = ln + V x 2 + a + c 

6.3. P h ư ơ n g p h á p t í n h t í c h p h â n t ừ n g p h ầ n 

Giả sử u = f(x) và V = g(x) là hai hàm số khả vi và có đạo hàm u' = f '(x); 
v' = g'(x) là hai hàm số liên tục. K h i đó theo quy tắc lấy v i phân của 
tích ta có : d(uv) = vdu + udv hay udv = d(uv) - vdu ; vì nguyên hàm 
của d(uv) là UY nên ta suy ra : 

(6.1) judv = u v - Jvdu 

Công thức (6.1) cho quy tắc lấy tích phân từng phần, quy tắc này 
chuyển việc lấy tích phân cùa biểu thức udv = uv'dx về tích phân của 
vdu = v.u'dx. Muốn dùng quy tắc lấy tích phân từng phần cần chú ý 
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hai điểm : thứ nhất, trong tích phân cần tính : f(x)dx, nên tách biểu 

thức f(x)dx thế nào để f(x)dx có dạng udv ; thứ hai, bất kể tách theo 
kiểu gì thì tích phân biểu thức vdu cũng không khó tìm (nói chung, 

phải dễ t ìm) hơn biểu thức f(x)dx ban đầu. 

Phạm vi ứng dụng của quy tắc lấy tích phân từng phần hạn chế 

hom quy tắc đ ổ i biến. Tuy nhiên, trong những trường hợp không có 
cơ sỏ để tiên đoán được sẽ dùng tích phân cơ bản nào thì người ta 
thường nghĩ đến dùng quy tắc lấy tích phân từng phần. Đặc biệt 
những loại tích phân sau đây thường dùng quy tắc này : 

Để ý rằng d(lnx) = —dx nên ta đặ t u = lnx ; dv = dx, khi đó : 
X 

du = — dx ; V = X. 

Thí dụ. 

X 

1= l n x d x = x l n x - Idx = x ( l n x - 1 ) + c 

(b) Tính ì = arctgxdx. 

Đặt u = arctgx ; dv dx và có : 

du = — T dx ; V = X. 
1 + x 2 

Do đó : 

ì = xarctgx xax Ì , , 2 ^ „ 
——— = xarctgx - - ln(x + 1) + c 
Ì + X 2 
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(c) Tính ì = ịxcosxdx 

Đặt u = X ; dv = cosxdx ; có : du = dx ; V = sinx và được : 

ì = X sin X - Jsin xdx = X sin X + cos X + c 

(d) Tính ì = Ịxsin2 xdx 

2 Ì 
Dùng cống thức sin X = - ( 1 - cos2x), ta có : 
2 

ì = ị— x(Ì - cos2x)dx = — Jxdx - - Jx cos2xdx 

Ì 2 Ì r 
=—X -—J ; với J : = xcos2xdx 

4 2 J 

Để tính J ; ta thực hiện phép đổi biến 2x = t, X = -t ; dx =-dt và 
2 2 

đi đến 

J_ f . í 

4 

(xem thí dụ (c)), tức là 

J = - f t c o s t d t = - [ t s i n t + cost] + C 
4 J 4 

Cuối cùng : 

J = - [ 2 x s i n 2 x + cos2x] + C 
4 

Ì 2 Ì 
I = —X --[2xsin2x + cos2x] + C 

(e) Tính ì = | x 2 sin xdx. Ta có : 

1= Jx2d(-cosx) = -x2cosx- J(-cosx)d(x2) = 

= -x2cosx + 2 Jxcosxdx = -x2cosx + 2(xsinx + cosx) + C 

(xem thí dụ (c)). 
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( 0 Tính ì = j e a x cosbxdx và J = Je a xsinbxdx , ba * 0 

Trong cả hai tích phân ta đặt dv = eaxdx thì V = - eHX 

f e a x cosbxdx = - e a x cosbx + — í e a x sin bxdx 
J a a J 

f e a x sin bxdx = - e a x sin bx - - f e a x cos bxdx 
J a a J 

tức là 
I - k j = I e a x c o s b x 

a a 

-1 + J = -eaxsinbx 
a a 

Coi ì, J là ẩn, từ hệ hai phương trình trên suy ra 

I - J . e a x cos bxdx = 
a + b 

ax 

(b sin bx + a cosbx) + c 

J = [ e a x sin bxdx = — — — - (a sin bx - b cos bx) + c 
J a 2 + b 2 

Chủ ý. 

• Trong nhiều trường hợp cụ thể, tuy chỉ cần tính ì nhưng qua tích 
phân từng phần ở trên ; lại gặp J ; khi đó, lại tiếp tục dùng quy tắc tích 
phân từng phần để tính J nhưng cách đặt u và dv phải nhất quán với 
cách đặt ban đầu, nếu không sẽ rơi vào vòng luẩn quẩn sẽ di đến hệ 
thức tầm thường 0 = 0(!). Cụ thể ở đây, để tính J ; nhất thiết phải đặt 

dv = eaxdx, V = — eax ; và u = sinbx ; du = bcosbxdx và được : 

Ì b 
f e a x cosbxdx = - e a x cosbx + -
J a a 

ì = - e a x cosbx + - y e " sin bx •--- ỉ. 

- e a x s i n 
a 

bx — f e a x cos bxdx 
a J 
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Chuyển vế, được : 

í 

- ỉ ) 
a ỉ 

I = - e a x c o s b x + - ^ r e a x sinbx 

từ đó, suy ra ì như đã tính  ở trên. 

• Nếu để ý rằng đạo hàm các biểu thức eax cosbx hoặc e^sinbx 

cũng cho lại dạng e^íAcosbx + Bsinbx) thì ta có thể viết 

jeax cosbxdx = eax(A cos bx + Bsin bx) + c 

trong đó A, B là hai hằng số sẽ xác định ngay bây giờ. Thật vậy, từ 
định nghĩa tích phân bất định ta có : 

(jeax cos bxdx)' = (eax(Acosbx + Bsin bx) + C)' 

tức là e3* cos bx = e a A [(aA + bB) cos bx + (aB - bA) sin bx] ax 

Bằng cách cân bằng hộ số của cosbx và sinbx  ở cả hai vế suy ra 

aA + bi = Ì và -bA + aB = 0. 

Suy ra : A = 

a 2

+ b 2 

và B = 
2 2 

a + b 

(g) Tính ì = j x 2 e 3 x d x . 

Dĩ nhiên ở đây, có thể đặt u = x , dv = e3xdx để dẫn đến tích 

phân đơn giản hem jxe3xdx rồi tiếp tục tính, nhưng, dùng nhận xét 

vừa nêu trong thí dụ (f) ta có thể viết : 

ì = |x2e3xdx = e3x (ax2 + bx + c) + c 

Suy ra : 

.2_3x 3x 
x " e J A =(e J *(ax^ +bx + c) + c = e 3 x [ 3 a x 2 + (3b + 2a)x+ (b +3c)] 
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Dùng cách cân bằng hệ số cả hai vế, được : 

ì 2 ~* 
3a = Ì ; a = — ; 3b + 2a = 0 ; b = - - ; b + 3c = 0 ; c = ^ 

và cuối cùng : 

í * 
2 e 3 x d x = e 3 > X - —x + -

27 
+ c 

(h) Tính ì = j V * 2 + P dx ; p e R . 

Ta có : ì = Ị dx 
dx f X , 

+ X F = — d x 
V x 2 + P W x 2 + P > / x 2 + P 

= pin X + -s/x2 +Ị3| + Jxd( A /x 2 + Ị3) 

(xem thí dụ (f) mục 6.2) và 

jxd(Vx2 + P) = x>/x2 + (3 - \Ặ2 + p dx + c = x^/x2+p-I + C 

Nhưvậy I = pln x + ^/x2+p| + xựx2+ P-I + C 

Chuyển vế, được 

2 I = pln X + V x 2 + P + x V x ^ + p + C 

Cuối cùng 

1 - i 
2 

x>/x 2 + p + pin ịx + ^ / x 2 + p + c 

(k) Trong thí dụ cuối cùng này chúng ta xây dựng một công thức 
truy chứng để tính tích phân 

dx 

( x 2 + a 2 ) n 

; n = Ì, 2 , . . . 
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Ta đát u = — v à dv = dx và có 
(x2+a2)n 

2nxdx 
du = ' ; V = X 

(x2+a2)n+1 

Dùng công thức (6. Ì) được : 

!n =—— + 2n í \—rrdx 

( x 2 + a 2 ) n J ( x 2 + a 2 ) n + ỉ 

f X2 

Đát J : = — - _ , dx ta có : 
v+a2)n+1 

r(x2

+a2)-2 r_dx a2 r dx 
J (x2+a2)n+1 J(x2+a2)n v+a2)n+1 

= In "a 

Thế J vào biểu thức của In được : 

= 2 x 2 n +2nI" _2a2nIn+l 
( x 2 + a 2 ) n 

Suy ra : 
__Ị X 2n-l ỉ 
n+,=2na2'(x2+a2)n + 2n à*1"-

Từ hệ thức cuối cùng này ta kết luận rằng muốn tính In+1 phải 

biết In , muốn tính In phải biết In_j, v.v... quá trình đó dẫn đến IỊ : 

I | = [ ^ d x = = ị a r c t g - + c (thí dụ (m)). 
J x - + a ^ 2 a 

Chẳng hạn, với n = 2 ; ta có : (thí dụ (e)) 

. Ị dx Ì X Ì X „ 
Ĩ2 = ì 2 2 2 = 2 2 ì +-^rarctg- + C. 

J ( x 2 + a 2 ) 2 2 a 2 x 2 + a 2 2a 2 a 
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6.4. T í c h p h â n c á c p h â n t hức h ữ u tỉ 

Nhìn lại quá trình tính tích phân một hàm số (qua các thí dụ đã 
nêu) chúng ta thấy rằng muốn tính tích phân một hàm số phái dùng 
quy tắc đ ổ i biến hoặc quy tắc lấy tích phân từng phần để đưa tích 
phấn cần tính về dạng tích phân cơ bản để áp dụng công thức và khi 
dùng các quy tắc lấy tích phân đó, nhiều hay ít chúng ta đã dùng 
những 'kĩ xảo" để đạt mục đích mong muốn. Bây giờ, trong mục này 
chúng ta sẽ học cách tính tích phân của một lớp hàm số đặc biệt : các 
phân thức hữu tỉ ; muốn tính tích phân các hàm số thuộc loại này 
không đòi hỏ i (ít ra là về nguyên tắc) một kĩ xảo nào mà chỉ cần tuân 
theo một số trình tự, quy tắc nhất định. 

Trước khi giới thiệu cụ thể cách tính tích phân các hàm số đó 
chúng ta lưu ý rằng trong bài giới thiệu các hàm số sơ cấp cơ bản, và 
các hàm số sơ cấpT nghĩa là các hàm số có thể biểu diễn qua một số 
hữu hạn các hàm số sơ cấp cơ bản và chúng ta cũng thấy rằng các 
hàm số sơ cấp khả vi trong miền xác định của nó, hơn nữa, đạo hàm 
cùa chúng cũng là các hàm sơ cấp. Tuy nhiên, nguyên hàm của một 
hàm số sơ cấp không nhất thiết là một hàm số sơ cấp, nói khác đi , có 
những hàm số sơ cấp mà nguyên hàm của chúng l ạ i không thể biểu 
diễn được qua một số hữu hạn hàm số sơ cấp cơ bản. Chẳng hạn, các 
ham số sau đây thực sự tồn tạ i nhưng nguyên hàm của chúng không 
phải là một hàm số sơ cấp : 

Je"~*2dx, jsinx2dx, jcosx2dx, p^-dx, ly—, 

fxm(a + bxn)pdx với a, b e R, với p, ^-^ + p không 
J n n 

phải là những số nguyên. 

re* , rsinx , rcosx , 
— d x , — d x , ——-dx với n nguyên. 

J x n J x n J x n 

Bây giờ chúng ta xét một phân thức hữu tỉ nghĩa là một hàm số 
R(x) có dạng : 

R ( ) ^ P ( x ) = b 0 + b 1 x + - + b m x m 

Q(x) a 0 +a 1 x + ... + a n x n 

với aị, bị e R và an, bm * 0. 
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Nếu m < n thì R(x) được gọi là phân thức thực sự. 

Nếu m > n thì R(x) được gọi là phân thức không thực sự. 

Nếu R(x) không là phân thức thực sự thì bằng cách chia tử cho 
mẫu bao g iờ cũng có thể biểu diễn R(x) dưới dạng tổng cùa một đa 
thức và một phân thức thực sự. Tính tích phân các đa thức thì quá dễ, 
do vậy ta chỉ cần tìm cách tính tích phân các phân thức thực sự và 
trước hết ta tính các tích phân sau : 

ì. f - ^ - d x ; 
J x - a 

Mx + N 

n . r 

U I . ị dx ; 
X + px + q 

k d x ; 

( x - a ) k 

Mx + N 

( x z +px + q) m 
dx 

trong đó A , M , N , a, p, q € R ; k, m nguyên dương, ngoài ra ta giả 
2 

thiết q - - ỉ — > 0 . 

Trưóc hết, ta thấy rằng hai dạng ì và li đã quen thuộc : 

í—dx = Af—= Aln|x-a| + C 

í; 

X - a 
A 

( x - a ) " 
-dx - Á t 

dx 

( x - a ) k k - 1 ( x - a ) k _ 1 

+ c ( k ^ 1) 

Muốn tích các tích phân dạng I U và I V , chúng ta biểu diễn 

X + px + q dưới dạng 

2 ĩ « p 
X + px + q = X + 2.—X + 

2 

v , 2

 + 

V. 
q - i l 

\2 

= x + -

.2\ 

q—• 

ĩ 2 2 

Theo giả thiết, q - ^ - > 0 nên ta đát a 2 = q - ^ - , với a = J q - — . 
4 4 V 4 
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Bây g iờ thực hiện phép đổ i biến X + — = t ; dx = dt 

X +px + q = t +a , Mx + N = Mt + N -
Mp 

Khi đó , tích phân dạng H I sẽ là 

r Mx + N 

X2 + px + q 

dx 

Mt + N 
Mp 

2; 
di 

2 2 
t í + a z 

_ M Ị- 2tdt 
= 2 v+a2 

M , . f 2 , „2, , l ( N _ M p ì 

V 2 ^ t ^ H -

- l n ( r + a ^ ) + -
2 a V 2 ; 

+ a 

arctg—+ c 
a 

Rốt cuộc trở vế biến X ta được 

p Mx + N . _ M , . 2 , 2 N - M p 2x + p 
- i - ^ d x = = ^ - l n ( x z + p x + q) + , * arctg r + c 

v+px + q 2 V4q-p2 v4q-p 

Cùng với phép đổi biến như trên, tích phân dạng IV sẽ là : 

XT Mt+ N- — 
Mx + N . r V 2 ) 

v + px + q) m 
-dx 

( t 2 + a 2 ) m 

dt = 

_ M Ị 
~ 7 J 

2tdt 

2 v + a 2 ) -2\m 
dt 

' ( t 2 + a 2 ) m 

Có thể tính tích phân thứ nhất của v ế phải bằng cách đổ i biến 

; 2td 

2tdt 

t 2 + a 2 = u ; 2tdt = du và có 

r 2tdt Ị 

V+a2)m~J" 

du 
m 

Ì Ì 

u • m - 1 u m _ 1 

J Ị 

m-lV+a2)"1-1 

+ c = 

+ c 
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Còn tích phân thứ hai thì chính là thí dụ (k) ớ mục trước. Sau khi 
tính được cả hai tích phàn đó theo biến t, ta chi cần trờ về biến X 

bằng cách thế t = ^LLE vào kết quả, ta sẽ được kết quà cuối cùng. 

Định lí đại số sau đây cho phép kết luận rằng việc lấy tích phân 
một phân thức thực sự rốt cuộc dẫn đến việc lấy tích phân bốn dạng 
ì, li, IU, IV đã nêu trên. 

Định lí 63 (Không chứng minh) 

Mọi da thức bậc lì, với hệ số thực : 

Q(x) = aa + dị* +... + a„x" ; a„ * o' 

đều có thể phân tíc h thành tích các thừa số là nhị thức hộc nhất và 
tam thức bậc hai không có nghiệm thực trong đó có thể l ố những 
thừa số trùng nhau : 

Q{x) = an(A- - a)aự - hỷ...ự2 + px + qf ...ự2 + Ix + sỹ 

trong đó a, b, ... € R , p2 ~4q<0, ... ỉ2 - 4s < 0 và a + p + ... + 

2(fi + ... + v) = n. 
P(x) 

K h i đó phân thức thực sự tương  ứng — ~ có thể phân tích thành 

tổng các phân thức tối giản : 

P(x) _ Ạ Ai 

Q(x)~(x-a)a +(x-a)a-1 +"' + 

Aa_, B BỊ 

x-a (x-b)13 (x-br-1 

Bp-1 MX + N M1X + N1 
+ — - — + ... + — - — — + — - — — — 1 — - + ...+ 

(x-b) (x2+px + q)li (x2+px + q)M_l 

M ,X + N , 
+—EL e _ + í > > + 

X + px + q 

| Px + Q | PỊX + Q | ^ PV.ỊX-HQV.Ị 

(x2+lx + s)v (x2+lx + s)v_1 "" (x2+lx + s) 
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trong đó A, A | , A u _ | , B. B | , B|ị_| M , N , M ị , N | 

M n - I ' N M p. Q. P ] . Q i p v- l< Qv-I là các hằng số được 
xác định theo phương pháp hệ số bất định mà chúng ta sẽ giới thiệu 
qua các thí dụ dưới đây. 

• Thí dụ. 

(a) Phân tích hàm số 

R ( x ) = ì 4 3 1 ~ 
X- - x 4 + 2 x 3 - 2 x 2 + x - l 

thành các phân thức tố i giản. Trước hết ta có : 

X 5 - X 4 + 2 x 3 - 2 x 2 + X - 1 = (X - l ) ( x 2 + Ì ) 2 

Do đó : 
Ì A Mx + N M . x + N , 
: = + — — — - H — ! — — — -

x 5 - x 4 + 2 x 3 - 2 x 2 + x - l x - 1 ( x 2 + l ) 2 x 2 + l 

Bây giờ, để xác định các hệ số A , M , N , M ị , N ị ta dùng phương 
pháp hệ số bất định, nghĩa là ta quy đồng mẫu thức ở vế phải, sắp xếp 

tử thức (dĩ nhiên là một đa thức) rồ i cho đồng nhất các hệ số của các 
đơn thức đồng dạng của tử thức  ở cả hai vế. Trong trường hợp cụ thể 
này ta có : 

1=(A + M , ) x 4 + ( N | - M 1 ) x 3 + ( 2 A + M + M 1 - N j ) x 2 + • 

+ ( N - M - M j + N ị ) x + ( A - N - N | ) 

Đồng nhất hệ số các đơn thức đồng dạng  ở hai vế ta có hệ 5 
phương trình 5  ẩn : 

A + M ! = 0 

N j -Mị = 0 

Ỉ2A + M + . M | - N , = 0 

N - M - M ị + N j = 0 

A - N - N ị = Ì 
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Nghiệm của hệ phương trình trên là : 

Vậy 

A = l ; M = N = - i ; M , ^ N 1 = ~ 

Ì Ì x + 1 x + 1 

x 5 - x 4 + 2 x 3 - 2 x 2 + x - l 4 ( x - l ) 2 ( x 2 + l ) 2 4 ( x 2 + l ) 

+ 2x + 6 
(b) Phân tích — thành tổng các phân thức tố i giản. 

( x - l ) ( x - 2 ) ( x - 4 ) 

Từ định lí đại số trên ta có -

x2+2x + 6 A B c 
• + + • 

( x - l ) ( x - 2 ) ( x - 4 ) x - 1 x - 2 x - 4 

Dĩ nhiên, có thể dùng phương pháp hệ số bất định để tính các hẹ 
số A , B, c trong phân tích trên (như đã làm trong thí dụ (a)) ; tuy 
nhiên, trong truồng hợp cụ thể này khi đa thức mẫu số chỉ có nghiệm 
thực đơn, chúng ta có thể tính A , B, c nhanh gọn hơn theo cách sau 
đây : Trước hết, để ý rằng phân tích trên là đồng nhất thức, nghĩa là 

cách phân tích đó đúng với m ọ i giá trị của X ; bây g iờ , chẳng hạn, để 
tính hệ số A : ta nhân cả hai v ế với (x - 1), và có 

x2+2x + 6 B , _ c 
• = A + — — ( x - 1 ) + — — ( x - 1 ) . 

( x - 2 ) ( x - 4 ) x - 2 x - 4 

Trong đồng nhất thức trên ; ta cho X = Ì và có 

1 + 2.1 + 6 

( 1 - 2 X 1 - 4 ) 
= A ; nghĩa là A = 3. 

Tương tự, muốn tính B ta nhân cả hai v ế của đồng nhất thức ban 
đầu vói (x - 2) rồ i cho X = 2 ta được 

B_ 22+2.2 + 6 7 

( 2 - 1 X 2 - 4 ) 

và cuối cùng c = 5. 
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Đo đó 

x 2 + 2 x + 6 3 7 5 
• + • 

( x - l ) ( x - 2 ) ( x - 4 ) x - 1 x - 2 x - 4 

x

2 + Ì 
(c) Phân tích r - thành tổng các phân thức t ố i giản. 

(x-l)3(x + 3) 
Dùng định lí đại số trên ta có : 

x2+l A B Bi B2 

— — • + - + — + -
( x - l ) 3 ( x + 3) x + 3 ( x - 1 ) 3 ( x - 1 ) 2 ( x - 1 ) 

Lưu ý rằng trong thí dụ này, nếu dùng cách làm của thí dụ (b) thì 

chỉ tính được A = —%• và B =—, do vậy, ta có : 
32 2 

x2 + l 5 Ì Bi Bo 
• + —=- + r + — 

( x - l ) 3 ( x + 3) 32(x + 3) 2 ( x - l ) 3 ( x - 1 ) 2 x - 1 

Muốn tính nốt các hệ số BỊ , B2 ta phải dùng cách làm như trong 

thí dụ (a) (nhưng chỉ gặp 2 phương trình, hai ẩn), và có : 

do đó 

_ 3 _ 5 
Bi = —, Bo = — , 

1 8 1 32 

x 2 + l 5 Ì 3 5 
+ r + - + -

( x - l ) 3 ( x + 3) 32(x + 3) 2 ( x - l ) 3 8 ( x - l ) 2 3 2 ( x - l ) 

(d) Phân tích — —; thành tổng các phân thữc đơn giản. 
( x 2 + 3 ) ( x 2 - l ) 

Vé nguyên tắc, ta có thể biểu diễn : 

Ì Ì A B Cx + D 
• + + -

( x 2 + 3 ) ( x 2 - l ) ( x - l ) ( x + l ) ( x 2 + 3 ) x - 1 x + 1 x 2 + 3 
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rối dùng các cách đã giới thiệu trong các thí dụ trẽn để tính A, B, c, 
D. Tuy nhiên, vì mục đích phân tích cốt để dẻ dàng lấy tích phân nên 
ta có thê viết : 

Ì ( x 2 + 3 ) - ( x z - l ) 

( x 2 + 3 ) ( x 2 - l ) 

và nhữ vậy, ta có : 

Ì 

( x 2 + 3 ) ( x 2 - l ) 

4 (x 2 + 3 ) ( x 2 - 1 ) 

(x + l ) - ( x - l ) 
4 2(x + l ) ( x - l ) 

Ì Ì Ì 

Ì Ì 

L x z - 1 X 2 +3 

X 2 +3 

Ì 

8 ( x - l ) 8(x + l ) 4 ( x 2 + 3 ) 

Chú ý. 
• Qua những thí dụ trên, ta thấy rằng muốn tính một tích phân 

dạng phân thức thực sự chỉ cần phân tích phân thức đó thành những 
phân thức tố i giản (theo định lí đại số) thuộc các dạng ì , l i , HI , IV 
(mục 6.4) rồ i dùng cách tính tích phân các dạng đó . 

• Việc giới thiệu cách tính tích phân các biểu thức hữu tỉ (đối với 
biến lấy tích phân) đã mở ra một phương pháp rất hữu hiệu để lấy tích 
phân các biểu thức không hữu tỉ đ ố i với biến lấy tích phân : trong 
trường hợp này người ta cố gắng dùng phép đổ i biến và tích phân từng 
phần để đưa biểu thức cần lấy tích phân về một biểu thức mới đối với 
biến lấy tích phân mới và biểu thức mới này lạ i hữu tỉ đ ố i với biến 

mới. Chúng ta sẽ minh hoa ý này trong vài trường hợp đuôi đây. 

6.5. Tích phản các biểu thức lượng giác 

Giả sử cần tính tích phân ì = |R(sin X, cosx)dx trong đó R(u, v) là 

một biểu thức hữu tỉ đối với u và V, nghĩa là khi tính giá trị của R(u, v) 
chỉ cần thực hiện các phép tính cộng, trừ, nhân và chia đ ố i với các 
biến u, V. Khi đó , thực hiện phép đ ổ i biến : 

t : = te— , - n < X < 71 
2 
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X „ , 2dt 
— = arctgt ; X = 2arctgt ; dx = — — 

2 1 + t 

Do đó, có thể đưa tích phân ì về dạng 

ì 
2t 1- t 2^ 

1 + t 2 ' 1 + t 2 ; 

2dt 

1 + t ' 

và rõ ràng ở đây biểu thức dưới dấu tích phân là hữu tỉ đ ố i với t. 

Thật ra, trong những thí dụ về tích phân các biểu thức lượng giác 
đã gặp ở các phần trên ta đã dùng ý tưởng hữu ti hoa rồi tuy rằng 
trong các trường hợp cụ thể đó không đòi hỏi phải hữu tỉ theo kiểu 
, •> X 
thực hiện phép đ ố i biên tống quát t = tg— . 

Bây giờ ta lấy một thí dụ : 

(a )Tính I = Ị j 
1-a ' 

2 "* Ì -2acosx + a 2 

dx (0 < a < Ì ; -71< X < Tí). 

Thực hiện đ ổ i biến t : = tg— ; có : 
2 

= ( l - a 2 ) j . 
dt 

2.2 
( 1 - a r + ( l + a ) ' t 

arctg t 
t i - à y 

+ c 

= arctg 

f \ + a X . _ 
T ^ t g ^ l + C 

v l - a 2 . 

(b) Tính ì = ị 
Ì -acosx 

Ì -2acosx + a 
- d x (0 < a < Ì, -71< X < n). 
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Ta có 

: = | i + i 
2 2  Ị -2acosx + a 2 

dx = —X + arctg 
Ì + a X 

1-a 2) 

f 2 3 
(c) Tính ì = sin xcos xdx. Đặ t t : = sinx ; và c ó 

+ c 

.3 .5 : 3 :_5 
f 2 , , 2NJ Í t sin X sin X _ 

1= r ( l - r ) d t = — - — + c = — -——+c 

d) Tính ì = J 
dx 

s in 4 X cos 2 X 
• Vì d(tgx) = 

dx 

cos 2 X 
và có thể biểu diễn 

sin X theo tgx nên ta đặt tgx = t và được 

>2N2 
.Hr=t-f — Ì rti + t T . 2 Ì 2 

1= * d t = t - - — ^ - + c = t g x — -
J t t 3t tơv 3-

+ c 
tgx 3tg J x 

sinxcos2x 

dx 

(e) Tính ì = f - d x 

J si 

'-í 

•í 

. Ta có : 

- í : 
sin xdx 

sinx(2cos 2 x - 1 ) s i n 2 x ( 2 c o s 2 x - l ) 

sinxdx 
2 2 

(1-cos x)(2cos x - 1 ) 
Vì d(cosx) = -sinxdx nên ta đặ t t : = cosx và có : 

- ị 
dt 

- í 
2 ( l - t z ) - ( l - 2 t 2 ) 

( l - t ^ ) ( l - 2 t z ) J ( l - t z ) ( l - 2 n 

Ì 

Ì - 2 t 2 l - t 2 J 
dt = - 7 = In 
V2 

l + tV2 

1 - t V Ĩ 

dt 

I u , 
2 

1- t 

1 + t 
+ c 

In 
1 + V2 cosx 

1 - V 2 cosx 

+ ln t g ^ + c 
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6.6. T í c h p h â n c á c b i ể u t hức d ạ n g J R ( X , v õ ? - X 2 )dx v à 

JR(X, Vx2±a2)dx 

Ta để ý rằng hàm dưới dấu các tích phân trong cả hai tích phân 

|R(x,Va2 -x2)dx và JR(X, ± a2 )dx không hữu tỉ đối với biến 

X (vì X còn chứa trong dấu căn thức), nhưng R(u, v) thì lại hữu tỉ đối 
với u và V, do vậy muốn tính các loạ i tích phân đó người ta tìm các 
đổ i biến hoặc đồng thời đ ổ i biến và tích phân từng phần với hi vọng, 
với biến mới thì biểu thức dưói dấu tích phân trở nên hữu tỉ đ ố i với 
biến mới ; trong trường hợp này, người ta tìm cách khử cân thức. 
Chẳng hạn : với tích phân 

JR(X, Va2+X2)dx 

người ta thuồng dùng phép biến đổi X : = atgt. 

Với tích phân |R(X, 4a?-\2 )dx người ta thường dùng phép đổi 

biến X : = ctsint, hay X : = acost. 

Với tích phân JR(X, Vx2 -a2 )dx người ta thường dùng phép đổi 

. • > à 
biên x = — — . 

cost 
Sau đây nêu một số thí dụ cốt để minh hoa phương pháp 

• Thí dụ 

/ 2 _ 2 
(a) Tính ì = [ x dx , a > 0. 

J X 

Thực hiện phép đổi biến X : = asint; -~ < t < ^, khi đó dx = acostdt; 

>/a2 - X2 = alcostl = acost, vì cost > 0. 
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Vậy : 

2 
ĩ cos t , í 

ì = a — — d t = a 
J cinl J 

a In 

sin t 

t 

Ì - sin t , ỉ ch ĩ . . 
dt = a ——-a sintdt = 

J«ỉint J sint 

+ acost + c = aln 

' s im 

Ì cost 

sint sint 
+ acost + c 

S ĩ 2 

vì sint = — ; c o s t = — nén, cuối cùng có 
a a 

I = aln 

dx 

_ I 2_ 2 
a - V a - X V I t 

a - X +< 

(b) Tính ì = [ • a > 0. 
J / 2 2 

xva + X 
V ề nguyên tắc, có thể khử căn thức bằng cách đ ổ i biến X 

— < t < —, nhưng với bài này ta để ý rằng có thể viết : 

• h ì 

dx 

2 . a 
= ; do đó ta đ ố i biến — = t 

2 X 
+ 1 

và được — = -—dt 
X 2 a 

= - í 

Ì r di 

# 7 
In 

= - I n 
a + v t 2 + 

t + V t ^ T Ì + c (thí dụ ( f ) mục 6. 

t-Vr+ĩ +c + c = - l n 
a 

và CUỐI cùng ì = - I n 
a 

/ 2 2 
Va + X 
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(c) Tính ì = Ị * = • 
J ( X - 1 ) V 1 - X -

,. „ Ì , dt 
Thực hiện đoi biên X - Ì : = - , dx = — -

t r 
ỉ A 2 

Ì 
+ -

^ ty 

l + 2 t 

dt 

do đó 
! - ~ í ĩ F = = " i v ^ 2 Ĩ 

t u i 

(vì phải có Ì - X 2 > 0 |x| < Ì => X - Ì < 0 => t < 0 nên ịtị 
Cuối cùng 

I = - V - l - 2 t + c = - . 
Ịl + X 

1-x 
+ c 

f x 2 dx _ 
(d) Tính ì = Ị , , a > 0. 

\ x - a 

... , Ì f_. 2x A 
Ta viết I = - X. ị dx 

2 J V x 2 - a 2 

và dùng cách lấy tích phân từng phần : u = X và dv = 

đó có : 

2xdx 

4 ^ ? 

2 „2 
I = x V x 2 - a 2 - f V x 2 - a 2 d x = x V x ^ a 2 - ị * = a 

J Vx - a 
dx 
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Chuyển vế - ì sang v ế trái, được : 

2 I = x V x 2 - a 2 + a 2 Ị 
dx 

Dùng thí dụ ( f ) mục 6.2, được kết quả cuối cùng 
,2 

I = ! x V ? ^ ? + - l n | x + N / ? T a 2 | + C 
2 2 

( e ) T Í „ h I = J ^ 

•Jĩẻ 

dx. 
- X ) J 

Ta có ì 

tức là X = -
1 + 

X V Ì - X 

; dx = 

-dx , đặ t t = , 
1 - x 

2t 

(1 + t 2 ) 2 

dt. 

I = í ( 1 + t 2 , t W 7 d , = 2 í ĩ f ? d ' 

= 2í,^)*-2&í"ag&c 

T Ó M T Ắ T C H Ư Ơ N G 6 

• Tích phân bất định 

Cho hàm số f(x) xác định trong (a, b), hàm số F(x) xác định trong 
(a, b) được gọi là nguyên hàm của f (x ) nếu F(x) khả v i trong (a, b) và 
F'(x) = f (x ) hay dF(x) = f (x)dx, với m ọ i X 6 (a, b). 

Định li: 

Giả sử hàm số F(x) khả v i trong (a, b) và F(x) là nguyên hàm của 

f ( x ) , X e (a, b). K h i đó : 
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1) F(x) + c cũng là nguyên hàm của f (x ) , với c là một hằng số tuy 

ý, và với mọi X € (a, b). 

2) Ngược l ạ i , mọi nguyên hàm của f (x ) , X e (a, b) đều có dạng 
F(x) + C. 

Khi đó, ta kí hiệu mọi nguyên hàm của f(x) là Jf(x)dx và đọc là 

tích phân bất định của f(x) ; nghĩa là : 

jf(x)dx = F(x) + C. 

Các tính chất đơn giản của tích phân bất định : 

1) Nếu k là một hằng số khác 0 và nếu F(x) là một nguyên hàm 
của f (x ) , có 

Jkf (x)dx = k j f (x)dx = kF(x) + c 

2) Nếu F(x), G(x) là hai nguyên hàm của f(x), g(x) và A, B là hai 
hằng số, có : 

j [ A f (x)dx + Bg(x)]dx = A j f (x)dx + B jg(x)dx = 

= AF(x) + BG(x) + c 
• Bảng tích phân các hàm số thông dụng 

f o . dx = c 

dx = Ịdx = X + c 

..a+1 
x a d x = 

(a + 1) 

dx 

X 

+ c , a * - l 

- d x = í — = l n l x l + c 
X J X 

Ì f dx 
— ^ d x = — ^ = arctgx 
l + x 2 J l + X 2 

Ì f dx 

+ c 
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f a x d x = ^ + c ; f e x dx = e x + c 
J lna J 

Jsinxdx = -cosx + c 

Jcos xdx = sin X + c 

í—7~dx= f-^- = -cotgx + C 
» t in V » cin V Sin X *sin~x 

í 2~dx= f-^- = tgx + C 
J cos X J cos X 

f d x Ì X „ 
h — ĩ = - a r c t g - + C , a * 0 

L i * J_1 
J a - X ^ a 

dx 

a + X 

a - X 
+ c , a * 0 

r dx . X _ 
—ĩ = arcsin— + c , a * 0 

J V a 2 - x 2 d x = - x V a 2 - X 2 + 
a . X _ 
— arcsin—+ c 
2 a 

Ị , = = ln (x W x 2 + a ) + c , ót € R 
vx +a 

ịẬ2 +pdx=Ị x^/x2 +p + pln|x + 7x2 +PI+C 

£>//»// /;-

Một hàm số f (x ) xác định liên tục trong (a, b) thì có nguyên hàm 
trong khoảng đó. 
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Phép đổi hiến 

Nếu biết rằng Jg(t)dt = G(t) + c thì : 

Jg((ú(x))co'(x)dx = G(co(x)) + c 

trong đó g(t), co(x), co'(x) là những hàm liên tục. 

Trong nhiều trường hợp, ta thường thực hiện phép đổ i biến t = co(x). 

Khi đó biểu thức dưới dấu tích phân trở thành f(x)dx = gío(x)co'(x)dx. 
Nếu G(t) là nguyên hàm của g(t) thì : 

J f ( x ) d x = Jg(t)dt = G(co(x)) + C 

Phép tinh tích phân từng phần 

Giả sử u, V là hai hàm số khả vi và có các đạo hàm ù', v' là hai 
hàm số liên tục, khi đó : 

Judv = UY - Jvdu 

• Tích phân các phân thức hữu tỉ 

Một phân thức hữu tỉ là một hàm R(x) có dạng 

b„ + b , x + ... + b m x m 

R ( x ) = - L ^ ^ m 
a 0 +a|X + ... + a n x n 

a n, b m * 0 và m < n, thì R(x) được gọi là phân thức thực sự. 

Định lí (đại số) : 

„ , „ x P(x) bo + b . x + ... + b m x m 

Nếu R(x) = = - 2 L - ^ nL—, m < n, a n, b m ^ 0. 
Q(x) a 0 + a ! X + ... + a n x n 

Nếu Q(x) có dạng : 

Q(x) = a n (X - a ) a (X - b ) p ...(x + px + qf . . . (x 2 + lx + s) v 
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với a, b, . . . € R ; p 2 - 4q < 0 ; ì2 - 4s < 0 và 

a + p + ... + 2(jx+ ... + v) = n 

thì có thể phân tích R(x) thành tổng các phân thức tối giản : 

D, V P(x) A Ai 
R(x) = = ———— + ' - + . . . + 

Q(x) ( x - a ) a ( x - a ) " " 1 

Aa-1 B B, 
+ — = — + H 

x - a ( x - b ) p ( x - b ) p - 1 

B(3_1 Mx + N M1X + N1 
+ — — + ... + — - — — + — - — - — L — - + ... + 

x - b ( x 2 + p x + q)^ ( x 2 + p x + q ) ^ _ 1 

+ MMX + NM [ ^ Px + Q [ ^ P^x + Qy,! 

x2+px + q (x2+lx + s)v (x2+lx + s) 

trong đó A, Aị, Aa_Ị, B, Bị, Bp_Ị, M, N, MỊ, N|, 

Mn-1. Nn-h p> Q> Pi> Qi> Pv-1, Qv-1 là các hằng số được 
xác định theo phương pháp hệ số bất định. 

Định lí đại số trên suy ra rằng việc lấy tích phân một phân thức 
hữu tì dẫn đến các tích phân : 

f-^- = lnlx-al+C ; 
J x - a 

r dx Ì Ì ^ , , 
1 ũ = - T - L T — n r r + c ' k > 1 ; 

J ( x - a ) k k - 1 ( x - a ) k _ 1 

f Mx + N _MW 2 V 2N-Mp 2x + p _ 
ị 2 dx = ^ l n ( x +px + q ) + , r artg • r + c ; 

J x + P X + Í Ỉ 2 V 4 q - P 2 V 4 q - P 2 

Ị _ ị* dx _ Ị X 2n-3 ĩ 

n J(x2+a2)n ^n-l^v+a2)""1 + 2(n-l) V"1' 
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• Các tích phân không hiểu diễn được qua các hàm số sơ cấp (tuy 
rằng tổn tại nguyên hàm) 

f -X2 . f • 2 . ĩ ì . fsinx , ĩ dx 
Je dx, Jsinx dx, Jcosx dx, J dx, J——, 

fxm(a + bxn)pdx, a, b € R, p, ^iỉ-, ^-Up không phải là 
J n n 

những số nguyên, 

re* fsinx, rcosx, , , 
1—dx, Ị——dx, Ị——dx , n nguyên dương. 

• Tích phân các biểu thức dạng : 

jR(x,Va2+x2 )dx, JR(X, Vx2±a2 )dx 

trong đó R(u, v) là biểu thức hữu tỉ đối với u và V. 

Với | R ( X , V a 2 + X 2 )dx, dùng phép đ ổ i biến X = a t g t ; 

Vói j*R(x, V a 2 - x 2 ) d x , dùng phép đổ i biến X = asint hay X = acost; 

V ớ i Í R ( X , V X 2 - a 2 )dx, dùng phép đ ổ i biến X = - ^ -
J cost 

B À I T Á P 

1. Tính các tích phân 

1. Jx2(5-x)4dx ; 

3 - P ỉ r * ĩ 
J v x 

2 - J Í - + 4 + í 
J U X 2 X 3 ; 

dx ; 

4. y > / W x d x ; 
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í 

2 X + 1 _ 5 X - I 

10* 
dx ; 

7. p R L ^ d x ; 

í ; 

dx 

( 5 x - 2 ) 

dx 

5/2 ' 

í 

M ũ 

J 
17. 

19. 

cosx 

dx 

í 

2 * 

2 

dx 

x V x 2 + 1 

- í 

xdx 

( x 2 - l ) 3 / 2 ' 

23. 
r dx 

J e

x + e 

25. í ± ; 
J • 2 2 ' 
•'sin x + 2cos X 

27. 
í 

,n/2 

1 + x 
n+2 

:dx ; 

J e x + 

8. jVl + sin2xdx (0 < X < 7t); 

la í 

dx ; 

2 - 3 x 

dx 

13. J (s in5x-s in5y)dx ; 14. Ị 

3x - 2 

dx 

s in 2 2x + 

16. 

18. 

20 

22. 

í 

k ì 

dx 

Ì +s inx 

dx 

0>/x ' 

r dx 

' J(x2

 + 1)3/2 ; 

-dx ; 
í -

-M f sinx J 
24. J - p = d x ; 

Vcox X 

26. |4±idx ; 
J X + Ì 

28. ị xd» . 
J(x + 2 ) (x+5) 
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29. 
dx 

'(x + a) 2 (x + b ) 2 

31. Jsinxsin(x+ y)dx ; 

2. Tính các tích phân : 

1. ịarctgxdx ; 

3. 4 ; 
J t g x 

5. Jsin6 X cos4 xdx ; 

7. ị-r^— ; 
JVx2+x + 2 

9. Jsin2 xcos3 xdx ; 

li. j"sinn_1 xsin(n + l)xdx 

Jl + X3 

15. Jmax(l, x2)dx ; 

3. Tính các tích phân : 

_dx 

cosn X 

để tính In ; 

30. Jsin 2 xdx ; 

f XX 
32. ịcos —cõs— 

J 2 3 2 3 

Ì + cos X 

dx 

sinx - 1 
dx ; 

- í 

e x - l d x ; 

x + 2 

yj\2 -5x + ( 
rdx ; 

10. 
• L 2 + 

X + 3x - 2 d x ; 

dx 

12- í — 
J ( l + 

Jl + 

(X 4 +2X + 5) 

arctcx 

2 ' 

( l + x 2 ) 3 ' 2 

dx ; 

.6 ' 

16. j ( | l + x | - | l - x | ) d x 

f dx 
ị J n _ , n € N , tính I 0 , l ị , I 2 và láp công thức truy chứng 

2. I n = J x n e x d x , n e N ; 3. ì dx ; 
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4. j e 2 x cos3xdx ; 

' • t ô 

5. J x 2 l n x d x ; 

Đ Á P S Ố V À G Ợ I Ý 

(Không v iết hằng số c vào đáp số) 

l , l . ^ x 3 - 1 2 5 x 4 + 3 0 x 5 - ^ x 6

+ i x 7 ; 
3 3 7 

y 2 y 3 

2. y l n l x l - ^ - ' X 2x' 

6. I e 2 x _ e x + X 

2 
7. In 

, + V x 2 - : 

15 (5x -2 ) 

17. 2 t h - ; 
2 

,3/2 ' 15. « 1 ; 

18. d (Vx) = - ^ = ; 2arctgVx ; 
2Vx 

19. - I n 
1 + V x 2 + : 

(chia tử và mẫu cho X và để ý d — = —^r-dx) ; 
Ì 

20 2 1 . — 
Ì 

V x 2 + 1 ' V x 2 - 1 1 

22. ln(2 + e x ) ; 

23. arctg e x (nhân tử và mẫu với e x , để ý d(e x ) = e x d x ) ; 

2 
24. 25. 

cosx 
dx 

(chia tử và mẫu cho cos X, để ý d(tgx) = — — ) ; 
cos X 
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Ì í x 2 - l ì 

2 6 - i a r c , 8 i w ĩ J ( d ể ý 

27. 
n + 2 

-In 

n+2 
X 2 +Vl+xn+2 

í , _ L ì dx = dỊ X - - I ) ; 
X/ 

Ì 
khi n # - 2 , - U l n l x l khin = - 2 ; 

V2 

29. 
2x + a + b 

( a - b ) 2 ( x + a)(x + b) ( a - b ) 3 

In 
X + a 
X + b 

X Ì 
30. " - - s i n 2 x ; 

2 4 
X Ì X 3 5x 
31. — cosy-—sin(2x + y) ; 32. 3sin— + - s i n — -

2 4 6 5 6 
Ì 2 

2. 1. x a r c t g x - - l n ( l + x ) ; 
2 

^2 + 4 
2. I n l s i n x - l l - t g 

f dx r cos X 
(tách thành hai tích phân — — — + . dx ; viết 

J sin X - 1 J sin X - 1 

sinx = -cos í " ì 
x + — 

k 2) 

) ; 

Ì 3 2 
3. — In I sinXI (viết cos X = ( Ì - sin x)cosx); 

2 s in 2 X 

ị. 2 ( V e x - l - a r c t g V ẽ * ~ ^ a r c t g V e x - l ) (đặt e x = u 2 + 1 ) ; 

5. 
256 

3x - - s i n 2x - sin 4x - — sin 6x + - sin 8x - sin Ì Ox 
2 4 8 20 

• 2 l - c o s 2 x 2 l + cos2x. 
(dùng công thức sin X = — — và cos X = — - — ) ; 

X - Ậ Ì W x 2 - 5 x + 6 6. - I n 
2 

(viết x2-5x + 6 =  ị[(2x-5)2-l]) ; 
4 

5x + 6 
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yj\2 + x + 2 - — In K + — ì + V x 2 + X + 2 

Ì 
8. - - . - = _ + - ( 2 x - 3 W - x 2 + 3 x - 2 + Ậarcsin(2x-3) 

( v i ế t - X 2 + 3x - 2 = - [ l - ( 2 x - 3 ) 2 D ; 
4 

„ sin X sin X . . 
9. —— — (đặt sinx = ù) ; 

l i . — sin nx sin" X (dùng công thức sin(n + l ) x = sinnxcosx + 
n 

+ sinxcosnx ; để ý cosxsin" 1 X = 

x-1 

^ . n ^ 
sin X 

V n ỉ 
và cos nx = 

sin nx 

12. aarctgx 

13. V i ế t 

14. V iế t 

Ì l - x 2 + x 2 l - x x' 
• + • 

1 + x 3 ( l + x ) ( x 2 - x + 1) x 2 - x + l 1 + x 3 

Ì ( x 4 + l ) - ( x 4 - l ) 

1 + x 6 2 (x 2 + l ) ( x 4 ^ - x 2 + l ) 

x 4 - x 2 + l + x 2 

.2x,..4 
x 2 - l 

( l + x 2 ) ( x 4 - \ l +1) x 4 - x z + l 

( 

Ì X' 
- + -

Ì 

1 + x 2 l + ( x 3 ) 2 -2 í x " + - y - l 
X 

3 2 
15. X, |x| < Ì ; - y + ^sngx , |x| > 1. 

) ; 
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l 6 . - [ ( I + x ) l l + x l + ( l - x ) l l - x l ] . 

3. 1. I G ( X ) ; I ị ( x ) = In 

I „ 0 0 = 

X 71 
,g|Ì + 4 

sinx 

, I 2 ( x ) = t g x ; 

n-2 

( n - l ) c o s " ' x n-1 ; n - 1 I n - 2 W 

(Viết 
Ì 

ì * *7 
cosn X cos X cos X 

Ì „ 2-n V 
, đặt u = cos x) ; 

2. I n = x n e x - n l n _ ị ; 

3. In 

x + 1 

x - 1 

' - \ 

x + 1 

' - \ x - 1 

.1 
4. -Le-2x(3sin3x-2cos3x) ; 5. ^-(31nx-l) 

13 

6 . Đ ặ t x = t 6 ; 2 ^ - 3 ^ + 6 ^ - 6 1 n ( l + ^ ) + C. 
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Chương 7 

T Í C H P H Â N X Ấ C Đ Ị N H 

7 . 1 . Đ ị n h ngh ĩa t í c h p h â n x á c đ ị n h 

• Bài toán diện tích hình thang cong 

Cho hàm số y = f ( x ) , xác định liên tục trên khoảng đóng [a, bi, 
ngoài ra g iả sử f ( x ) không âm trên [a, b] . Xét hình thang cong AabB 
là hình giới hạn bởi đồ thị của hàm số f (x ) (trên [a, b]) ; các dường 
thẳng X = a ; X = b và trục hoành Ox (hình 7 . ỉ ) ; ta đặ t ván đề định 
nghĩa diện tích s của hình thang cong AabB. 

y 

B 

o a Xi x2 xi-1 x i xi+1 b X 

Hình 7.1 

Ta chia đoạn [a, b] thành n đoạn nhỏ bời các đ iểm chia : 

(7.1) x Q = a < X Ị < x 2 < . . . < Xj_Ị < Xị < . . . < x n s b. 
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Các điểm chia Xj ( i = 0, Ì, n) được chọn tuy ý miễn là tuân 

theo thứ tự tăng dần và đ iểm đầu x 0 trùng với a, đ iểm cuối cùng x n 

trùng với b, ta gọ i cách chia đó là một phân điểm ịý>. 

Bây giờ, từ các điểm chia Xj ( i = 0, n ) ta dựng các đường thẳng X = Xj, 

như thế ta đã chia hình thang cong AabB thành n hình thang cong nhỏ 

Pj_jXị_iXjPj ( i = l , n ) (hình 7.1), mỗ i hình thang cong nhỏ đó có đáy 

AXj: = Xj - Xj-1 ( i = Ì, n ). Theo giả thiết, hàm số f(x) liên tục trên [a, b] 

nên cũng liên tục trên [Xj_Ị , Xj], ( i = Ì, n ) , do đó đạt được giá trị nhỏ nhất 

m, (mị := min f ( x ) ) và giá trị lòn nhất M i ( M j : = max f ( x ) ) , 
xelXi.ị.Xi) 

theo định lí 3.2 chương 3 : 
xe[x M ,X ị ] 

x i - l £ X < Xi 

< X < X ; 

mị < f ( x ) < M ị , 
do đó : 

(7.2) mịAXị < f(x)AXj < M ịAx ị , 

Vẻ mặt hình học ; tích số mịAXp 

MịAXị chính là diện tích của hình chữ 
nhật "trong" và "ngoài" có chiều rộng 

là AXị và chiều dài tương ứng là mị và 

M ị (hình 7.2): hình thang cong nhỏ thứ i 

Pj_lXi_ỊXjPj luôn bị các hình chữ nhật Ư x 

trong và hình chữ nhật ngoài kẹp. 
* 

Gọi lẩn lượt s* và s là tổng các diện tích của các hình chữ nhạt 

trong và hình chữ nhật ngoài , để cho gọn, gọi s* là tổng trong và s 
là tổng ngoài, luôn có bất đẳng thức (từ 7 .2 ) : 

n n 
(7.3) s* <s* ;S* ^ ^ m ị A x ị ;S* : = ^ M i A x i 

i=l i=l 
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Sau đây ta nêu một số nhận xét về tổng trong và tổng ngoài . 

(1) Với mỗi n đã ấn định và vói mỗi phân điểm ./'đã chọn thì s«í 
* 

và s là những sô xác định. 

(2) Với phân điểm /"đã chọn, nếu trong đoạn thứ i [Xj_j, Xj] ta lấy 

thêm một điểm chia x'ị nữa, với x'ị 6 (Xi-Ị, Xj) thì sẽ có hai hình chữ 

nhật trong và hai hình chữ nhật ngoài 
(hình 7.3) và do tính chất của minf(x) 
và maxf(x) , tổng diên tích của hai 
hình chữ nhật trong lớn hơn diện tích 
cũ của hình chữ nhật trong và tổng 
diện tích của hai hình chữ nhật ngoài 
hè thua diện tích của hình chữ nhật 
ngoài cũ, nhưng bất đẳng thức 7.3 vẫn 

l u ổ n đ ú n s - Hình 7.3 

(3) Từ nhận xét (2) suy ra, nếu tăng n thì s* tăng và s giảm, do 

đó, với bất kì phân đ iểm .ý ; luôn có hai dãy số {SÌ n ) ị đơn điệu tăng 

(và bị s ( n ) chặn trên) với mọ i n, và dãy số {S( n ) | đơn điệu giảm (và 

bị S(*"̂  chặn dưới) với mọ i n. 

Theo định lí 1.4 chương Ì về sự hội tụ của dãy đơn điệu ta kết 

luận rằng khi m tăng vô hạn và mọi AXj -> 0, có 

(7.4) limsln) =s và limS(n) =s 

Do giả thiết và định lí 7.2 chương này ta có s = s và ta nói rằng 

hình thang cong AabB có diện tích và ta định nghĩa diện tích s của 
hình thang cong chính là giới hạn chung đó : 

s = s = s 
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Bây.giờ, từ (7.2) và (7.3) có thể viết 

n n n 

(7.5) ^ m j A x j < ^ f ( X j ) A X j < ] T M j A x j 

i=1 i=l i=l 

Mặt khác, nếu gọi kị = AXj và X := max(Axị) thì các hệ thức (7.4) 
i<iồn 

CÓ thể viết dưới dạng : 

n TỊ 
(7.6) lim 7 m;AXj = s và l im 7 M j A x : = S 

i=l 1=1 

Do vậy, nếu hình thang cong AabB có diện tích nghĩa là nếu 

s = s = s thì từ bất đẳng thức kép (7.5) và từ định lí chuyển qua giới 

hạn các bất đẳng thức kép (định lí 3.2 chương 3) ta cũng có : 

n 

(7.7) s = l im Y f ( X j ) A x j 
>.-*(>*-' 

1=1 

Giới hạn dạng (7.7) có một vai trò cực kì quan trọng trong giải 
tích và trong các ứng dụng đa dạng của giải tích và bây g iờ chúng ta 
sẽ nêu chi t iết hơn giói hạn dạng đó . 

Để kết thúc phần diện tích hình thang cong ta lưu ý rằng giả thiết 

về tính liên tục của hàm s ố f ( x ) trên khoảng đóng [a, b] là giả thiết bản 
chất, còn giả thiết f (x ) không âm thì có thể bỏ qua vì nếu f (x) âm thì 
luôn có thể đẩy trục hoành xuống để thoa điều kiện f (x) không âm. 

• Định nghĩa tích phân xác định 

Cho hàm số f (x ) xác định và bị chặn trong khoảng đóng [a, b i , 

chia Ịa, b] thành những khoảng nhỏ bởi một phân đ iểm ./ ' (7.1), trong 

mỗ i khoảng nhỏ Ịx ị - Ị , Xjl lấy một đ iểm tuy ý : 

Xj_j < ịị < Xi (i = Ì, 2, .... n) 
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và lập tổng 
n 

(7.8) a : = £ f f c i ) A x i 
i=l 

với AXj := Xj - X j _ ! ( i = Ì, n) 

Dĩ nhiên tổng ơ định nghĩa theo (7.8) là một số xác định ; số dó 

phụ thuộc số khoảng nhỏ n, phụ thuộc 4 j , chọn tuy ý trong [ X j _ j , Xj] 

và phụ thuộc cách chọn phân điểm 

Nếu khi n tăng vô hạn (n oo) sao cho max x.j := k, X -¥ 0 ; với 
i<i<n 

kị := AXj ( i = Ì, n ) , ơ có g iới hạn (hữu hạn) ì , và giới hạn ì này không 

phụ thuộc cách chọn đ iểm 4p cũng không phụ thuộc cách chọn phản 
điểm ^ : 

(7.9) l i m ơ = I 

(n-»oo) 
thì ì được gọi là tích phân xác định của hàm số f (x) lấy trên khoảng 

b 
đóng [a, b] và kí hiệu là Jf(x)dx : 

a 
b 

(7.10) 1 = | f ( x ) d x 

a 
K h i đó ta cũng nói rằng hàm số f (x ) khả tích trên [a, b ] , [a, b] là 

khoảng lấy tích phân, a là cận dưới, b là cận trên của tích phân, X là 
biến số lấy tích phân, f (x ) là hàm số lấy tích phân và f(x)dx là biểu 
thức dưới dấu tích phân. 

Với công thức (7.7) và với định nghĩa (7.9) diện tích s của hình 
thang cong AabB là : 

b 
s = j | f ( x ) | d x 
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• Chú ý. 

(1) H ệ thức định nghĩa (7.9) có thể diễn đạt theo "ngôn ngữ 6 - 5" 
của khái n iệm giới hạn : ơ -> ì có nghĩa là với mọ i s > 0 cho trước, 

tìm được 5 > 0 sao cho 

(7.11) A . < ô c ó | ơ - I | < 8 

(2) Trong định nghĩa, chúng ta đã g iả thiết f (x ) xác định và bị 
chặn trong [a, bi- K h i đó, gọi m = inf f ( x ) , M = súp f (x ) , X e [a, b] có : 

(7.12) m < f ( x ) < M , X € [a, b] 

(3) Kí hiệu mị := inf f ( x ) , (mị là cận dưới đúng của f (x ) trong 
xetXi.ị.X;] 

[x - ! , Xi! ; xem 1.3.6 chương 1) và M ị := súp f ( x ) , ( M ị là cận trên 

đúng của f (x ) trong [ X i - ! , Xi] , X e tX ị - Ị , Xj]) . 

Ta có : 

mị < f ( x ) < M ị , X € [ X i - Ị . X ị ] 

n n 
(7.13) s := ^ m ị A x i ; s := ^ M ị A x i 

i=l i=l 

lần lượt được gọi là tổng (tích phân) dưới và tổng (tích phân) trên. 
(Trong bài toán diện tích  ở t rên, vì f (x ) được g iả thiết là liên tục nên 

m- trùng vói min f (x ) và M ị t rùng với max f (x ) (vói X e [Xị-ị, Xị]) và 

tổng dưới chính là tổng trong, tổng trên chính là tổng ngoài) . Từ 

(7.9), (7.12) và (7.13) suy r a : 

(7.14) s < ơ < s 

Hơn nữa tổng dưới s và tổng trên s còn có các tính chất sau : 

(a) K h i tăng số đ iểm chia trong phân đ iểm ^ t h ì tổng dưới tăng và 

tổng trên giảm. 
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(b) Nếu gọi Sị, S| là tổng dưới , tổng trên ứng với phàn đ iểm ./'|, 

s2, s 2 là tổng dưới , tổng trên ứng vói phân đ iếm •/'->, có : Sị < Si . 

ClìứníỊ minh. 

(a) Để khỏ i rườm rà, chỉ lưu ý cách lập luận tương tự nhận xét (2) 
và (3) trong bài toán diện tích. 

(b) Gọi là phân điểm thứ ba, có được bằng cách hợp tập các 

điểm chia của phân đ iểm -J/\ và phân đ iểm .^2 và gọi s, s lần lượt là 

tổng dưới , tổng trên ứng với phân đ iểm khi đó , theo ( ạ ) : 

s I < s và s < í>2 

Nhưng, dĩ nhiên s < s, do đó suy ra Sị < s, suy ra Sj < S2. • 

(4) Từ tính chất của tổng đuôi và tổng trên suy ra rằng tập các 
tổng dưới {s Ị ứng với các phân đ iểm s/' khác nhau là một tập bị chận 
trên ; cụ thể là bị một tổng trên bất kì s chặn, do đó theo mệnh đề 1.2 

chương Ì, tập {s Ị có cận trên đúng ì* : 

ì* := súp {s} 
Tương tự tập các tổng trên {S} bị chặn dưới , do đó có cận đuôi 

* 
đúng ì : 

ì* := inf {S} 
Hiển nhiên, ta có : 

(7.15) S < I * < I * < S 
V ớ i tất cả những nhận xét trên, bây g iờ ta có thể trả lờ i câu hỏ i rất 

tự nhiên là : để hàm số f (x) khả tích trên [a, b] thì f (x ) phải thoa điểu 
kiện gì ? 

7.2. Điều kiện khả tích 

Định li 7.1. Với nhỉTtìỊỊ ki hiệu đã dùng ở trên ; điều kiện ắt có và 
đủ để hàm số bi chặn f(x) khá tích trên la, hỊ là : 

(7.16) lim(S-s) = 0 
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ChứiìiỊ minh. 

"=>" G iả sử tồn tại tích phân (7.10), khi đó, theo nhận xét (1) ; có 
(7.11) nghĩa là có 

I - e < ơ < I + s 

Mặ t khác theo bất đẳng thức kép (7.15) và theo tính chất của cận 
trên đúng và cận dưới đúng, suy ra : 

I - e < s < S < I + E 

Từ đó : 

l im s = l im s = ì 

và (7.16) được chứng minh. 

"<=" Bây giờ giả sử có (7.16), khi đó từ (7.15) suy ra 
* 

s < ì < s ; ì = l i m l * = l i m l 
Kết hợp bất đẳng thức kép này với bất đẳng thức kép (7.14) ta có 

đồng t h ờ i : 

s < I < S v à s < ơ < S 

Hơn nữa vì l im (S - s) = 0 (giả thiết) nên cũng suy ra : |ơ - 1 | < s 
X.-*0 

Bất đẳng thức cuối cùng này chứng tỏ rằng f khả tích trên [a, b] . • 

Nếu ta ký hiệu 

(7.17) Oi := M ị - m ị , 

C0j được gọi là (lao động của f trong [Xị-Ị, Xj] thì có : 

n n 
s - s = 2 ^ ( M i - m ^ A x ị = 2 ] ( 0 i A x i 

1=1 i=l 

và có thể viết điều k iện khả tích (7.16) dưới dạng 

n 
(7.18) l im VcOiAx ị = 0 
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Bây giò, từ điều k iện khả tích (7.16) ta có thể t ìm các dấu hiệu 
khả tích của một hàm số quen thuộc. 

Định lí 7.2. 

Nếuf(x) hên tục trong la, h] thì f(x) khả tích trên [à, hj. 

Chứng minh. 

Vì f (x ) liên tục trong khoảng đóng [a, b] nên theo định lí 3.12 
chương 3 ; f ( x ) liên tục đều trong [a, b ] , do đ ó với bất kì e > 0 luôn 

tìm được 5 >0 sao cho |x j - X j _ i | < 6 với X j _ j , Xị e [a, b] luôn có 

| f ( X j ) - f ( x M ) | < 6 nghĩa là ©Ì < e ; từ đó , dùng (7.18) có : 

Vì (b - a) là hằng số, s bé tuy ý nên (7.18) được thoả, do đó f(x) 
khả tích trên [a, b] . • 

• Định lí 7.3 

Nếu f(x) hi chặn trong [a, h] và có một số hữu hạn điểm gián 
đoạn trong [a, h] thìỷịx) khả tích trên [a, hj. 

Đ ể đỡ nặng nề , chúng ta không chứng minh chi t i ế t định lí này mà 
chỉ gợi ý cách chứng minh. Trước hết, để ý rằng chỉ cẩn chứng minh 
cho trường hợp khoảng [a, b] chứa một đ iểm gián đoạn t ạ i X = x' (?), 
sau đó , với e > 0 cho tnróc, chia [a, b] thành 3 khoảng [a, x' - é ] , 
[x' - 6, x' + e] và [x ' + 8, b] r ồ i áp dụng tính chất liên tục đều của f(x) 
trong các khoảng đóng [a, x' - e], [x ' + 6, b] để xây dựng các hộ thức 
thuộc loại (7.18) ; trong khoảng [x' - e, X* + é] chỉ chứa một số hữu 

hạn đ iểm chia của phân đ iểm ^ n ê n việc chứng tỏ hệ thức (7.18) gần 
như hiển nhiên (?). 

Định Ị í 7.4. 

Nếu f(x) bị chặn và đơn điệu trong [a, h] thì khá tích trong [à, hỊ. 

n n 

i=l i=l 
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Chứng minh. 

Giả sử f(x) đơn điệu tăng trong [a, b], khi đó : 

(Oị := Mj-mi = f(xi)-f(xi_j) 

£ 
Bây giờ cho trước 8 > 0 ; đát s := vì f (x ) đem điêu tăng 

f ( b ) - f ( a ) 
nên f(b) - f(a) > 0. 

Khi đó chỉ cần AXị < ôj, i = l,n , luôn có : 

2>jAXj <5ị[f(Xi)-f(XM)] = ô[f(b)-f(a)] = e 
i=l 

Như thế f(x) thoả (7.18), do đó f(x) khả tích trên [a, b]. Trường 
hợp f(x) đơn điệu giảm cũng chứng minh tương tự. • 

• Vài thí dụ 

(a )Tính Jx 2 dx. 

Vì f(x) = X 2 liên tục trong [0, 1] nên f(x) khả tích (định lí 7.2), do đó : 

Ì n 
[ x 2 d x = l im V ^ A X ị 

0 ' i=l 

Theo định nghĩa khả tích ; có thể chọn ịị € [Xị-ị, Xj], tuy ý và  ỏ 

đây ta chon ị-. = í— ; AXj = ^—^- = — (chia [0, 1] thành n khoảng 
n n n 

nhỏ bằng nhau), khi đó maxAXị -> 0 tương đương với n -> 00, do đó : 

Ì n / I\2  Ị Ì n 

f x 2 d x = l im V ì.-- .--= l im — r ^ i 2 

0 n ' n n _ > ° ° n i=l 

1S_ Ì n(n + l)(2n + l) Ì 
= l im — . — = — 

n-x» n 6 3 
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(xem bài tập sô" 11,2 chương 1) : 
Ì 

V 
0 

x z d x = - . 
3 

u 
(b) Tính  ịsinxdx 

Vì f (x) = sinx liên tục trong [a, b] , nên f (x) khả tích trên Ịa, b], do 
đó có thể chọn phân đ iểm sao cho 

b _ a 

x D = a, Xj = a + ih, với h := ; i = l ,n . 
n 

Khi đó max Axj = Axj = h. 

Nếu chọn ịị :=a + (i-l)h ; i = l,n theo định nghĩa (7.10), có : 

r 
[sinxdx = l im V ( s i n £ j ) h 

J n—>0 )=1 

Đật a n : = £ ( s i n 4 j ) h , c ó : 
i=l 

ơ n = [sina + sin(a + h) + sin(a + 2h) + . . . + sin(a + (n - l)h)]h 

Nhân cả hai vế đẳng thức trên với 2sin- và dùng công thức 

lượng giác : 2sinusinv = cos(u - v) - cos(u + v), suy ra 

ơ n = 

í ( r 
cos a - - -cos a + n 

r 
h 

l 2 j V 2 , 

2sin 

= h. 

( 
i u cos a -cos b - -

l 2 , l 2) 

2 sin 
(vì a + nh = b) 
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Cuối cùng, thế giá trị ơ n vào biêu thức cần tìm giới hạn, được : 

h 

2 sinxdx = lim 
h—>ơ - í h 

sin 
.2 

ịsinxdx = cosa-cosb (?) 

í ^ 
( 

cos a -cos b - — 
V 2j 2) 

• Chú ý. 
(1) Qua hai thí dụ, ta thấy rằng nếu chỉ dùng định nghĩa để tính 

tích phân thì khối lượng tính toán cũng như cách tính toán rất cồng 
kềnh và đa dạng vì không có một công thức đủ tổng quát để gợi ý 
cách tính các giới hạn, chính mục 7.4 sau sẽ cải thiện tình hình này. 

(2) Trở l ạ i hai thí dụ trên, ta dể dàng thấy : 

Ì l i Ì 
Nếu j x 2 d x = - thì J t 2 dt = j y 2 d y = Ju 2du = -

0 0 0 0 5 

Cũng vậy 

b 
Nếu  ịsin xdx = cos a - cos b thì 

a 

b b b 
Jsintdt=  Ịsinvdv = . . .= ịsinydy = cosa-cosb 

a a a 

b 
Từ hai thí dụ đó có thể kết luận : Jf(x)dx (nếu có) thì chỉ phụ 

a 
thuộc các cận a, b và hàm số lấy tích phân f (x ) , không phụ thuộc 
biến số tích phân : 

b b b 
(7.19) Jf(x)dx = Jf(t)dt = . . . = Jf(u)du 
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(3) K h i định nghĩa tích phân ta xét hàm số f (x ) trong khoảng đóng 
[a, b ] , tức là ta đã giả thiết a < b. Bây g iờ nếu b < a ta định nghĩa 

b b 

(7.20) J f ( x ) d x : = - J f ( x ) d x 

a ã 

và khi b = a ta định nghĩa : 

a 

(7.21) Jf(x)dx = 0 

a 

7.3. C á c t í n h c h á t c ủ a t í c h p h â n x á c đ ị n h 

Đ ể khỏ i phải nhắc l ạ i nhiều lần, trong các mệnh để dưới đây khi 
p 

nói đến tích phân j f ( x ) d x chúng ta đều hiểu là f ( x ) được giả thiết 

a 

khả tích trên [ a , p ] . 

• Tính chất ỉ. (Không chúng minh). 

( i) C Ó thể đưa thừa số là hằng số ra ngoài dấu tích phân : 

(7.22) j c . f ( x ) d x = c j f ( x ) d x 

a a 
b b 

(7.22') Đặc biệt  Ịc.dx = c J l .dx = C(b - a) 

a a 
( l i ) Tích phân của tổng hai hàm số bằng tổng hai tích phân : 

b b b 
(7.23) j [ f (X) + g(x)]dx = | f (x)dx + Ịg(x)dx 

a a a 
• Tính chất 2. 
Cho 3 khoảng đóng [a, b ] , [a, c] và [c, b] , nếu f (x) khả tích trên 

khoảng có độ dài dài nhất thì cũng khả tích trên hai khoảng còn lạ i và : 
b c b 

(7.24) Jf(x)dx = j f ( x ) d x + j f ( x ) d x 
a a c 
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Chứng minh. 

Đầu tiên giả sử a < c < b và f (x ) khả tích trên [a, b] . Xét một phân 
điểm -f trong đó điểm c được chọn làm điểm chia, khi đó : 

b c b 
y^coAx = ^ c o A x + y^coAx 
a a c 

VÌ © = M - m > 0 ; Ax > 0 nên nếu v ế trái đẳng thức trên dần tới 
không sẽ kéo theo hai tổng v ế phải đẳng thức đó dần tới không, nói 
khác đi , theo định lí 7.1 f (x ) khả tích trên [a, b] thì cũng khả tích trên 
[a, c] và trên [c, b] . Mặ t khác , hiển nhiên có : 

a a c 

Chuyển qua giới hạn, cho X. -> 0, suy ra (7.24). 

Bây giờ, g iả sử b < a < c và f (x ) khả tích trên [b, c] ; khi đó theo 
phần đã chứng minh : f ( x ) khả tích trên [b, a] và trên [a, c] và có : 

c á c 
J f ( x ) d x = j f ( x ) d x + Jf(x)dx 
b b ã 

Chuyển về đẳng thức trên và dùng công thức (7.20) suy ra (7.24). • 

• Tính chất 3. (Trong tính chất này : a < b). 

b 
(i) Nếu f (x) > 0, X € [a, b] => | f ( x ) d x > 0 

a 

b b 

GO Nếu f (x) < g(x), X e [a, b] => j f ( x ) d x < jg(x)dx 

a a 

(iu) Nếu f (x ) khả tích trên [a, b] lf(x)l khả tích trên [a, b] và 

(7.25) j f ( x ) d x ^ ] | f ( x ) | dx 
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(iv) Nêu m < f (x) < M , X € [a, b] => 

b 
(7.26) m ( b - a ) < j f ( x ) d x < M ( b - a ) 

a 
Chứng minh. 

(i) Hiên nhiên. 

( l i ) Chỉ cần áp dụng ( i ) cho hiệu g(x) - f (x ) . 

( i i i ) Trước hết, ta chứng minh tính khả tích của lf(x)l ; nếu trong 

khoảng [ X j _ | , Xj] , lấy 2 đ iểm bất kì x', x", có (bất đẳng thức (1.25) 
chương 1) : 

Vì f (x) khả tích trên ịa, b] (theo giả thiết) nên 2.cú,AXj ~* 0 

kéo theo (7.25). 

(iv) Chỉ cần áp dụng ( l i ) cho m, f và M và áp dụng (7.22'). • 

• Tính chất 4. 

(i) Đình li trung hình thứ nhất. 

Giả sửf(.\) khả tích trên la, lĩ], (ti < h) vù ỳủ sử ni <f(-\) <M, với 
X e [à, bj, khi dó tồn tại  ụ. : 

b 
(7.27) 
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Đặc biệt nếu f(.\) liên tục trong Ịa, lĩ Ị, tồn tại (• ; c e la, hỊ 

b 
(7.28) Jf(x)dx = f ( c ) ( b - a ) . 

a 

Chứng minh. 
Giả sử a < b, dùng bất đẳng thức (7.20), có 

Lb 

m < —— 
j f ( x ) d x < M 

và đặt n :=——- ff (x)dx 
• ^ h - a J 

ứ 
Nếu a > b, ta xét tích phân dạng j f ( x ) d x và dùng công thức 

b 
(7.20) cũng suy ra (7.27). 

Bây g iờ giả sử f (x) liên tục trong [a, b] , khi đó , theo định lí 3.8 
chương 3, m = min f (x) ; M = max f (x ) , X 6 [a, b] , và theo hệ quả 3.1 
chương 3, suy ra tồn tại c e Ịa, b] , sao cho f(c) =  ụ ; m <  ụ < M . • 

• Nhận xét. 

(1) Công thức (7.28) có một ý nghĩa hình học thú vị. Thật vậy, giả 
sử f (x) > 0, khi đó vế trái (7.28) chính là diện tích hình thang cong 
ABCD (hình 7.4) và v ế phải 
chính là diện tích hình chữ 
nhật có chiều rộng là (b - a) 
và chiều dài là f (c) . Nói khác 

đi, tồn tạ i một hình chữ nhật 
có chiều dài là tung độ f(c) 
của một đ iểm M nằm trên 
cung b e của đồ thị f, có 
hoành độ c ở giữa a và b, sao 
cho diên tích hình chữ nhật đó 
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bằng diện tích hình thang cong ABCD có chung đáy A B . Chính vì giá 
trị f (c) trung gian đó , công thức (7.28) mang tên định lí trung bình. 

(2) So sánh công thức (7.28) và công thức (5.2) chương 5 : 

f (b) - f(a) = f (c)(b - a) 

có thể nói rằng nếu f(x) có một nguyên hàm là F(x) (nghĩa là f(x) = F(x)) 

thì (7.28) có dạng : 

b 
j f ( x ) d x = F ' ( c ) (b -a ) 

a 

b 
Chính hệ thức này gợi ra liên hệ giữa tích phân Jf(x)dx và giá trị 

a 
cụ thể của nguyên hàm F(x), trong mục 7.4 ta sẽ nghiên cứu quan hẹ đó. 

ị li) Đinh lí trung bình thứ hai. 

Giả sử: 
( l ) f ( x ) và tíchf(x).g(x) khả tích trên Ịa, bj. 

(2) m <f(x) <M. 

(3) g(x) không đổi dấu trong la, b] : g(x) >o(g(x) <0). 
Khi đó: 

b b 
(7.29) | f (x)g(x)dx = ịi Jg(x)dx , m <ụ <M. 

a a 

Đặc hiệt, nếufịx) liên tục trong [à, hì, có : 

b b 
(7.30) Jf(x)g(x)dx = f (c ) jg(x)dx, a <c <h. 

a a 

Chứng minh. 

Trước hết, g iả sử g(x) > 0 và a < b, khi đó , từ g iả thiết (2) có : 

mg(x) < f (x)g(x) < Mg(x) 
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Áp dụng tính chất 3 (iv) suy ra : 
b b b 

m Jg(x)dx < j f (x)g(x)dx < M Jg(x)dx 
a a a 

Mặ t khác, vì g(x) > 0 (a < b) nên dùng tính chất 3(i), có : 
b 
Jg(x)dx>0. 

a _ 
Nếu tích phân này bằng không thì hiển nhiên có (7.29) vì khi đó 

b 
Jf(x)g(x)dx = 0 . 

a 
b 

Nếu Jg(x)dx > 0 , suy ra : 

a 

b 

Jf(x)g(x)dx 

-5— = n , | i e [m, M ] 
b 
Jg(x)dx 

a 

do đó có (7.29). 

Bây g iờ, để ý rằng hạn chế g(x) > 0 và a < b là không cần thiết vì 

khi đ ổ i cận tích phân hoặc đ ổ i dấu của g(x) trong biểu thức trên dấu 
bằng vẫn không thay đ ổ i . 

Đặc biệt khi f (x ) liên tục trong [a, b i , cũng lập luận như phần 
tương ứng trong định lí trung bình thứ nhất, suy ra (7.30). • 

7.4. Cách tính tích phân xác định 
Nếu f(x) khả tích trên [a, b], f(x) cũng khả tích ưong [a, xịt X G [a, b] 

(tính chất 2 mục 7.3, nếu bây g iờ thay cận trên b bởi biến X thì ta có 

tích phân 
X 

(7.31) <D(x):= J f ( t ) d t , x e [a, b] 
a 
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O(x) là một hàm phụ thuộc cận trên X, và để phân biệt cận và biến 

số tích phân ta viết biến số tích phân là t (xem nhận xét (2) mục 7.2). 
Hàm O(x) có các tính chất sau. 

Định lí 7.5. 

(ì) Nếu f(t) kha tích trên la, bị thì <p(.\) liên tiu đối với X e la, bị. 

(2) Nếu f(x) liên tục tại t = X thì <p(.\) có đạo hàm tại X và : 

(7.32) 0'(s)=f(.x) 

Chứng minh. 

(1) Cho X một số gia Ax = h sao cho X + h 6 [a, b ị , khi đó, theo 
định nghĩa (7.31) có : 

x+h X x+h 

0 ( x + h) = í f(t)dt = j f ( t ) d t + Ị f ( t )dt (công thức (7.24)) 
a a X 

do đó : 
x+h 

(7.33) d>(x + h) - O(x) = ị f( t)dt = ụh, (công thức (7.27)) 
X 

với  ụ. ở giữa m' và M ' là hai cận dưới và trên của f trong khoảng Ịx, X + h] 
(xem hệ thức (7.2) trong chú ý (2) phần định nghĩa tích phân xác định). 

Nếu bây g iờ cho h —> 0, hiển nhiên có : 

<D(x + h) - <D(x) 0 hay là cD(x + h) -> 4>(x) 

và điều đó chứng tỏ tính liên tục của O(x) . 

(2) Thật vậy, từ (7.33) suy ra : 

0 ( x + h ) - 0 ( x ) 

— h — = M 

Mặ t khác f ( t ) liên tục tại t = X nén với 8 > 0 tuy ý tìm được ô > 0 
sao cho khi |h| < 5 có 

f (x ) - e < f ( t ) < f (x ) + 6, t e [x, X + h] 
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Vì m' := inf f ( t ) , M ' := súp f ( t ) , t £ | x , X + hi (xem mệnh để 1.2 
chương Ì) có : 

• Nhận xét. 

Kết luận (2) của định lí có một ý nghĩa quan trọng về lí thuyết 

cũng như ứng dụng. Nếu f (x ) liên tục trong toàn khoảng la, b] thì nó 
khả tích (định lí 7.2) và, hem nữa, tạ i bất kì X 6 [a, b] công thức 
(7.32) đúng : Khi đó dạo hàm cùa tích phân (7.31) theo cận trên X 
luôn bằm; hùm số lấy tích phân trong khoảng lấy tích phân đó. 

Nói khác đi, chúng ta đã chứng minh định lí 6.2 chương 6 : 

Một hàm fịx) liên tục trong khoảng [ít, bj luân có nguyên hàm 
trong khoảng dó và một trong các nguyên hàm đó được hiểu diễn 
(lưới dựng 7.3 Ị. 

Định lí 7.6. (Liên hệ giữa tích phân xác định và nguyên hàm). 

Nếu f(x) liên tục trong khoáng dóng [ít, b] và nếu F(s) là một 
nguyên hàm cửa f(x) (luôn tồn tại nguyên hàm này, theo nhận xét 
trên) trong khoảng dó thì 

f (x) - E < m' < M ' < f (x) + E 
Ngoài ra, vì ị! thoa : m' < ụ. < M ' nên suy ra : 

f (x ) -e<ịi< f (x ) + e hay là \ịi - f ( x ) | < 6 

Do đó : 

h 
(7.34) 

•ả 
Công thức (7.34) được gọi là công thức Newton-Leibnitz (đọc là 

Niutơn-Laini t) và cũng thường được viết dưới dạng : 

b 

a 
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Chứng minh. 

Vì F(x) là một nguyên hàm cùa f(x) trong [a, b] và tích phần (7.31) 
cũng là một nguyên hàm của f (x) trong [a, b] nên theo định lí 6. Ì (2) 
chương 6 có : 

(7.35) <D(x) = F(x) + c, X e [a, b] 

với c là một hằng số cộng. 

Từ đẳng thức (7.35) suy ra : 

<D(a) = F(a) + c 

nhưng <D(a) = 0 (xem (7.21)), suy ra : F(a) = - C . 

Bây g iò trong (7.35) cho X = b sẽ suy ra (7.34). • 

Công thức Newton - Leibnitz cho cách tính tích phân xác định 
b 
ị f (x )đx , không cần phải trở về định nghĩa, miễn là biết một nguyên 
a 
hàm F(x) của f (x ) , như vậy, nếu chúng ta đã quen với các kĩ thuật tìm 
tích phân bất định đã học ở chương 6 thì về nguyên tắc có thể tính 
được các dạng khác nhau của tích phân xác định. 

• Thí dụ. 

(a) Trở l ạ i hai thí dụ trong mục 7.3, dễ dàng thấy : 

1 Ì„311 _ Ì 

b 
= cosa - cosb 

a 

f 2 . _ Ì 3 1 _ 
j x d x = ^ X | 0 = . 
0 
b 
ịsin xdx = -cosx 

(b)Pd-^ĩLB=ĨTTĩ(b"'-/+l> Oi-.). 
a 

b 

(c) í — = l n x r = l n b - l n a (a > 0, b > 0) 
J X ' a 

a 
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(d) Dùng tích phân xác định, tìm giới hạn 

I : = l im 
n—»00 

n n 
„ 2 , ,2 2 , 02 
Ti + ì lì +2 

• + . . .+ 2 2 
n z + n z 

Gọi n n n 
+ " =- + . - + * n 2 . 2 ' 2 , o2 n^ + r n ^ + 2 

thì có thể viết In dưới dạng : 

„2 ^ „ 2 
n + n 

n 
~2 

n 

1 + 1 -
n 

1 + f 2 > 2 

Vn 

Ì 

+ ... + • 

1 + 1 ^ 

Ì 
1 + 2 1 + 

n 

Í2Ỹ 
+ ... + • 

1 + 

Xét hàm f ( x ) : = 
1 + 

, hàm số này liên tục trong [0, 1], do đó khả 

tích trên [0, 1] ; dùng phân đ iểm đều AXj = - — - = — và các điểm chia 
n n 

XQ = 0 ; X, = — ,X: = — , i = 0,n ; 
° 1 n n 

chọn điểm £j = Xj, có tổng tích phân chính là In, do đó 

l im In = ì = f d x 9 arctgx 
n-KO * Ì + X 

Ì _ % 
0 ~ 4' 

100* 
(e) Tính ì = Ị V l - c o s 2 x d x 
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Ta có Ì - cos2x = 2sin X, do đó 

l(X)7t 
ì = -Jĩ ị Isinxldx 

= 42 

0 
7t 2TC 4n 

( | | s i n x | d x + J|sinx|dx) + ( Ị ls inxldx + ị l s inx ldx) 
. ớ 71 in ĩ n 

997t l(X)7t 

+... + ( | | s i n x | d x + ị Isinxldx) 

9«7t 9971 

50V5 
In 

ị Isinxldx + ị Isinxldx = 50V2 
2n 

[sin xdx - Ị sin xdx 

VO 
= 50V2 [(cosO - COS7Ĩ) + (cos27t - COS71)] = 2 0 0 ^ 

I 

( f ) Tính I (a) : = Jxịx - a | d x , a là tham số. 

Vì : |x - ai = 

0 
X - a nếu X > a 

a - X nêu X < oe 

Do đó I (a) phụ thuộc vào a < 0 hoặc 0 < a < Ì hoặc a > Ì. 

Với a < 0, X > a, ta có : 
Ì 

I (a ) = | x ( x - a ) d x = 
0 

V ớ i 0 < oe < Ì, ta có 
u I 

I ( a ) = | x | x - a ị d x +  Ị x | x - a l d x 

Ị__a 
3 2 

0 
a 

a 
ì 

= | x ( a - x ) d x + J x ( x - a ) d x = - - a + ^ - . 
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Với ct > Ì, X < oe, ta có : 

Ì Ì 
I (a ) = J x | x - a | d x = | x ( a - x ) d x = ^ ~ 3 

0 ơ 
(g) Tính các đạo hàm : 
b 
(ì) -r- f s inx 2 dx, ( l i ) 4 r fs inx 2 dx ; 

dx J db J 
a a 

2 
d b d X-

(iii) — fsinx2dx và (iv)-r- ị sint2dt. 
da J dx J 

a 0 
. h 

d f 2 
(i) V Ì a, b là hằng nên — Jsin X dx = 0 

a 
b 

(li) Theo công thức (7.32) ^ Ịsin x 2 dx = sinh 
a 

b a 
(iii) Vì |sinx2dx = - Jsinx2dx 

a b 

Dùng công thức (7.32) 

b 

da 
d f . 2 . ; 2 

sinx dx = -sina 
a 

u 
(iv) Đật u = X2 ; <p(u) = Jsint2dt. 

Do đó dùng (7.32) và dùng định lí đạo hàm hàm số hợp có : 

V - li 
du 

dx 
•á 
Í Ì  ứ ĩ ~> Q ứ au „ 4 

s i n r d t = -^- s in t -d t=- j -a>(u) = -p( (D(u)) . -p = 2xsinx 
dx J dx du dx 
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7.5. P h é p đ ổ i b i ê n t r o n g t í c h p h â n x á c đ ị n h 

Tương tự tích phân bất định, trong tích phân xác đ ịnh, người ta 
cũng dùng các phép đ ổ i biến thích hợp để tính tích phân. 

Định lí 7.7 (Đổ i biến X : = ọ ( t ) ) . 

h 
Xét tích phán ịf(x)dx, với f(x) liên tục trong la, hj. 

a 

Giả sử thực hiện phép đổi hiến X —  ẹịt) thoa : 

(1) (p(t) có đạo hàm liên tục trong [a, Pì 

(2) tía) =a; <p(/3) = b 

(3) Khi t biến thiên trong ỉa, pị thì X hiến thiên nhưng không ra 
ngoài khoảng liên tục của hàm sốf(x). Khi đố 

(7.36) Ị f(x)dx = Ị/[(p(0]cp'(/)</r 

a a 

Chứng minh. 

Giả sử F(x) là một nguyên hàm của f (x) trong [a, b ] , khi đó F(q>(t)) 
sẽ là một nguyên hàm của f[(cp(t)](p'(t) trong [ a , P] (mệnh để 6.1 
chương 6). Mặ t khác theo công thức Newton - Leibnitz có 

b 
Jf(x)dx = F(b) - F(a) 
a 

Và Jf[cp(t)]cp,(t)dt = F[(p(t)]£ = F[Ọ(P)] - F[cp(a)] = F(b) - F(a) 
a 
So sánh hai đẳng thức trên suy ra (7.36). • 

• Nhận xét. 

( Ì ) Cả ba điều kiện của định lí đều không thể bỏ qua được. Điểu kiện 
(1) đảm bảo tồn tạ i tích phân vế phải hệ thức (7.36) ; đ iểu kiện (3) 
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đảm bảo hàm số hợp f[(p(t)] được xác định với mọi t e [oe, Pl ; và 
điểu kiện (2) đã được dùng khi chứng minh công thức. 

(2) Thuận lợi của công thức (7.36) là, sau khi đổ i biến không cần 
phải trở về biến cũ. 

• Thi dụ. 

(à) Tính I: = jV4-x2dx 
0 

Đát X : = 2sint 
r. ĩ ~ n TI 

; có V4 - X = 2cost, -77 < t < 2 ' 

2sina = 0 => a = 0 ; 2sinp = 2 => p = ^ ; d x = 2costdt. 

Các điều kiện của định lí đều thoa, do đó : 

1 = 4 jcos 2 td t = 4 ị 
ì +cos2t 

dt = 2 t + 
sin 2t 

= TI. 

n 
ĩ 

71 
2_ 
r 

(b) Cho I n : = jcos n xdx ; J n : = Ịsin 1 1 xdx, n G N . Chứng minh 
Ổ ố 

rằng I„ = J n . 

Thật vậy, đặt X = ^ -1 ; cosx = sint, dx = -dí, khi X = 0 => t = J ; 

khi X = -| => t = 0. Do đó, dùng (7.36) có : 

í A 
I n = - Jcos n í I - 1 1 dt = - Jsin n tdt = Jsin" tdt = J n 

ú ít ó TI 
2 2 
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« 
(7.37) | f ( x ) d x = 

jf(x)dx nêu f(x) chẩn 

(c) Chứng minh rằng nếu f (x) liên tục trong | -a . a] thì 

0 nếu f(x) lẻ 
a 

2 

. 0 

Thật vậy, theo công thức (7.24) có 

a 0 a 
j f ( x ) d x = J f (x )dx + j f ( x ) d x 

-a -a Ó 
Trong tích phân thứ nhất của vế phải đẳng thức t rẽn, ta thực hiện 

phép đ ổ i biên X = - t có 

0 0 a a 
j f ( x ) d x = - J f ( - t )d t = j f ( - t ) d t = j f ( - x ) d x 

-a a 
a a 

Do đó : Ị f ( x ) d x = ị [ f (X) + f ( - x ) ] d x 
-a Ó 

Từ đẳng thức cuối cùng này dùng tính chất hàm số chẵn, lẻ và 
dùng tính chất Ì (i) suy ra (7.37). 

Định li 7.S (Đổ i biến t : = (p(x)). 

h 

Xét tích phân ịf(x)dx, với f(x) liên tục trong [ít, h]. 
a 

Nếu phép đổi hiên í : = (p(x) thoa : 

ị ỉ ) (pịx) biến thiên đơn điệu iiiỊậr và có đạo hàm liên tục trên la, hỉ 

(2) f(x)dx trà thành Ịịịt)dt, trong dó i>(t) là một hàm số liên tục 
trong khoảng (ỈỎHiỊ Ịọ(a), ọịb)] thì : 

b <p(b) 
(7.38) ịftx)dx = ị ỊỊự)dt 

li (pUi) 
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Chứng minh. 

Giả sử Jg(t)dt = F(t) + c , khi đó : 

Jf(x)dx = Jg(t)dt = F[cp(x)] + c 

Do đó : 

Jf(x)dx = F[cp(x)]|^ = F[cp(b)] - F[cp(a)] = F(t) 

a 

• Thí du. 

<p(b) 
(p(a) 

cp(b) 
Ị g(t)dt. 

(p(a) 

(a) Tính ì 
cosx 

s in 2 X 
-dx. 

Đổ i biến t = sinx, hàm số t = sinx đơn điệu trên 

Dùng (7.38) có : 

V dí , l i Tí 

(b )T ính 1= Ị-
dx 

-Ì 
í 2 - 2xcosa +1 

(0 < a < n). 

Vì 0 < a < Tí nên hàm số f ( x ) : = 
X - 2xcosa +1 

[-1 Ì ] • thực hiện đ ổ i biến t = X - cosa ; dt = dx và 

l-cosa ,. , 
Í á t _ Ị 

, t 2 + s i n 2 a ~ ^ 

liên tục trong 

1-cosa 1 + cosa 
arctg ." " + arctg sina sĩna 

-1-cosa 
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Vì 
„ / s in - . 

cosa 2 a Ì + cosa a 
= — ^ — = tg—, = cotg— 

sina ì • a a 2 s ina 2 2 sin — cos — 
2 2 

Do đó : 
J_ Ì Ta TI n 

s i n a v 2 2 2J 2s ina 

7.6. P h é p l ấ y t í c h p h â n t ừ n g p h ầ n 
Giả sử u(x) và v(x) là những hàm số có đạo hàm liên tục trong [a, b]. 

Khi đ ó : 
d(uv) = vdu + udv 

Lấy tích phân đẳng thức này trên [a, b] được : 
b b b 
jd(uv) = Judv + Jvdu 

a a a 
b 
fd(uv) = (u .v ) | b nên : 
ì la 
a 
b b 
ịudv = (uv)| - ịvdu 

Vì 

(7.39) 

a a 
Công thức (7.39) được gọi là công thức tích phân từng phẩn. 
Thí du. 

(a) Tính 

Ta có : ì = X In X 

e 
ì = Jln xdx. 

Ì 

j dx = e l n e - 1. l n l - (e - Ì) = Ì 

(b) Tính 

7t 
ĩ 

J n : =  Ịsin" xdx, n € N . 

Đặ t u = sin" X và d(-cosx) = dv, có d u = ( n - l ) s i n " 2 xcosxdx 

va V = -cosx 
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Dùng công thức (7.39) được 

2 
J n = ( - c o s x s i n 4 n - 1 x ) + | ( n - l ) s i n n _ 2 xcos 2xdx 

= ( n - 1 ) j s i n n _ 2 x ( l - s i n 2 x ) d x = ( n - 1 ) 
1 

Jsin n 2 xdx - ịsin" xdx 

hay J n = ( n - l ) J n _ 2 - (n - l ) J n 

Suy ra công thức truy hồi : 

(7.40) J = ^ - ì 
n n-2 

lĩ 71 
2 2 

Đặc biệt, có J0 = Jl. dx = ^ ; JỊ = Jsinxdx = Ì 
0 " 0 

Hệ thức (7.40) chứng tỏ rằng muốn tính Jn phải biết Jn_2, muốn 

tính Jn_2 phải biết Jn_4,..., cuối cùng phải biết JQ hoặc Jj tuy theo n 

chẵn hay lẻ. Chẳng hạn, với n chẩn (n = 2m), công thức (7.40) cho : 

T _2m-ĩ j _ 

ĩ _ 2m-3 
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Nhân vế với v ế các đẳng thức trên, suy ra : 

(7.41) J 2m = 
( 2 m - l ) ( 2 m - 3 ) . . . 3 . 1 TI 

2m(2m-2). . .4.2 2 

Nếu dùng kí hiệu : 

1.3...(2m - 3)(2m - 1) : = (2m - 1)!! 

(đọc là (2m - 1) giai thừa cách) và 

2.4...(2m - 2)2m : = (2m)!! 

(đọc là (2m) giai thừa cách) thì có thể v iết (7.41) dưới dạng : 

( 2 m - l ) ! ! TI 
(7.42) J 2m = (2m)!! 2 

Tương tự với n lẻ : n = 2m + Ì, có 

(7.43) . - (2m>!! 

'2m+l (2m + l ) ! ! 

Dùng thí dụ (b) trong phần định lí 7.7, có thể viết gọn 

71 
ĩ 

TI 
2. 

(7.44) Js in n xdx = Jcos nxdx = 

( n - 1 ) ! ! 71 

(n)!! 2 

( n - l ) M 

l (n)!! 

khi n chẵn 

khi n lẻ 

7.7. T í n h g ầ n đ ú n g t í c h p h â n x á c đ ị n h 

Như đã biết, công thức Nevvton - Leibnitz cho cách tính tích phân 
xác định của các hàm số khả tích miễn là biết nguyên hàm của các 
hàm số đó. Tuy nhiên, chúng ta cũng đã biết có nhiều hàm số sơ cấp 
nhưng không thể biểu diễn nguyên hàm của chúng dưới dạng các hàm 
số sơ cấp, ngay cả khi có thể biểu diễn được nguyên hàm dưới dạng 
các hàm số sơ cấp người ta cũng tìm cách tính gần đúng tích phân xác 
định miễn là đạt độ chính xác thích hợp và cách tính đơn giản. 

Mục này sẽ giới thiệu hai công thức tính gần đúng tích phân xác 
định : công thức hình thang và công thức Simpson. 
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• Công thức hình thang. 
Giả sử cần tính tích phân 

b 
(7.45) I : = Jf(x)dx 

a 
trong đó f (x ) là một hàm số xác định liên tục trong [a, b] . 

Dùng hệ phân đ iểm đều, chia [a, b] thành n đoạn con bằng nhau 
bởi các đ iểm chia : 

x 0 = a, X, = a + h, Xj = a + ih, x n = b ; i = 0,n 

_ . , . b - a . _ — 
(7.46) h : = Ax i = x i - x i _ j = i = l , n 

Tại các điểm chia, ta tính : f(Xj) và đặt: 

(7.47) f(Xj) : = y i t i = 0,n 

Nói khác đi , ta có bảng giá trị tương ứng (Xj, ý,) : 

X a = x 0 
X 1 Xi ... x n = 

y y G 
y i y i y n 

b 

Ta có : 

b Xi X z X f 
(7.48) j f ( x ) d x = J f ( x ) d x + j f ( x ) d x + . . .+  ị f (x)dx 

ã Xo Xị xn_ị 

Đ ể tính tích phân ở v ế phải của (7.48) ta thay hàm số lấy tích 

phân f (x ) bởi các đa thức nội suy bậc nhất Lagrange L Ị ( X ) trong các 

khoảng [ x 0 , X j ] , [ X j , x 2 ] [Xn-Ị , x n ] (dĩ nhiên trong các khoảng 
khác nhau, có các đa thức nội suy khác nhau). 

Chẳng hạn trong [ x 0 , X ị ] , dùng công thức (2.6) và (2.7) chương 2 

ta có : 

(7.49) f ( x ) * L j ( x ) = y D / 0 ( x ) + y ^ C x ) 
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trong đó 

(7.50) 

X - X Ị 
/ o 0 0 = 

x 0 - X | 
/l(x) = JiZxo 

XỊ - X Q 

x,_ X, 
Như thế, ta đã xấp xỉ j f ( x ) d x bởi j L j ( x ) d x 

(7.51) 
"Ì " I 
j f ( x ) d x * j L j ( x ) d x 

trong đó L ] ( x ) , hàm số dưới dấu tích phân  ở v ế phải (7.51) thoa các 
công thức (7.49) và (7.50). 

Thực hiện phép đổi biến X = x0 + ht; dx = hdt, khi X = XQ => t = 0 ; 

khi X = X j , có Xj = x G + h = x D + ht => t = 1. 

K h i đó 

/ o ( x ) = x 0 + h t - x 1 = x 0 + h t - x 0 - h = ( t _ 1 ) 

/ j ( x ) = 

- h 

X - x n x„ + h t - x r 

= t 
Xj - x 0 h 

Li00 = yo'oM + yi'i(x) = y0(i -1) + y,t 
Do đó 

Ì 
J L , (x)dx = h Ị [ y 0 ( l - 1 ) + y , t ] di = h . 

x„ Ố 

Từ (7.51) có công thức xấp xỉ 

(7.52) | f ( x ) d x « h . y ° + y i 
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Nhận thấy vế phải của (7.52) không phụ thuộc các cận lấy tích 

phân x D , X) mà chỉ phụ thuộc f ( x 0 ) = y 0 , f ( x , ) = y j (xem (7.47)) nên, 
có thể suy ra : 

f>}f(x)dx = h.^ 

(7.53) 

xn 
Ị f ( x ) d x * h . h ì = i i y j L 

1*11-1 
Từ các hệ thức (7.48), (7.52) và (7.53) suy ra công thức xấp xỉ 

b 
(7.54) Jf(x)dx s: y 0 ± y n + y j + y 2 + - + y n - i 

Gọi biểu thức ở v ế phải (7.54) là I T , có : 

y 0

 + y 0 (7.55) ì sa I T = h + y, + y 2 + - + y n - l 

h = 
b - a 

Công thức này được gọi là 
công thức hình thang, vì nếu 

f(x) > 0, X e [a, b] thì các 

biểu thức ở vế phải của (7.52) 
và (7.53) chính là diện tích 
của các hình thang có chiều 

cao h và các đáy lần lượt y D , 

y 1 , . . . , y n (hình 7.5). 

Vo yi 

h 

yn-1 yn 

Xo Xi Xn-1 Xn X 

Hình 7.5 
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Có thể chứng minh được rằng nếu xấp xỉ ì bởi l y theo công thức 
55) thì : (7.55) thì : 

(7.56) l i - I T | < ^ h 2 ( b - a ) 

M2 : = max|f'(x)|, X G [a, b]. trong đó 

• Thí dụ. Tính gần đúng ì = I ———— • 

0 1 + x 

Ì TI 
Ta đã biết ì = arctgx 0 = arctgl = -Ị do đó , nếu đã biết số TI thì có 

1 = 078539816 

X f (x ) = Ỉ - T 

(1 + x 2 ) 

0,0 = x c 1,0000000 = y 0 

0,1 = Xj 0,9900990 * y j 

0,2 = x 2 0,9615385 * y 2 

0,3 = x 3 0,9174312 * y 3 

0,4 = x 4 0,8620690 « y 4 

0,5 = x 5 0,8000000 « y 5 

0,6 = x 6 0,7352941 * y 6 

0,7 = x 7 0,6711409 * y 7 

0,8 = x 8 0,6097561 * y 8 

0,9 = x 9 0,5524862 * y 9 

1,0 = X 1 0 0,5000000 = y,0 
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Dùng công thức (7.55) ta được 

ì * IT = 0,7849815 với sai số tương đối 0,054% 

• Công thức Simpson. 

Khi xây dựng công thức hình thang chúng ta đã xấp xỉ f (x ) bởi 
các đa thức nội suy bậc nhất, bây g iờ ta sẽ xấp xỉ f (x ) bởi các đa thức 
nội suy bậc hai, dó đó trong mỗ i khoảng xấp xỉ cần đến ba nút, vì t hế 

phải chia [a, b] thành 2n khoảng bằng nhau bởi các điểm chia 

a = xG < X] < x2 < ... < Xj < ... < x2n = b 

b-a 
(7.57) Xi = ót + ih , h = -—- , i = 0, 2n 

In 

Tại các điểm chia Xj ta tính f(Xj) và đặt 

(7.58) f(Xị) = yi 

Khi đó , ta có : 

b X b x 2 x 4 x 2 n 

(7.59) 1= j f ( x ) d x = J f ( x ) d x + j f ( x ) d x + . . .+ ị f (x)dx 

"2 x2n-2 

*2 
Để tính | f ( x ) d x ta xấp xỉ f ( x ) bởi đa thức nội suy Lagrange bậc 

hai L 2 ( x ) và dùng công thức (2.8) và (2.9) chương 2 ta có : 

(7.60) L2(x) = y0/0(x) + y^^x) + y2/2(x) 

với 

(7.61) / l (x ) = 

/2(x) = 

(X - X Ị ) ( X - • x 2 ) 

(Xo - X ! ) ( x o - x 2 ) 

(X-- x G ) ( x - x 2 ) 
( X i - -Xo)(Xl - x 2 ) 

(X - x 0 ) ( x - - X i ) 
( x 2 - x 0 ) ( x 2 - X j ) 
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Ta có : 

(7.62) jf(x)dx= jL2(x)dx 

x2 x2 

trong đó L 2 ( x ) được tính theo (7.60) và (7.61). 
Để tính tích phân  ở vế phải của (7.62) ta thực hiện phép đổi biến 

X = xG + hí và có dx = hdt,  ứng XQ là í = 0, ứng x2 là t = 2, khi đó : 

/o00=ị(t-l)(t-2), 

/j(x) = -t(t-2), 

/200=^t(t-l) 

do đó 
*2 r 

Ịh2(x)dx = hỊỰỹ 
0 
2 

( t - l ) ( t - 2 ) - y i t ( t - 2 ) + ^ - t ( t - l ) dt 

0 
và cuối cùng : 

x2 , 
(7.63) jf(x)dx = |(y0+4y1+y2) 

dt 

Tương tự, suy ra 

(7.64) 

ị h 
Jf(x)dx*-j(y2+4y3+y4) 

*2n 
J f (x)dx * ^ ( y 2 n - 2 + 4 y 2 n _ i + y 2 n ) 

lx2n-2 
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Cuối cùng, từ các công thức (7.58), (7.63) và (7.64) suy ra 

(7.65) I * I S = Ị [ y o + y 2 n ) + 4 ( y i + y 3 + ... + y 2 n - l ) + 

+ 2(y2 + y4 + - + y2n-2)] 

với h = 
n 

Công thức (7.65) được gọi là công thức Simpson. 
Người ta cũng chứng minh được rằng 

với MA : = max | f< 4 ) (x) | ; X G [a, b] . 
Thí dụ. 
Lấy l ạ i thí dụ trong mục công thức hình thang, với n = 10 ta tính 

được ì « I s = 0,78539815 với sai số tương đ ố i 0,000002%. 

• Chú ý cuối cùng về tính gần đúng tích phân. Việc dùng các công 
thức hình thang và Simpson chỉ thực sự thuận lợi khi biết được các 

giá trị f(Xj) = y; (các hệ thức (7.47) và (7.58)) nhưng rất tiếc là trong 

thực tế, không phải lúc nào cũng có thể tính dễ dàng và chính xác giá 

trị hàm số f (x ) tại bất kì đ iểm X = Xj, chính để khắc phục khó khăn 
đó, hiện nay người ta đang cố gắng phát hiện các phương pháp số 
hiệu quả hơn. 

7.8. Một số  ứng dụng hình học của tích phân xác định 

7.8.1. Tính diện tích hình phang 

• Truông hợp biên của hình phang cho trong hệ toa độ Đềcác. Từ 
bài toán diện tích hình thang cong, ta đã biết diện tích của hình thang 
cong giới hạn bởi các đường thẳng y = 0, X = a, X = b và cung đồ thị 
hàm số liên tục f (x ) > 0 là s : 

b 

a 
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Nếu f (x ) < 0, X 6 [a, b] thì s = - j f ( x ) d x 

a 

Do đó , trong mọi trường hợp với f (x ) liên tục trong [a, b] ta có : 
b 

(7.67) s = j | f ( x ) | d x 
a 

Trường hợp hình phảng giới hạn bởi các đưòfng thẳng X = a, X = b, 

y = f ] ( x ) , y = f 2 ( x ) với f j , f 2 là hai hàm số liên tục trong [a, b] (hình 7.6) 
thì diện tích s được tính theo công thức 

b 
(7.68) s = J | f 1 ( x ) - f 2 ( x ) | d x 

V 

Ể Ể Í 

y=f 2(x) 

0 a t ) X 
Hình 7.6 Hình 7.7 

Tương tự, nếu phương trình đường cong cho dưới dạng X = <p(y), <p(y) 
liên tục trong [c, d] thì diện tích hình phang giới hạn bời các đưòng 
y = c, y = d, X = 0 và đồ thị X = ọ(y) được tính theo công thức (hình 7.7): 

(7.69) s = ] |cp(y) |dy 

Trường hợp đường cong cho dưới dạng tham số 

j x = (p(t) 

t y = Vị/(t) 

thì diện tích hình thang cong cũng được tính theo công thức (7.67) 
trong đó y = f (x) được thay bởi y = Vị/(t), dx được thay bởi dx = q>'(t)dt 
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còn hai cận a, b được thay bởi hai cận mới t j , t 2 lần lượt là nghiệm 
của các phương trình 

tức là 

(7.70) 

a = (p ( t j ) ; b = cp(t2) 

l2 
s = Ị |v|/(t)ọ'(t)|dt 

trong đó (p(t), Vị/(t) và cp'(t) là các hàm liên tục trong [ t j , t 2 ] . 

• Thí dụ. 
(a) Tính diện tích của elip (hình 7.8) : 

2 2 

4 + 4 = 1 -
a 2 b 2 

Vì l ẽ đ ố i xứng, công thức (7.67) cho 

J a 
x 2 d x 

,. í a b __ • x b n 2 
= 4 — arcsin — + — Va - X 

V 2 a 2a 
= Tiab (thí dụ (b) mục 6.2 chương 6). Hình 7.8 

Cũng có thể tính s theo cách biểu diễn tham số của phương trình 

elip 
Ị X = a cos t 

[y = bsint 

TI 
2 

0 < t < 271. Khi đó, dùng (7.70) có : 

" r o . r i - cos2t , . 
s = 4ab Js in z tdt = 4ab J -ị dt = nab 

0 0 
(b) Tính diện tích của hình gồm giữa 

i đường cong 
p > 0 (hình 7.9). 

2 2 
hai đường cong y = 2px ; X = 2py, 
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Ở đây : f j ( x ) = yjĩp\ ; f 2 ( x ) = ị - do đó , dùng (7.68) có 

s = Ị Ị V ^ 
0 ^ 

- ì 
2 P , 

dx = 
3 3 2p_ 4 2 

0 " 3 P 

(c) Tính diện tích hình giới hạn bởi đường cycloide 

Jx = a(t -sint) 

Ị y = a(l - c o s t ) 

0 < t < 2ĩĩ và trục hoành Ox (hình 7.10). 

ý 

Hình 7.10 

Theo công thức (7.70) có : 
2n 

s = J a 2 ( l - c o s t ) 2 d t = a 2 Ị j ^ t - 2 s i n t + - i s i n 2 t 
2n 2 
0 = 3 7 t a 

• Trường hợp biên của hình phang cho trong hệ toa độ cực. 

G iả sử đường cong giới hạn hình phang cho trong hệ toa độ cực. 
Người ta gọ i hình quạt cong là một hình giới hạn bởi hai tia đi qua 
cực và một đường cong mà mọi tia đi qua cực cắt đường cong đó 
không quá một đ iểm. Đ ể tính diện tích của hình quạt cong giới hạn 

bởi hai tia 9 = a, ọ = p (a < (3) và cung A B của đường cong r = r((p) 
trong đó r((p) là một hàm số liên tục trong [ a , (3] (hình 7.11), ta chia 

góc AOB thành n góc nhỏ , kí hiệu là AỌị, i = l , n . 
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Như thế hình quạt đó được 
chia thành n hình quạt nhỏ có 

diện tích ASj, i = ũ n (hình 7 . l i ) . 

Giả sử OKL là hình quạt nhỏ 
thứ i , diện tích của nó xấp xỉ bằng 
diện tích hình quạt tròn OK'L' có 

cùng góc ở tâm Acpị và có bán kính 

là r = Kcp'i), (pị< cp'i < cpị + A(Pi 

nghĩa là 

ASj * Ị r 2 ( ( p ' i ) A ( p i Hình 7. ì ì 

Do đó diện tích hình quạt cong đã cho xấp xỉ bằng 
n , 

(7.71) 5 ^ r 2 ( ( p ' i ) A < P i 
i=l 

Xấp xỉ càng tốt nếu n càng lớn, A(Pi càng nhỏ , do đó diện tích s 
của hình quạt, theo định nghĩa tích phân xác định là 

li Ipf2 
(7.72) s = ị j r 2 (ọ)dcp 

a 
• Thí dụ. 

(a) Tính diện tích đường tròn có 
bán kính R. 

Phương trình đường tròn bán 
kính R trong hệ toa độ cực là r = R, 
do đó dùng (7.72) có (hình 7 .12) : 

TI 
2 

s = - . 4 jR 2d<p = 7ĩR: Hình 7.12 

0 
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(b) Tính diện tích giới hạn bởi đưòng hình tim r = a( Ì + coscp), a > 0 
(hình 7.13). 

r = a(1+cos<p) 
Dùng công thức (7.72) có : 

Ị ì 
s = 2 . ^ J a 2 ( l + cos(p)2dcp 

0 
7t 

= a 2 J( l + 2cos(p + cos 2 (p)dọ 

2 ( 3 „ . Ì . 
= a Ị ^ ọ + 2 sin ọ + -ị sin 2(p s 3 2 

„ = x ^ a . 
0 2 

Hình 7.13 

7.8.2. Tính độ dài đường cong phồng 

Cho hàm số y = f (x) liên tục và có đạo hàm liên tục trong [a, b], 

gọi cung AB là đồ thị của f ( x ) , X € [a, b] . Ta sẽ định nghĩa độ dài ỉ 

cùa cung AB và tính s (hình 7.14). 

y* 

M i - M n , 

Mn=B 

Xo Xi Xn-1 Xn Xi-1 Xi 

Hình 7.14 

Lấy trên cung AB những điểm M0(x0, f(x0)), MJ(XJ, f(Xj)), .... 

Mj (Xj , f(Xj)) , .., M n ( x n , f ( x n ) ) với x G s a ; x n £ b. Ta gọi độ dài s là 

giới hạn của độ dài đường gấp khúc M 0 M j . . . M j _ j M j ... M„ khi số 
cạnh của đường gấp khúc tăng vô hạn sao cho độ dài cạnh lớn nhít 
của nó dần tới không, nghĩa là : 
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(7.73) s = l im J ] M i _ i M 

trong đó X : = max M i - ị M ị 
l í i<n 

M ị ^ M ị là độ dài đoạn M M M j 

Hiển nhiên ta có : 

(7.74) M M M j = V ( A x i ) 2 + ( A y j ) 2 

với A X j : = Xị - Xj_Ị ; A y j : = f(Xj) - f ( x M ) . 

Theo công thức Lagrange (công thức (5.2) chương 5), có 

Ayt = f(Xj) - f (Xj_ ! ) = f (4i)AXi, X i - , < 4i < Xi 

Thế giá trị Áy í vào (7.74) ta được : 

M i ^ M ^ V i + f , 2 ( ^ i ) A X i 

Suy ra : s = l im + f ' 2 ( ^ i ) A x ị 

Vì f ( x ) liên tục nên >/l + f ' 2 ( x ) liên tục với X 6 [a, b] nên hàm số 

^ l + f , 2 ( x ) khả tích trên [a, b] (định lí 7.2), do đó luôn tồn tại độ dài s, 

và theo định nghĩa tích phân xác định, có 

(7.75) s = J>/l + f'2(x)dx 
a 

Trường hợp đường cong cho dưới dạng tham số 

X = x(t) , y = y(t) , t e [ a , p] 

v ' ( t ) 
thì từ (7.75) chỉ cần thay dx bởi x'(t)dt, thay f (x) bởi ^ p - , 

X \i) 
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ta có công thức : 
p 

(7.76) s = j y x

, 2 ( t ) + y , 2 ( t ) d t 

a 
Trường hợp đường cong cho trong hệ toa độ cực 

r = f((p), ẹ € [oe, Pl 
ta chỉ cần dùng công thức (5.22) chương 5 : 

X = r((p)cosọ, y = r(<p)sinẹ 

và coi X, y được biểu diễn theo tham số ọ ta được 

x'(<p) = r'(ọ)cos(p - r((p)sinẹ 

y'(cp) = r'((p)sin(p + r((p)coscp 

Do đó : x , 2((p) + y , 2((p) = r 2((p) + r , 2((p) 

Khi đó công thức (7.76) trở thành : 

p , 
(7.77) s = j \ / r 2 ( ( p ) + r , 2((p)d(p 

a 
• Chú ý. 

Nếu s là độ dài cung A M , là đồ thị của hàm số f ( x ) liên tục cùng 
vói đạo hàm f ' ( x ) ; trong đó A(a, f(a)) là một điểm cố định và M(x, f(x)) 
thì công thức (7.75) cho 

X 
s = j v i + f , 2 ( t ) d t 

Từ đó , theo công thức đạo hàm theo cận trên (7.32) ta có 
ds 
d x ^ 1 + f , 2 ( x ) 

suy ra : 

(7.78) ds = V l + f , 2 ( x ) d x 
dy 

Vì f '(x) = ý' = J - nên có thể viết (7.78) dưới dạng 

(7.79) (ds)2 = (dx)2 + (dy)2 
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Trường hợp đường cong cho dưới dạng tham số, (7.79) lấy dạng 

(7.80) (ds) 2 = [ x , 2 ( t ) + y ' 2 ( t ) ] (d t ) 2 

Hai công thức (7.79), (7.80) thường được gọi là công thức vi phân cung. 

•Thí dụ. 

Ì 0 
(a) Tính độ dài cung parabôn y = -ị-yc, p > 0 lấy từ gốc toa độ 

đến điểm M có hoành độ X. 
Công thức (7.75) cho : 

p 0 

2 . p , * + _ V * " 4 p 
2 , 2 

2 p v r 2 - p 

(dùng công thức  ở thí dụ (h) mục 6.3 chương 6). 
(b) Tim độ dài đường tròn bán kính R. 
Phương trình đường tròn trong hệ toa độ cực là X = R, 0 < ọ < 271, 

do đó dùng công thức (7.77) có : 

71 
2 

s = 4. |Rdcp = 27iR 

0 

(c) Tính độ dài đường cycloide 

X = a(t - s i m ) ; y = a( l - cost); 0 <, t < 2n 

Dùng công thức (7.76) có : 

271 2* 
s = j a > / ( l - c o s t ) 2 + s i n 2 t dt = 2a ị s i n ^ d t 

0 0 

= -4acos-^ 2 n = Sa 
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7.8.3. Tính thể tích vật thể 

• Vậ t thể bất kì. 

Cho một vật thể giới hạn bởi 
một mặt cong và hai mặt phang 
x = a, x = b, a < b (hình 7.15). 

Giả sử ta biết diện tích s của 
thiết diện của vật thể trên một mặt 
phang vuông góc vói trục Ox là 

s = S(x) Hình 7.15 

trong đó X là hoành độ của giao đ iểm của mặt phang cắt trục Ox, giả 
sử S(x) là một hàm số liên tục trong khoảng đóng [a, b] . Ta sẽ định 
nghĩa thể tích vật thể nói trên. 

Chia [a, b] thành n đoạn nhỏ bởi các đ iểm chia : 

a = x 0 < Xj < < Xj_Ị < Xj < ... < x n = b 

Qua m ỗ i đ iểm chia Xj, i = 0, n ta dựng một mặt phang vuông góc 

với trục Ox, các mặt phang đó chia vật thể thành n vật thể nhỏ . 

Trên mỗi đoạn [Xị-Ị, Xị] lấy một điểm £j tuy ý, dựng hình trụ đứng 

giới hạn bởi các mặt phang X = X ị _ j , X = Xi và mặt trụ có đường sinh 
song song với Ox, đi qua biên của thiết diện vật thể đã cho bởi mặt 

phăng X = 4i ; thể tích của hình trụ đó là S í ^ A X ị , AXj : = Xj - X M . 

Thể tích của tất cả các hình trụ đó ứng với mọ i i , í = l , n là 

n 
(7.81) £ S ( 4 j ) A X j 

i = l 

Giới hạn của tổng (7.81) khi n -» +00 sao cho max AXj -> 0 được 

gọ i là thể tích vật thể đã cho. 
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Theo định nghĩa tích phân xác định, giới hạn đó chính là 

Ịs(x)dx, tích phân này chắc chắn tổn tạ i vì S(x) được giả thiết liên 

a 

tục trong [a, b] . Vậy , nếu gọ i V là thể tích vật thể nói trên ta được 
b 

(7.82) V = j s (x )dx 
a 

• Thí dụ. 
Tính thể tích của elipxôit (hình 

7.16): 

Cắt elipxôit bởi một mặt phảng 
vuông góc với trục Ox tại đ iểm có 
hoành độ X e [-a, a] sẽ được một 
thiết diện là một elip có phương trình 

2 _2 2 

b2 e2 a2 

Hình 7.16 

hay 
Y í 

= Ì 

c j l -
a 2 / 

Theo thí dụ (a) mục áp dụng công thức (7.67), diện tích elip đó là 

S(x) = 7ibcự-^-j 

Do đó, dùng công thức (7.82) ta có thể tích V của hình elipxôit là 

a a ị 2\ 
V = ị S(x)dx = Tĩbc ị ự - dx 

27ibc 
| ( a 2 - x 2 ) d x = 

27ibc 2 X 
a X -

3^ 

3 ỉ 
Ồ=Ỷ*abc 
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• Vật thể tròn xoay. 

Giả sử phải tim thể tích của vật 
thể tròn xoay tạo bởi hình thang 
cong AabB giới hạn bởi đường 

y = f (x) , X € [a, b] , trục Ox, các 

đường thẳng X = a, X = b khi quay 
nó quanh trục Ox (hình 7.17). Hình 7.17 

Giả sử f (x) liên tục trong [a, b], khi đó mọi thiết diện vuông góc vói 
trục Ox đều là mặt tròn có tâm nằm trên Ox và có bán kính là y = f(x) 
nên diện tích S(x) của thiết diện ứng với hoành độ X là 

S(x) = ny2 = Til^Cx) 

Do đó , dùng công thức (7.82) ta suy ra công thức tính thể tích của 
vật thể tròn xoay : 

b 
(7.83) V = TI j f 2 ( x ) d x 

Tương tự, nếu hình thang cong 

CcdD giới hạn bởi đường X = (p(y), 
y e [c, d] , cp(y) liên tục trong [c, d], 
trục Oy và các đường thẳng y = c ; 
y = d (hình 7.18) thì thể tích vật 
thể tròn xoay tạo bởi hình thang 
cong đó khi cho nó quay quanh 
trục Oy được tính theo công thức 

d 
(7.84) V = 7C J ọ 2 ( y ) d y 

c 
• Thí du. 

X V 
Tính thể tích của vật tròn xoay tạo bởi elip : -— + — = Ì khi cho 

Hình 7.18 

elip quay quanh trục Ox. 
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Ở đây ^ ( x ) = y 2 = - r i a 2 - X 2 ) do đó, dùng công thức (7.83) có 
a 

a b 2 . . . _ b 2 a 

= n 1 ^ 1 (a 2 _ x 2 ) d x = 2 * ^ - J(a 2 - x 2 )dx 

= 2it- 2 x 

a X 3 >'0 
|» 4 2 

= — 7tab 

7.8.4. Tính diện tích mặt tròn xoay 

Xét cung ẤB , đồ thị của hàm số y = f(x), X € [a, b], với f(x) , f '(x) 

liên tục trong [a, b] , cho cung A B quay quanh trục Ox và xét vật thể 
tròn xoay tạo thành (hình 7.19). 

xi-1 
Hình 7.19 *' 

Ta sẽ định nghĩa diện tích mặt tròn xoay này và tính diện tích đó. 

Trước hết xét trường hợp f (x ) > 0 : Lấy trên cung A B những đ iểm 

M 0 = A(a, f(a)), M , ( x , , f ( x , ) ) MịCXị, f(Xị)), M n = B(b, f (b)) , 

trong đó Xị, i = 0, n tuân theo thứ tự : 

a s x 0 < X, < ... < x i _ 1 < Xị < ... < x n = b 

295 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Khi quay quanh Ox dây cung M ị - ị M ị sinh ra một mật nón cụt có 
diện tích xung quanh là 

TĩMi^Mit í íX ị -O + íCXi)] 

trong đó (xem (7.74)) 

M M M j = V l + f 2 ( ^ ) A x j , ịị € [ X i - ! , X,] 

Do đó , diện tích của mặt tròn xoay sinh ra bở i đường gấp khúc 

A M Ị M 2 . . . B khi quay nó xung quanh trục Ox bằng 

n I : 
(7.85) £ 7 ^ 1 + f , 2 ( 4 i ) [ f ( x M ) + f(Xj)]AXj 

i = l 

Giới hạn của tổng (7.85) khi n -> +00 sao cho maxAXị -¥ 0 được 

gọi là diện tích s của mặt tròn xoay được sinh ra bở i cung A B quay 
quanh trục Ox. 

Lưu ý rằng tổng (7.85) không phải là tổng tích phân của hàm 

2f(x)- \ / l + f ' 2 ( x ) vì trong các số hạng của tổng đ ó ứng với khoảng 

[ X j _ j , Xj] hiện diện ba đ iểm X j _ Ị , ịị và Xj của khoảng [ X j _ Ị , Xị]. Tuy 
nhiên, người ta cũng chứng minh được rằng giới hạn của tổng (7.85) 
bằng giới hạn (giói hạn luôn tồn tại vì theo giả thiết f (x) , f '(x) liên tục 

trong [a, b]) của tổng tích phân của hàm số 2f(x) >/l + f , 2 ( x ) . Vậy, ta c ó : 

n . 
s = l im n£yỊỉ + f , 2 ( ^ ) [ f ( x H 1 ) + f(Xị)]AXi 

maxAXi—>0 . . 
1 1=1 

n . 
= l im 2 n Y f ( S i ) > / l + f , 2 ( ^ i ) A x i 

max AXị —>0 

hay là : 
b 

(7.86) s = 2TC j f ( x ) > / l + f , 2 ( x ) dx 
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Nếu f (x ) có dấu bất kì ta định nghĩa : 

b 

(7.87) s = 271 J|f (x) | V l + f ' 2 ( x ) d x 

Trường hợp đưòng cong có phương trình X = <p(y), ọ (y ) liên tục 
trong [c, d] thì diện tích mặt tròn xoay sinh ra bởi cung của đồ thị 
X = <p(y) quay quanh trục Oy là 

(7.88) s = In J|(p(y)|Vl + ẹ,2(y)dy 
c 

• Thí dụ. Tính diện tích của vòng xuyến 
2 2 2 

sinh bởi đường tròn X + (y - b) = a (b > a) 
quay quanh trục Ox (hình 7.20). 

Diện tích của vòng xuyến bằng tổng hai 
diện tích sinh bở i hai nửa đưòng tròn khi 
quay quanh Ox : nửa đường tròn trên có 
phương trình 

y = b + V a 2 - X 2 

và nửa đường tròn dưới có phương trình 

y = b -

2 X 
Trong cả hai trường hợp có y' = 2 2 

a - X 
Dùng công thức (7.86) ta được 

s = 2* Ị(b +  Ặ 2 -x2)^l+ 2 2 dx + 
Si — X 

-a 

+ 271 J ( b - V a 2 - X 2 ) J l + 

-a 
2 2 

a - X 

dx 

= 4nab 
dx 

J / 2 2 
= 8nab 

c dx 
j / 2 _ 2 

X la = 8ab7iarcsin — = An ab 
a lo 
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7.8.5. Hai sơ đồ ứng dụng tích phân 

Trong các ứng dụng hình học nêu ở t rên, khi định nghĩa và lập 
các công thức chúng ta đã theo một phương pháp gọi là phương pháp 
lập tổng tích phân. 

Sơ đồ dùng phương pháp tổng tích phân như sau : Già sử cần tính 
một đạ i lượng A(x) phụ thuộc một đại lượng X khác , g iả sử X biến 

thiên từ a đến b ; ngoài ra, g iả sử A(x) thoa tính chất cộng hiểu với 
nghĩa : nếu chia [a, b] thành hai khoảng [a, c] và [c, b] thì đại lượng 
A  ứng với [a, b] bằng đạ i lượng A ứng với [a, c] cộntỊ với đạ i lượng A 
ứng với [c, b] . V ớ i những g iả thiết trên, khi cần tính A ta t iến hành 

như sau : 

• Chia [a, b] thành n phần bởi phân đ iểm 

(7.89) x G = a < Xj < x 2 < ... < x n = b 

• Phân tích đạ i lượng A thành tổng của n số hạng 
n 

(7.90) A = 2 > ; 
i = l 

trong đó Aj là đại lượng A tương ứng trong khoảng thứ i : [Xị_Ị, Xj]. 

• T im một hàm số f (x ) sao cho có thể biểu diễn gần đúng 

(7.91) Ai * f(4i)(Xj - Xi-,), ịị € [Xi-!, Xi! 

sao cho khi AXị := Xj - Xj_j càng bé thì xấp xỉ càng tốt sao cho khi 

dùng (7.91) phạm sai số bé thua A ị . 

• T h ế biểu thức vế phải của (7.90) bởi biểu thức xấp xỉ 
n 

(7.92) • A * X f ^ i ) A x i 
i = l 

• Dùng định nghĩa tích phân, viết 

b 

(7.93) A = Jf(x)dx 
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Trong các  ứng dụng đa dạng của tích phân, nếu tiến hành theo 

năm bước trên, mỗ i bước ứng với một "nhiệm vụ toán học", xây dựng 
các hệ thức từ (7.89) đến (7.93) dĩ nhiên dựa vào các hiểu biết cơ bản 
về đặc thù của đại lượng A cần tính, sơ đồ ứng dụng này còn được 
gọi ngắn gọn là sơ đồ tích phân. 

Bây g iờ ta xét hệ thức (7.91), có thể hiểu biểu thức vế trái của 

(7.91) là hiệu của giá trị A tại Xị và giá trị A tạ i X i - ] , nghĩa là hiệu 

A(Xị) - A(Xi_ ị ) và chính là đại lượng A được gia tăng thêm khi X 

biến thiên từ Xj-J đến Xj, vì t hế ta kí hiệu biểu thức vế trái của (7.91) 
là AA, nghĩa là 

(7.94) A A « f C ^ i ) A x i , 4 i e [ X ị . ^ X ị ] 

Đặt X = Xj_j ; X + Ax = Xj, ịị = ị thì AA có dạng 

(7.95) AA * f(5)Ax 

Trên kia, trong bưóc thứ ba, ta đã yêu cầu độ chính xác của công 

thức xấp xỉ (7.91) là : sai số khi dùng (7.91) không vượt quá (Xj - X j _ j ) ; 
do vậy, thay vì biểu diễn xấp xỉ (7.95) có thể viết (xem (4.3) chương 4) 

AA = f(x) Ax + o(Ax) 

Do đó, thay vì dùng (7.94) ta dùng 

(7.96) dA = f(x)dx 

Vậy, nếu biết dA (vi phân của A ) thì có thể v iết ngay 

b 

A = | f ( x ) d x 

a 

mà không cần qua các bước ứng với các công thức từ (7.91) đến 

(7.92). Sơ đồ này thường được gọi là sơ đồ vi phân. 

• Tóm l ạ i , có thể tính A theo sơ đồ vi phân : 

• Lấy X 6 [a, b] ; lấy X + dx. 

• Tính giá trị A tạ i X và tạ i X + dx. 
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• T im phần chính bậc nhất dA của AA. 

• Lấy tích phân của dA từ a đến b. 

• Thí dụ. 

Lực đẩy giữa hai điện tích cùng dấu ej và e2 đặt cách nhau một 
khoảng r được cho bởi công thức : 

F =

 ele2 

Giả sử diện tích ej được đặt cố định  ở gốc hoành độ o, hãy tính công 

của lực đẩy F sản ra do điện tích e2 di chuyển từ điểm MỊ có hoành độ 

fj đến điểm M2 có hoành độ r2 trên trục hoành Ox (hình 7.21). 

X 
- + -
M 

x+dx 
— h — 

r2 
-H— M' M 2 

Hình 7.2 ỉ 

Gọi A(x) là công của lực đẩy F sinh ra do e2 di chuyển từ MỊ đến 

M có hoành độ X ; cho X số gia khá bé dx ; vì dx khá bé, trong 

khoảng [x, X + dx] có thể coi lực đẩy F như không đổi và bằng ^2", 

do đó công của lực đẩy làm cho e2 di chuyển từ X đến X + dx là vi 

phân công dAị và 

Vậy công của lực đẩy F sản ra khi e 2 di chuyển từ M Ị đến M 2 là 

A = JdA = p ^ 2 . dx = - e i e 2 

r2 ( Ì 
- = e i e 2 ~ 

r i \ r ì 
r2 
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7.9. T í c h p h â n suy r ộ n g 

Trong phần 7.1 chương này chúng ta đã xây dựng khái niệm tích 
phân xác định trong trường hợp các cận lấy tích phân là hữu hạn và 
hàm số lấy tích phân là bị chặn, bây giờ chúng ta sẽ mở rộng sang 
trường hợp : cận lấy tích phân là vô hạn và trường hợp hàm số lấy tích 
phân không bị chặn và khi đó ta có khái niệm tích phân suy rộng. 

7.9.1. Trường hợp cận lấy tích phân là vô hạn 

Giả sử hàm số f(x) xác định trong khoảng [a, +oo) (dĩ nhiên a hữu 
hạn), nghĩa là f (x ) xác định với mọ i X > a và khả tích trong bất kì 

A 
khoảng hữu hạn [a, A ] ; khi đó , như đã biết tích phân Jf (x)dx có 

a 

nghĩa với bất kì A > a. 
Nếu tồn tạ i 

A 
(7.97) l im f f ( x ) d x 

A-»+oo J 
a 

thì giới hạn đó được gọi là tích phân suy rộng của hàm số f (x) trong 
khoảng [a, +oo) và kí hiệu là 

+00 
(7.98) Ị f (x)dx 

a 
Khi đó, ta cũng nói rằng tích phân (7.98) hội tụ và viết 

+00 A 

(7.99) í f (x)dx = l im f f (x )dx 
J A-»+oo J 
a a 

Nếu không tồn tạ i giới hạn (7.97) thì ta nói rằng tích phân (7.98) 
phân kì. 

Tương tự (7.99) ta cũng định nghĩa được tích phân của hàm số 
f(x) lấy từ -00 đến a : 

a a 

(7.100) f f ( x ) d x : = l im [ f ( x ) d x (A' < a) 
J A'->-00 J 

-00 A' 
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và tích phân của hàm số f (x) từ -00 đến +00 : 

+00 A 

Ì 
A' 

(7.101) J f ( x ) d x : = l im | f ( x ) d x 

À' 

với g iả thiết f (x ) khả tích trên bất kì khoảng hữu hạn [ A \ A ] và với 
những khái niệm trên, có thể viết 

+00 

(7.102) j f ( x ) d x = j f ( x ) d x + Ị f (x)dx, Va 
-00 —00 > a 

Tích phân suy rộng trong vế trái (7.102) hội tụ khi cả hai tích 
phân v ế phải (7.102) hội tụ. 

Qua các định nghĩa trên ta thấy rằng tích phân suy rộng là giới hạn 
của tích phân xác định (hiểu theo nghĩa thông thường) khi cho cận tích 
phân dần tới vô cùng, do vậy, cũng rất tự nhiên, muốn tính tích phân 
suy rộng người ta dùng công thức Newton - Leibnitz (công thức 
(7.34)) để tính tích phân, sau đó cho cận tích phân dần tới vô cùng. 
Chẳng hạn, để tính tích phân dạng (7.98) ta tính (công thức (7.34): 

A 
j f ( x ) d x = F(A) - F(a) 
a 

Nếu tích phân (7.98) hội tụ, dĩ nhiên ta có : l im F(A) là hữu 
A—>+00 

hạn và ta viết 

l im F(A) : = F(oo) 
A—>+oo 

và khi đó có thể viết 

+00 

ị f (x)dx = F(+oo) - F(a) = F(x) +00 
a 

Với các tích phân dang (7.100) và (7.102) cũng được tính tương tư. 
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• Thí dụ. 
+00 

(a) 
0 

0 . 
(b) Ị-f-

J Ì + X 
-00 
+00' 

arctgx 

arctgx 

0 

+00 7t 
= arctg(+oo) - arctgO = — 

0 ^ 

= -arctg(-co) = --
—00 z 

+00 , u J +00 
t '(' dx r dx f dx 
(c) , = 0 + — — 

J Ì + X 2 J Ì + X 2 i 1 + X 

dx 71 7t 
j2 + 2n 

-OD 
+00 

Í
HY 

— (a > 0). 
x a 

Với a * Ì có 

+00 

J x a Ì - a 

+00 
V ớ i a = l c ó í ^ = In : 

J X 

+00 
a 

= +00 

+00 nếua < Ì 

al-a 
nếu a > Ì 

a - 1 

Vậy ì hội tụ khi a > Ì và ì phân kì khi a < 1. 
+00 +00 
(e) 1=1 e"ax sinbxdx (a > 0), J : = Ị e"ax cosbxdx (a > 0) 

asinbx + bcosbx ___ 
ì = r - — , e a x 

J = 

a 2 + b 2 

b sin bx - ạ cos bx 

a2 +b2 

-ax 

+00 b 
0 = a2 + b2 

+00 a 
0 i 2 + b 2 

( f ) Các tích phân ị sin xdx,  ị cos xdx không hội tụ vì sinx và 
a a 
cosx không xác định khi X -> +00. 
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• Sự hội tụ của tích phân suy rộng có cận là vô cùng. 

Trườn lị hợp f(.\) >0. 

Giả sử f ( x ) > 0 và khả tích trên [a, A ] , với a, A hữu hạn (a < A ) ; 
khi đó tích phân 

A 
(7.103) <D(A) = j f ( x ) d x 

a 
ỉ à một hàm đơn điệu tăng đ ố i với biến A , do đó theo định lí 3.3 
chương 3 suy ra : 

Điều k iện ắt có và đủ để tích phân suy rộng (7.98) hội tụ là tích 
phân (7.103) luôn bị chặn trên khi A tâng : 

A 
(7.104) j f ( x ) d x < L ( L là hằng số). 

a 
Nếu không thoa (7.104) thì tích phân (7.103) có giá trị là 00 
Từ đ iểu k iện (7.104) và từ tính đơn điệu của tích phân suy ra : 

• Định lí 7.9 (tiêu chuẩn so sánh). 
(1) Cho hai hàm sốf(x) và g(x) khả tích trên mọi khoảng hữu hạn 

ỉa, Á] (a<A) và 

(7.105) 0<f(x)<g(x),x>a 
Khi đó 

+00 +00 
Nếu ị g(x)dx hội tụ thì ị f(x)dxhội tụ. 

a a 
+00 +00 

Nếu ị f(x)dx phân kì thì ị g(x)dx phân kì. 
a a 

(2) Già sửf(x) và g(x) là hai hàm số khá tích trên mọi khoáng hữu 
hạn [a, AJ (a <A). Khi đó : 

Nếu tồn tại giới hạn 

(7.106) lim ỉ^- = k (0 <k<+co) 
A->+00 g(x) 
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+00 +00 
thì các tích phân suy rộng ị f(x)dx và ị Ị>(x)dx sẽ cùng tính chất, 

a a 
nghĩa là cùng hội tụ hoặc cùng phân kì. 

Chứng minh. 

(ị) Đề nghị coi là bài tập. 

(2) Thật vậy, theo định nghĩa giới hạn (7.106) suy ra, với mọi E > 0 
bé tuy ý, với X khá lớn, luôn có 

f ( x ) . 
k - e < -7-7 < k + E 

g(x) 

hay (k - 6) g(x) < f(x) < g(x) (k + e) (vì |x| > 0) 

Áp dụng (1) vào bất đẳng thức kép trên suy ra (2). • 

Hệ quả 7.1. 

Cho f(x) và g(x) là hai hàm số dương khả tích trên [à, +00) 

Khi đó : 

+CO +00 
Ì) Nếu l im ỉ ^ - = 0 và nếu ị g(x)dx hôi tu thì ị f{x)dx hôi tu. 

a a 

+00 +00 
2) Nếu l im = +00 và nếu ị g(x)dx phân kì thì ị f(x)dx 

X-+CO g(x) J Ì 
a a 

phân kì. 

Chứng minh. 

Để chứng minh phần 1) ta để ý rằng theo g iả thiết, Ve > 0 cho 

trước, có thể chọn o a sao cho với X > c luôn có f (x ) < £g(x), từ đó , 
theo tiêu chuẩn so sánh ta suy ra kết luận của 1). Phần 2) cũng được 
chứng minh tương tự, đề nghị bạn đọc coi là bài tập. 
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• Thi dụ. 

Xét sự hội tụ của các tích phân 

+00 
1 ) J : = J 

dx 

V l + X 3/1 + x 2 ' 

0 
; ) L : = j x r e _ s x d x ; 0 < r e R, s > 0 

b) K : = 
x 2 d x 

Ì 

+00 

1 + ,2 ' 

0 

V ớ i J, để ý rằng với X > Ì luôn có 

Ì Ì 

x2 x3 
7 

X 6 

Dùng thí dụ (d) mục trước và tiêu chuẩn so sánh, suy ra J hội tụ. 
V ớ i K để ý rằng 

3 
x2 ỉ 

l im 
X—»+oo Ì + X 2 ' X = +00 

Dùng (d) ở thí dụ trước và hệ quả 2) suy ra tích phân K phân kì. 
V ớ i L , để ý rằng 

l im 
X—•+<» 

x r e ~ s x 

„-2 

rT + 2 
l im 

X—»+00 e sx 
= 0 

Dùng thí dụ (d) và hộ quả 1) suy ra L hội tụ. 

Trường hợp f(x) có dấu tuy ý. 

Trường hợp f (x ) có dấu tuy ý, có định l í : 

• Định lí 7.10. (Không chứng minh). 

+00 +O0 
Nếu ị \f(x)\dx hội tụ thì Ị f(x)dx hội tụ. 
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+00 +00 
Khi đó, ta nói rằng Ị f(x)dx hội tụ tuyệt đối, còn nếu ị f(x)dx 

+00 +00 
hội tụ nhưng ị\f(x)\dx phân kì thì ta nói ị f(x)dx bán hội tụ (hội 

a ã 
tụ không tuyệt đối). 

Với các tích phân dạng (7.100) và (7.101) cũng có những mệnh đề 

tương tự. 

7.9.2. Trường hợp hàm số lấy tích phản không bị chặn 

Bây g iờ xét trường hợp hàm số_f(x) khônghị chặn trong khoảng 
đóng hữu hạn [a, b] ; cụ thể hơn g i ả sử f (x ) bị chặn và khả tích trong 
khoảng đóng bất kì [a, b — T|] với 0 < TỊ < b — a nhưng không khả tích 
trong bất kì khoảng đóng dạng [b — TỊ, b ] , f (b — 0) không giới nội và 
b được gọi là một đ iểm bất thường. 

Nếu tồn tại giới hạn 

b-n 
(7.107) l im í f (x)dx 

n->0 J 

a 
thì giới hạn đó được gọi là tích phân suy rộng của hàm f (x ) lấy trên 

b 
[a, b] và ta nói rằng tích phân ị f ( x ) d x hội tụ và viết 

a 

b b-r| 

(7.108) [ f (x)dx : = l im f f (x)dx 
J n->0 J 

a a 

Nếu giới hạn (7.107) không tồn tại hoặc bằng 00 thì ta nói rằng 
b 

tích phân | f ( x ) d x Ịyhân kì. 
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Tương tự, nếu f (x) bị chặn và khả tích trên mọi khoảng hữu hạn 
[a + r i ' , b] nhưng f(a + 0) không bị chặn và f(x) không khả tích trong mọi 
khoảng hữu hạn [a, a + Ti'], điểm a là điểm bất thường, ta có định nghĩa 

b 

(7.109) f f (x )dx : = l im í f (x)dx 
J n'-»0 J . 

a+ri 

Nếu f (x ) không bị chặn tạ i c, a < c < b ; nghĩa là f(c ± 0) không bị 
b 

chặn ta định nghĩa tích phân suy rộng Jf(x)dx bởi biểu thức 
a 

b c b 
(7.110) j f ( x ) d x = j f ( x ) d x + j f ( x ) d x 

a a c 

Tích phân suy rộng ờ v ế trái đẳng thức (7.110) hội tụ khi và chỉ 
khi cả hai tích phân suy rộng ở v ế phải hộ i tụ. 

• Thí dụ. 

0 d 0 d 
(a) í , l im í • = l im Ị -a rcs in ( - l + Ti')] 

= ^ (điểm - Ì là điểm bất thường). 

1 A M A 
r dx .. f dx ,. 71 

(b) • = l im i = l im arcsin(l - Ti) = 77 
0

J V T ^ 2 n T o ị T i T ^ n->0 2 
(điểm + Ì là điểm bất thường). 

ĩ dx 
(c) J -ị ; các đ iểm ±1 là đ iểm bất thường vì 

_, V i - X 2 

L á u - + r - A - « « 
_ J

1 v r ^ _ J , v r ^ o J v ^ 
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(d) Xét sự hội tụ của tích phân suy rộng 

b dx 
ì 

- í (b - x)« 
(a < b, a > 0) 

ở đây X = b là một đ iểm bất thường. 

Với oe * Ì, ta có : 

b-n 
l im — — — = l im 
n->0 J ( b - x ) a n->0 

Ì Ì-oe 
a - Ì - a + Ì 

_ (b - aý-a

 t Ì ,. ,_a 

= ; + — — - l im r i 1 a 

Ì - a a - Ì n _;o 

(b - à)1-" 

(b - à ) 1 - " 

Do đ ó : ì = 

Với a = Ì, ta có 

b-n 

khi a < Ì 
1 - a 

+00 khi a > Ì 

l im í 7-—— = l im [-( In rị - ln(b - a))] = +00 
Ti->0 J b - X n-»0 

f dx 
Do đó ì = — — — hội tụ nếu oe < Ì, phân kì nếu oe > 1. 

J ( b - X ) a 

Í ( J x 
— — — (a < b, (X > 0) hôi tu nếu a < Ì, 
(x - a ) a 

a ' 
phân kì nếu a > ỉ. 

( f ) Xét sự hội tụ của tích phân ì : = [ dx, trong đó f (x ) là 
ỏ v i - x 2 

hàm số liên tục trên [0, 1]. Dù rằng ì là một tích phân suy rộng loại 
cổ điểm bất thường là X = Ì nhưng ta có thể đưa ì về một tích phân thường 
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bằng cách đổ i biến. Thật vậy, cố định c trong (0, 1) và đặt X = sinG trên 
[0, c] và có 

1 f(x) ... ,. cf f(x) 

0 

_ dx = l im [-
V l - X 2 c-^r ị y Ị ị _ 

dx 

arcsin c 
ít 
ĩ 

0, 

= l im í f ( s i n9 )de= ff(s in6)de 
c - » r J J 

0 0 
Vì hàm hợp của f là hàm sin là liên tục, do đó f(sin8) bị chăn trên 

và tích phân cuối cùng là một tích phân thường (không còn là 

tích phân suy rộng nữa). 
• Tuy nhiên, một cách tổng quát có thể đưa một tích phân suy 

b 
rộng loại | f ( x ) d x với a (hữu hạn) là một đ iểm bất thường về một 

a 
tích phân suy rộng có cận lấy tích phân là vô hạn. Thật vậy, thực hiện 

phép đ ổ i biến u(x) = —-— hay x(u) = a + —. K h i X a + , u -> +00 
X - a u 

và u(b) = - ; ngoài ra x'(u) = —\r, do vây ta đươc 
b — á l i 2 

Ị 
b-a 

í 
-HO 

Ì 

í 0 í 1 ì a + -
l u 2 j 1 U J l u 2 j 

du 
- í 

+00 f I a + — 
du 

Ị 
b-a 

Đặt a'j = 2 > 0 và cố định c > a'j , khi u biến thiên trên [à'Ị, c] 

thì X = a + — biến thiên trên 
u 

a + - , b 
c 

và theo g iả thiết trên khoảng 

này f (x ) bị chặn và khả tích và như t h ế 

n 
a + — 

bị chặn và khả tích 
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f a + 
trên [ a ' j , c] và tích phân í — — — — du là một tích phân suy rộng 

_Ị_ u 

b-a 
CÓ Cận vô hạn, và tích phân gốc ban đầu hội tụ khi và chỉ khi tích 
phân sau hội tụ. 

(g) Vói p > 0 ; tích phân j^ lnx^ dx là tích phân suy rộng vói 

0 

điểm bất thường a = 0, thực hiện phép đ ổ i biến u = — ta được 
X 

) t h ^ d x = l u P - 2 ì n 

i x p Ì 
udu 

0 " Ì 

Bạn đọc có thể dùng cách lấy tích phân từng phần và thấy rằng 
tích phân sau hội tụ vói 0 < p < Ì. 

Với nhận xét và thí dụ (g), tạ có thể phát biểu mà không chứng 
minh các mệnh đề về sự hội tụ của tích phân suy rộng loại có cận 
hữu hạn là điểm bất thường tương tự các mệnh đề trong mục 7.9. Ì. 

Định lí 7.10 (tiêu chuẩn so sánh). 

(ì) Cho f và g là hơi hàm số không âm, khả tích trên (a, bì với X = a 
là điểm bất thường sao cho f(x) <g(x) với X € (a, cj ; a < c < h. Khi đó 

b h 
Nếu Ị g(x)dx hội tụ thì J f(x)dx hội tụ ; 

a a 

h 
Nếu J f(x)dx phân kì thì J g(x)dx phân kì. 

(2) Giả sử/ và g là hai hàm số dương khả tích trên (a, b] cùng có 
điểm bất thường X = a. Khi đó 
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Nếu tồn tại giới hạn 

lim = k, (0<k< +ao) 

h h 
thì tích phân suy rộng J f(x)dx hội tụ khi và chỉ khi J* ỊỊ(x)dx hội tụ. 

(ỉ a 
Hệ quả 7.2. 
Cho Ị và g là hai hàm số dương, khá tích trên (a, hj cùng có điểm 

bất thường x-a. Khi đó 
b h 

ì) Nếu l im = 0 và nếu ỉ g{x)dx hội tụ thì Ị f(x)dx hội tụ. 
jr—a+ g(x) 

/to 2) Nếu l im - — = se V 
x—>á 

phân kì. 

à nếu J g(x)dx phân kỉ thì J f(x)dx 

• Thí dụ. 
Xét sự hội tụ của các tích phân 

Ì 
dx 

( a ) I : = f c 2 ' 

Ì 
( c ) K : = J x a _ 1 ( l - x ^ d x ; 

n 
2. 

( b ) J : = J(tgx)Pdx; 

0 
+00 

( d ) L : =  Ị x P - ^ - ^ d x . 

V ớ i tích phân ì ta để ý rằng :, 0 < X < Ì do đó, 

dùng tiêu chuẩn so sánh, suy ra tích phân ì hộ i tụ. K h i X = 0 thì tích 
phân J có đ iểm bất thường là X = 0 khi p < 0 và J có đ iểm bất thường 

là X = ^ khi p > 0, tuy nhiên trong cả hai trường hợp ta luôn c ó 

l im 
x->0 

(tgx)P : -L = Ì 
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v à : l im 

X-*-

(tgx)P : = l im 

= l im 

x - » -
2 

(sinx)P. 

H 

( H 

• - ĩ 

(sinx)P 

(cosx)P /TỊ 

sin 
( H 

= 1. 

Do đó , dùng thí dụ (d) và (e) ở mục trên và dùng phần 2) của định 
lí 7.10 suy ra J hộ i tụ khi |p| < Ì và J phân kì khi |p| > Ì. 

Bây giờ xét tích phân K ; với a < Ì, điểm X = 0 là điểm bất 
thường, với b < Ì đ iểm X = Ì là đ iểm bất thường. Phân tích K thành 

1 
Ì 2 Ì 

hai tích phân, chẳng hạn  Ị = ị + ị, tương tự các thí dụ trước, tích 
0 0 í 

2 
phân thứ nhất chỉ hội tụ khi Ì - a < Ì, nghĩa là khi a > 0 còn tích 

ìn thứ hai chỉ hộ i tụ khi b > 0. Vậy K chi hội tụ khi a > 0, b > 0. 

Cuối cùng, xét tích phân L ; với p > Ì thì L chính là trường hợp 
riêng của tích phân trong thí dụ ỏ mục 7.9. Ì, do vậy L hội tụ khi p £ Ì ; 
với p < Ì thì X = 0 là điểm bất thường của L . Phân tích L thành hai tích 

Ì +00 
phân : L = J + ị trong đó tích phân thứ nhất hội tụ khi p > 0 (vì so với 

Ố 1 

—ì—) và tích phân thứ hai hội tụ vói p bất kì vì với r > Ì ta luôn có : 
X 1 p 

l im 
. x->oo 

x p - l e - x . _ỉ_ x r + p - l 
= l im = 0 ; 

X—>00 e x 

-MO 
dùng thí dụ (d) và hệ quả trên suy ra ị hội tụ với r > Ì. 

V ậ y , tích phân L hội tụ khi p > 0. 
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• Chú ý cuối cùng về tích phân suy rộng. 

Cũng như đ ố i vói tích phân xác định thông thường, với tích phân 
suy rộng cũng có thể thực hiện phép đ ổ i biến tích phân và phép lấy 
tích phân từng phần. Chúng ta sẽ không đi sâu vào chi t iế t những vấn 
đề này mà hạn chế trong một số thí dụ cốt để hiểu ý tưởng của 
phương pháp và biết thêm một số tích phân suy rộng khác có nhiều 

ứng dụng thú vị. 

Tích phân suy rộng này có hai đ iểm bất thường X = a và X = b ; 
thực hiện phép đ ổ i biến 

2 . . . 2 
X = acos ọ + bsin ọ 

sẽ chuyển ì về tích phân thông thường 

• Thí dụ. 

(a) Tính 

lĩ 
2 

= 71 

0 

(b) Xét sự hội tụ của ì = sin x 2 d x 

0 

Thực hiện phép đ ổ i biến X = V ĩ , dx 
2yR 

át, sẽ dưa ì vẻ dạng 

+00 

để ý rằng có thể v iết 

lĩ 

2 
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Vì l im = l im . V ĩ = 0 nên tích phân í hôi tu (?), chỉ 
t-»0 Vt t->0 t J 

cần xét tích phân thứ hai và có 
-MO . +00 

Ị sin t , f d(cos t) 
í / : d t = - [ /7 
ì v t í Vt 71 n 
2 2 

(dùng phép lấy tích phân từng phần : 
+00 

r CH.COS 
\ J v ĩ 

ít 
2 

d(cost) _ cost 
+00 +00 Ì f cost 

ít ~ 2 

r cos t , v 

ỉ < 5 

Vì cost 
3 

t2 

+00 ì f cos t 
< — nên Ị - y - dí hộ i tụ (các định lí 7.9 ; 7.10) 

t ỉ 

Do đó ì hội tụ. 
ĩ ' 2 

+00 

(c) Tính tích phân ì = f -

0 1 

dx 

+ X 

Ì 
Thực hiện phép đ ổ i biến X = - , đưa ì về 

+00 2 
- r 

1 + r 

+00 ^ +00 2 + o c 

• & / T S * - Í 

+00 2 
- X 

0 1 + x ' 
-dx 

Do đó, có thể viết 

+00 

2 ' = í A + Í T S - Í 

+00 2 
X 

+00 

l + x 1 + 

1 + 

1 W 
dx 

+00 2 , +°° 

2 J 1 + x4 2 J 4 2 2 Ì 
0 X +-^r 
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L ạ i thực hiện phép đ ổ i biến z : = X - —, sẽ được 

+00 Ì ị• dz ị z I +00 TỊ 

2 l t t ~ ì ] i m * 1 f - ~ Í Ẽ 

+°° 
„2 (d) Tính tích phân ì = I e x dx (tích phân rất hay gập trong lí 

0 
thuyết xác suất). 

2 _ 
Đ ể ý rằng vói X > Ì, có e x < e x , do đó ì hộ i tụ. Bây g iờ xét 

hàm số f ( x ) : = ( Ì + t)e 1 ; dùng khảo sát hàm số c ó thể thấy rằng g(t) 

đạt giá trị lớn nhất khi t = 0 : g m a x = g(0) = Ì ; do vậy vói t * 0, có : 

(Ì +t)e_t< Ì 
2 

Thay t bởi ± X , ta được hai bất đẳng thức 

(Ì -x2)ex2 < Ì và (Ì + x2)e~*2 < Ì 

2 -X2 Ì 
Suy ra Ì - X < e < 

1 + x 2 

Từ đó : 

VớiO<x<lcó e"nx2 >(l-x2)n 

Vớix>0có e"nx2< Ì-T— 
( l + x 2 ) n 

Do đ ó : 
ì 

n 2 ^ . ĩ -nx 2 , r dx 
Ì Ì +00 +00 

j ( l - x 2 ) n d x < J e - n x d x < j e - n x 2 d x < Ị 
0 ố 

Mặ t khác 
0 0 ố (1 + x 2 ) " 

+00 
í e _ n x 2 dx = -\= ì ( đổ i biến u = Vĩ^x) 

Vn 
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j ( l - x 2 ) n d x = j s i n 2 n + 1 t d t : 
2n!! 

(2n + l)!! 
0 0 

(đổi biến X = cost và công thức (7.44)) và cuối cùng 
TI 
+00 . 2 

J _ J * J s i n 2 n - 2 t d t = ( 2 n - 3 ) ! ! K 

( 2 n - 2 ) ! ! 2 

(đổi biến X = cotgt và công thức (7.44)). 
Từ các bất đẳng thức tích phân và các đẳng thức trên suy ra : 
r 2n!! _ r (2n-3)í! 71 

v n . — < I < V n . - ^ -
(2n + l ) ! ! ( 2 n - 2 ) ! ! 2 

Do đó bình phương bất đẳng thức kép trên, được : 

2n + l 

2n!! 

( 2 n - l ) ! ! 

Ì 
< I 2 < 

( 2 n - 3 ) ! ! 

(2n-2)!! 

í ~\ 

KI 
( 2 n - l ) 

2n + l 2 n - l 

Bây giờ dùng công thức Wallis (xem bài tập số 10 chương này) : 
-,2 

— = l i m 
2 n—><» 

2n!! 

( 2 n - l ) ! ! 

Ì 

2n + l 

ta suy ra hai v ế trái và phải của bất đẳng thức kép trên dần tói — khi 
4 

n -> 00, do đó : 

l2 = *,vậyl=^(vìl>0). 
4 2 

TÓM TẮT CHƯƠNG 7 

• Định nghĩa tích phán xác định 
Định nghĩa 

Cho hàm số f(x) xác định trong [a, b], chia [a, b] thành n đoạn 
nhỏ bởi các đ iểm chia : 

x Q = a < X Ị < x 2 < ... < Xj _ J < Xj < ... < x n = b 
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Đặ t AXj = Xj - Xj _ J, X = max AXj. 
l<i<n 

Lấy ịị bất kì € [ X i - , , Xj], lập f(£j), khi đó nếu l i m £ f ( 4 ! ) A X j =1 

(hữu hạn), thì ì được gọi là tích phân xác định của hàm số f (x) lấy 
b 

trong [a, b ] , kí hiệu là Jf(x)dx : 

a 
n 

I = _ l i m ỹ f ( ^ ) A x i = f f (x )dx 
i = l a 

K h i đó , nói rằng hàm f (x ) khả tích trong [a, b] . 

Đ ặ t : mị = i n f f ( x ) ; M ị = súp f (x ) 
x e | x M , X ; ] xeỊXi.ị.Xil 

n n 
s = ^ m j A x j ; S = ^ M j A x j thì 

i=l i=l 
Điều k iện ắt có và đủ để f (x ) khả tích trong [a, b] là : 

l i m ( S - s ) = 0 
5t-»0 

Từ điều k iện trên suy ra : 
Nếu f (x ) liên tục trong [a, b] thì f ( x ) khả tích trong [a, b ] . 

Ngoài ra : 

Nếu f (x ) bị chặn trong [a, b] và có một số hữu hạn đ iểm gián đoạn 
trong [a, b] ; hoặc f (x ) bị chặn và đơn điệu trong [a, b] thì f (x ) khả 
tích trong [a, b] . Các tính chất của tích phân xác định. 

Tính chất Ì. 

b b 
j c . f ( x ) d x = c Jf(x)dx, c là hằng số, đặc biệt 
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b b 
j c . d x = c Jl .dx = C(b - a ) , c là hằng số ; 

a a 
b b b 
J [ f (x ) + g(x)]dx = | f ( x ) d x + jg(x)dx 
a a a 

Tính chất 2. 
Cho 3 khoảng đóng [a, b], [a, c] và [c, b] ; nếu f (x) khả tích trên 

khoảng có độ dài dài nhất thì cũng khả tích trên hai khoảng còn l ạ i và : 
b c b 
Jf(x)dx = Ị f (x )dx + Jf(x)dx 

a a c 
Tính chất 3. (Trong tính chất này a < b). 

b 
1) Nếu f (x) > 0, X 6 [a, b] => Jf(x)dx > 0 ; 

a 

b b 

2) Nếu f (x) < g(x), X € [a, b] => Jf(x)dx < Jg(x)dx ; 

a a 

3) Nếu f (x) khả tích trên [a, b] => | f (x) | khả tích trên [a, b] và 

j f (x )dx < | f ( x ) | d x ; 

4) Nếu m < f(x) < M , X e [a, b] t h ì : m(b - a) < Jf(x)dx < M ( b - a) 

a 

Tính chất 4. 
1) Định lí trung bình thứ nhấ t : 

Giả sử f(x) khả tích trên [a, b], (a < b) và giả sử m < f(x) < M , X € [a, b], 

khi đó tồn tại ịi : m < ụ < M sao cho 
b 
Jf(x)dx = | i ( b - a ) . 
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Đặc biệt, nếu f (x) liên tục trên [a, b] thì tồn tạ i c € [a, b] sao cho 
b 
Ị f (x )dx = f ( c ) ( b - a ) 
a 

2) Định lí trung bình thứ hai : 

G iả sử • f ( x ) và tích f ( x ) . g(x) khả tích trên [a, b] 

• m < f (x ) < M , X e [a, b] 

• g(x) không đ ổ i dấu trong [a, b ] . 

Khi đó , tồn tạ i ịi : m < ịi < M sao cho 

b b 
j f (x )g (x )dx = n j g ( x ) d x 
a a 

Đặc biệt nếu f (x ) liên tục trong [a, b] thì tồn tạ i c sao cho : 

b b 
Jf(x)g(x)dx = f ( c ) jg(x)dx ; a < c < b. 
a a 

• Cách tính tích phân xác định 
Định lí : 

1) Nếu f (x ) khả tích trên [a, b] thì O(x) liên tục đ ố i vái X € [a, b ] ; 
trong đó 

X 
<D(X)= Jf( t )dt 

a 

2) Nếu f(t) liên tục tại t = X thì <D(x) có đạo hàm tại t = X và <D'(x) = f(x) 

3) Nếu f (x ) liên tục trong [a, b] và nếu F(x) là một nguyên hàm 
của f ( x ) , X 6 [a, b] thì 

b 

Jf(x)dx = F ( b ) - F ( a ) = F ( x ) £ 
a 

Công thức trên thường gọi là công thức Newton-Leibnitz. 
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• Phép đổi hiên trong tích phân xúc định 

Đổ i biến X = (p(t) : 

Giả sử f (x ) liên tục trong [a, b] , g iả sử phép đổ i biến X = cp(t) thoa 

mãn các điều kiện : 

1) (p(t) có đạo hàm liên tục, t € [ót, PJ ; 

2) q>(<x) = a ; q>(P) = b ; 

3) Khi t biến thiên trong [a , (3] thì X biến thiên nhưng không ra 
ngoài khoảng liên tục của hàm số f (x ) . Khi đó 

b p 
Jf(x)dx = Jf[(p(t)](p'(t)dt 

a a 

Đổ i biến t = (p(x). 

Giả sử f (x ) liên tục trong [a, b] , và giả sử phép đ ổ i biến t = (p(x) 

thoa mãn : 

1) (p(x) biến thiên đơn điệu trên [a, b] và (p(x) có đạo hàm cp'(x) 

liên tục, X 6 [a, b] ; 

2) f(x)dx trở thành g(t)dt, trong đó g(t) là một hàm liên tục trong 

[(p(a), ọ(b)] 

Khi đó t h ì : 

b cp(b) 
j f ( x ) d x = ị g(t)dt 

ã (p(a) 

• Phép lấy tích phàn từng phần 

Giả sử u(x), v(x) là hai hàm số liên tục và có đạo hàm liên tục 
trong [a, b ] , khi đó có 

b b 
Judv = (uv)Ị - Jvdu 

ã a 
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• Một công thức thường dùng 

Ít n 
ĩ 2 

Ịs in" xdx = | cos n xdx = 

( n , - , 1 ) ! ! . ; , vái n chẩn 
(n)!! 2 

(n-1)!' 

(n)!! 
-, với n l ẻ 

• Tính gần đúng tích phân xác định 
Công thức hình thang : 
b 

ì 

trong đó : 

= | f ( x ) d x * y 0 + y n + y, + y 2 + - + y n - i =h 

b - a ; — 
h = ; y j = f ( X j ) ; Xi = a + ih ; i = i , n 

Sai số Ô T = | I - I T | thoa bất đẳng thức : 

ÓT h 2 ( b - a ) 
1 12 

với M 2 = max | f "(x) | 
xe|a,b] 

Công thức Simpson : 
b 
ì = jf (x)dx * 

* j [ ( y 0 + Y2n) + 4 ( y i + Y3 + - + Y2n-1) + 2 ( y 2 + y4 + - + y2n-2)] = k 

trong đó : 
b - a 

h = ; y j = f(Xj) ; Xj = a + ih ; i = 0,2n 
2n 

sai số 5$ =|l - Is| thoa bất đẳng thức 

ồ, < ^ h4(b - a) với M4 = max \t*\x)\ 
180 xêlaTbl 
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Một số  ứng dụng hình học của tích phân xác định 

Tính diện tích hình phang 

Diện tích s của hình thang cong giới 
hạn bởi các đường thẳng x = a, x = b, y = 0 
và cung của đồ thị hàm số liên tục y = f(x), 
X € [a, b] được tính theo công thức 
(hình 7.22) 

b 
s = J | f (x ) | dx 

a 
Trường hợp hình phăng giới hạn bởi 

các đường thẳng X = a, X = b, y = f ị ( x ) ; 

y = f 2 ( x ) , f"i(x), f 2 ( x ) là hai hàm liên 

tục, X 6 [a, b] (hình 7.23) thì diện tích 
s được tính theo công thức 

b 
s = J | f 1 ( x ) - f 2 ( x ) | d x 

o 

a 
~~7? 

£ ^ y = f ( x ) 

Hình 7.22 

a b X 

Hình 7.23 

Tương tự, nếu phương trình đường 
cong cho dưới dạng X = (p(y), (p(y) liên 
tục trong [c, d] (hình 7.24) thì diện tích 
s được tính theo công thức 

d 
s = j | ( p ( y ) | d y 

c 
Trường hợp đường cong cho dưới dạng tham số : 

Ị x = (p(t) 

ị y = Vj/(t) 
thì diện tích s được tính theo công thức 

t 2 

s = J |xỊ/(t)(p'(t)|dt 

Hì nu 7.24 
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trong đó t j , t 2 lần lượt là nghiệm của các phương trình 

a = cp(t!) ; b = (p(t 2). 

Cuối cùng, khi đường cong cho 
•trong hệ tọa độ cực r = r(q>), ọ e [à , Pl, 

diện tích s giới hạn bởi các tia (p = a, 

ọ = p và cung đường cong liên tục 
r = r ( ọ ) , (p e [a , Pl, thì s được tính 
theo công thức (hình 7.25) 

ì p 
I n u Y 

S = - J r ( ọ ) d ( p Hình 7.25 
a 

Tính độ dài đường cong phang 

Đ ộ dài s của cung đồ thị của hàm số y = f (x) liên tục và có đạo 
hàm liên tục X e [a, b] được tính theo công thức 

a 
Trường hợp đường cong cho dưới dạng tham số 

X = x(t) , y = y ( t ) ; t € [ a , Pl 

thì dùng công thức : s = 

a 
Trường hợp đường cong cho trong hệ toa độ cực 

r = r((p); (|) e [ a , p] 

a 
Tính thể tích của vật thể 
Giả sử biết diện tích S(x) của thiết diện cùa vật thể trên mặt phăng 

vuông góc với trục Ox thì thể tích V của vật thể giới hạn bời một mặt 

324 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



cong và hai mặt phảng X = a và X = b, a < b (hình 7.15), được tính 
theo công thức 

b 
V = | s (x)dx 

a 

Đặc biệt, khi vật thể là vật thể tròn xoay tạo bởi hình thang cong 
AabB giới hạn bởi đường y = f (x ) , X e [à, b] trục Ox ; các đường 
thẳng X = a ; X = b khi hình thang cong này quay quanh trục Ox thì 
thể tích V của vật thể tròn xoay được tính theo công thức 

b 
V = 71 j f 2 ( x ) d x 

a 

Tương tự, nếu hình thang cong quay quanh trục Oy có công thức 

d 
V = nJ(p 2 (y)dy 

c 

Diện tích xung quanh mặt tròn xoay 

Gọi s là diện tích xung quanh của mặt tròn xoay tạo bởi cung đồ 
thị hàm số y = f ( x ) , X € [a, b] khi cho cung đó quay quanh trục Ox 
thì s được tính theo công thức 

b 
S = 27 i J | f (x ) | V l + f ' 2 ( x ) d x 

a 

Nếu quay quanh trục Ov thì 

d , _ 
S = 27iJ|q>(y)| >/l + cp , 2 (y)dy 

c 

• Hai sơ đồ Ún ạ dung tích phân 

Trong kỹ thuật, kinh t ế khi cần tính một đạ i lượng A(x) phụ thuộc 
đại lượng X khác, người ta thường dùng tích phân xác định dưới dạng 
sơ đồ tích phân hoặc sơ đổ vi phân. 
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Sơ đồ tích phân : 
1) Chia [a, b] thành n khoảng nhỏ : 

x Q = a < Xj < x 2 < ... < x n = b. 
2) Phân tích A(x) thành tổng của n số hạng 

A = ÌAi 
i=l 

Aị là đại lượng A tương  ứng khi X e [Xj _ ị, Xj] . 

3) Tim một hàm f (x) sao cho có thể biểu diễn gần đúng 

A i * f(ịị)(Kị - Xi _ j ) ; ịị 6 [Xi _ ị , Xj] 

n 
4 ) T h ê ' A ( x ) b ở i ^ T f ( ^ i ) A X j , AXj = Xị - Xj _ ị 

i=l 
b 

5) Dùng định nghĩa tích phân xác định, viết A = | f ( x ) d x 

a 

Sơ đồ vi phân : 

1) Lấy X 6 [a, b] , lập X + dx. 
2) Tính giá trị A tạ i X và tại X + dx. 

3) r i m phần chính bậc nhất dA của A A : AA = f (x)Ax + o(Ax) 
4) Lấy tích phân của dA từ a đến b : 

b 

A = j f ( x ) d x 

a 

• Tích phân suy rộng 
Trường hợp cận lấy tích phân là vô hạn 

Giả sử hàm số f (x ) xác định với m ọ i X > a và khả tích trong bát kì 
khoảng hữu hạn [a, A ) , khi đó nếu 

A 

l i m [ f (x )dx = ì (hữu hạn) 
A—>+00 J 
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thì ì được gọi là tích phân suy rộng của hàm số f(x) trong khoảng [a, +co) 
+00 
và kí hiệu là Ị f(x)dx : 

A +00 
1= lim ff(x)dx= ff(x)dx 

A—M-co * * 
a a 
+00 

Khi đó, cũng nói rằng tích phân ị f (x)dx hội tụ. 
a 

Nếu không tồn tại giới hạn hữu hạn ì thì nói rằng tích phân 
00 
|f(x)dx phân kì. 

a 
a 

Tương tự [ f ( x ) d x : = l i m f f ( x ) d x , A ' < a 
•* A'->+oo «, -00 Á' 

+00 A 
và f f ( x ) d x = l i m ị f ( x ) d x 

J A ' ->-« J 

A—>+oo A 
Dấu hiệu hội tụ : (tiêu chuẩn so sánh) 

Cho f(x), g(x) là hai hàm số dương khả tích trên [a, + oo), khi đó 
nếu tồn tại c > a sao cho f (x ) < g ( x ) ; X e [c, +oo) thì : 

+00 +00 
( l ) N ế u Jg(x)dx hộ i tụ thì J f ( x ) d x hội tụ 
a a 
+00 +00 
Nếu Ị f(x)dx phân kì thì ị g(x)dx phân kì. 

a 
f ( x ) 

(2) Nếu l im = k, 0 < k < +00 thì các tích phân suy rông 
x->+oog(x) 

+00 +00 
I f (x)dx và I g(x)dx cùng tính chất. 
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Hệ quả. 

Nêu lim —^- = 0 và nếu í g(x)dx hôi tu thì ị f(x)dx hội tụ. 
x->+oog(x) J J 

a 
+00 

Nếu l im ——^ = +00 và nếu f g(x)dx phân kì thì í f (x)dx phân kì. 
x - » x g ( x ) J J 

a a 
Trường hợp hùm số lây tích phân khổng hi chận 

Giả sử hàm số f (x) bị chặn và khả tích trong khoảng đóng bất kì 
[a, b - ĩ]], với 0 < r| < b - a nhưng không khả tích trong bất kì 
khoảng đóng dạng [b - T|, b ] , f (b - 0) không bị chặn, và b được gọi 
là một điểm bất thường của hàm số f (x ) . Kh i đó , nếu 

b-n 

l i m [ f ( x ) d x = I (hữu hạn) 
n-»0 J 

a 
b 

thì nói rằng tích phân suy rộng j f ( x ) d x hội tụ và viết 

a 

b-n 

f f ( x ) d x : = l i m í f (x)dx 

a a 

Nếu không tồn tạ i giới hạn ì thì nói rằng tích phân suy rộng 
b 
| f ( x ) d x phân kì. 
a 

Tương tự, có thể định nghĩa tích phân suy rộng khi nút trái a cùa 
khoảng (a, b] là đ iểm bất thường, hoặc khi hàm số f (x) có điểm bất 
thường tại X = c với c € (a, b). 

• Dấu hiệu hội tụ (tiêu chuẩn so sánh). 

(1) Cho f (x ) , g(x) là hai hàm số không âm, khả tích t rẽn (a, b] với 
X = a là đ iểm bất thường và f (x ) < g(x), X € (a, c ] , a < c < b. 
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Khi đó 

b 
Nếu Jg(x)dx hội tụ thì j f ( x ) d x hội tụ. 

a a 
b b 

Nếu j f ( x ) d x p h â n kì thì |g(x)dx phân kì. 

•ả a 

f ( x ) 
(2) Nếu l im —^- = k, 0 < k < +00 thì các tích phân suy rộng 

x_>ã+ g(x) 
b b 
j f (x )dx và Ịg(x)dx cùng tính chất. 

a a 
• Hệ quả. 

Nếu l im — = 0 và nếu fg(x)dx hộ i tụ thì f f (x)dx hội tụ. 
x ^ g ( x ) ị a 

b b 
Nếu l im — ^ = 00 và nếu [g(x)dx phân kì thì f f (x)dx phân kì. 

x->a + g(x) ị Ì 

B À I TẬP 

1. Dùng định nghĩa tính các tích phân : 

2 b Ì 

1. Je*dx ; 2. Ị -^-dx, 0 < a < b ; 3. | a x d x (a > 0) 

Ì a x Ố 

2. ư ớ c lượng các tích phân : 

7t 
i 18 
•V • 2 r cosx 1. f e s i n x d x ; 2. í - p ^ d 
6 ìuVi + x 
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3. Tính các đạo hàm 

1 ỉYdt • 
X 

d y f r , d Ị dt 
— é' dt ; 3. — ì 

4. Dùng định nghĩa và cách tính tích phân xác định tìm các giới hạn : 

Ì 1. l i m 
1 1 Ì 

- + — - — + + . . .+ n->õo|_na noc +  Ị3 noc + 2p 

2. l i m -
n—>00 n 

ỉ 

V 

na + ( n - l ) P 
, ( a > O , p > 0 ) ; 

n ; 

3. l i m 
n—>00 Vn V n! ; 

5. T im các giới hạn : 

sinx 
Ị y/ĩgĩdt 

ỉ. l i m - 4 
x-7+0'8? 

A 
J(arctgt)2 dt 
0 

J V s i n t d i 

2. l i m • = • 
x-+0° Vx2 + 1 

6. Có thể dùng công thức Newton-Leibnitz để tính các tích phân 
sau đây được không ? Tạ i sao ? 

71 
4 

í ; 
dx 1. 0 ; 2. j x V T ? d x ; 3 

-lx 0 £(2 + tgzx)coszx 

7. Tính các tích phân : 

e 2 r „ 
1. J l lnxldx ; 2. J f (x)dx nếu f ( x ) = 

1 

e 
0 

x z k h i O < x < l 

2 - X khi Ì < X < 2 
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Ì , Ì _* 
3. j v 9 - 4 x 2 d x ; 4. J ( x 3 - 2 x + 5)e 2 dx ; 

0 Ố 

5. f 2

dx ; *Jh-^—í 
_ J / 2 4 x 2

+ 4 x + 5 o V d ^ x 2 ) 3 

71 ĩ 

7. } 2

 de

 ; 2 ; 8. jtg4ede ; 
| Ị3cos 2 e + 4 s i n 2 e ị 

71 71 
2 J 2 

9. [ i n — — — d x ; 10. [cos n xcosnxdx 
ị 1 + cosx J 

0 0 
8. Chứng minh rằng nếu f (x) liên tục trên [0, 1] t h ì : 

71 TI 
2 2 71 TI 

1. | f ( s i n x ) d x = | f ( cosx )dx ; 2. Jxf(sinx)dx = — Jf(sinx)dx 
0 0 0 0 

9. Thực hiện phép đổi biến t = X + —, tính tích phân 
X 

. . 2 r í , . - - 1 

I : = J I 1 + x 
Ị "\ x+-

e x dx 
1 * X J 

2 
TỊ 
2 

10. Từ công thức tính J n : = Jsin n xdx (thí dụ (b) mục 6) và từ 
0 

bất đẳng thức hiển nhiên ( ? ) : 

n ĩ. ĩ. 
2 2 2 

J s i n 2 n + 1 xdx < J s i n 2 n xdx < J s i n 2 n " 1 xdx 
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chứng minh rằng : 

7 1 _ Ì-
— = l im 
2 n —> ao 

2n!! 
2n + Ì (2n - 1)!! 

(Công thức Wallis). 

l i . Chứng minh rằng nếu f (x ) là một hàm số liên tục trên R, tuần 
hoàn, có chu kì T thì với mọi a, luôn có 

a + T T 
Ị f (x)dx = j f ( x ) d x 

12. Tính tích phân 

3 
(x + i r ( x - i ) 

[ f , ( * } dx trong đó f (x ) = 
_ J j l + f 2 ( x ) x 3 ( x - 2 ) 

13. Cho f ( x ) , g(x) là hai hàm số khả tích trên [a, b), g iả sử 

g (x) và f(x)g(x) cũng khả tích t rên [a, b] . Chứng minh bất đăng thức 
(với a < b) 

(b ^2 

Va 

V b 
j f (x)g(x)dx < j f 2 ( x ) d x Jg 2 (x)dx 

Va ) Va 

(Bất đẳng thức Cauchy - Schwartz). 

14. Dùng công thức hình thang và công thức Simpson, tính gần 
đúng các tích phân sau và so sánh kết quả : 

r dx 
1.1= —— íchia [2, 5] thành 6 khoảng bằng nhau), 

i lnx 

7t 
3 

2. ì = jVcosx dx (chia 0, thành 10 khoảng bằng nhau). 
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15. T im diện tích hình phang giói hạn bởi 
2 

Ì. Đường cong y = X và các đường thăng X = 0, y = 4 ; 

2. Đường parabôn y = X + 4 và đường thăng X - y + 4 = 0 ; 

3 
3. Parabôn bậc ba y = X và các đường thăng y = X, y = 2x ; 

2 2 2 
4. Đường tròn X + y = 4x và parabôn y = 2x ; 

2 2 
5. Đường hình tim r = a cos2(p. 

2 2 2 
16. Tim thê tích của vật thế là phần chung của hai hình trụ X + y = a 

và y 2 + z 2 = a 2 (a > 0). 
2 

17. T im thể tích vật thể giới hạn bởi mặt parabôlôit z = 4 - y ; 
các mặt phang toa độ và mặt phảng X = a. 

18. Tìm thể tích vật thể tròn xoay tạo bởi hình phang giới hạn bởi 
các đường : 

2 
L y + X - 4 = 0 khi quay quanh trục Oy ; 

2. xy = 4, y = 0, X = Ì và X = 4 khi quay quanh Ox ; 

3. y = X , y = 4 khi quay quanh điíờng thắng X = - 2 . 

19. T im độ dài của đường cong : 
2 2 ' 

1. 9y = 4(3 - X ) gồm giữa các giao điếm của nó với trục Oy ; 

2. 2y = X - 2 gồm giữa các giao đ iếm của nó với trục Ox. 

20. Tính diện tích mặt tròn xoay tạo bởi đường axtơrôit 

khi quay quanh trục Oy. 

21. Xét sự hội tụ và tính (trong trường hợp hội tụ) các tích phân sau : 

X = acos t, y = asin t (a > 0). 

0 00 

—00 0 
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ĩ 
-ao 
ì 

dx 

(X 2 + Ì ) 2 

2 5 

4. j - 4 _ d x ; 

dx 
5. í - / - , 

0

J V * ( 1 - X ) 

ì 

7. J x l n 2 xdx ; 

dx 
6 Ỉ - „ 

2 

«• J 

2 ' 

sx 

-2 X 2 - I 

22. Xét sự hội tụ của các tích phân sau : 
+00 ln( l + x) 

' • Ị 
ì 

3. Ị Ì - cos— 
3 1 t ; 

dx , 
+00 _ x -

2. J^dx, 

Ì 

] 
+00 

dx 
' í 

Ì 
ì 

5 í 
dx Ì 

Ì + x ' 

6. . ] • - * 
0

J t g x - x 

8. ) ^dx 

d x , 

ó e V A - Ì 

x2dx Ì 2 

,sinx 
0 - Ì 

Đ Á P SỐ VÀ G Ợ I Ý 

l . l . e ( e - l ) ; 2 . ỉ - ! ; 3. Ị f l 
a b lna 

n 

2. 1. -< 2fe 
2 J 

0 

2. |I| < lo"1 ; chú ý 

2 

cosx < 10~ z , X e [10, 18] 

334 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



3. 1. - e x ; 2. e y ; 3. 
3x' 2x 

, , ì , oe + p Ị • đx 
4. l . ^ l n ^ a J - ^ - ; T ổ n g S n 

p a ị a + 3x 

Ì 
dx 

0 

s n = 
Ì 

được viết dưới dạng 

Ì Ì 1 1 

— + : + : +.. .+ 
a a + p / n a + 2 p / n a + (n - l ) P / n 

—L_ ;2. ^(272-1); 
a + Px 3 

và xét hàm khả tích f (x) = 

3. - ; V iế t u n = - n / í M = Ì jy ( n + l)(n + 2)...(2n) 
e n V n! n 

ì ' 

V ri n 

và dẫn đến 

2n 
' n = tì ' n 1 + -

n \ 

, hệ thức này gợi ý 

với f (x ) : = In (Ì + x) , 
k = l n \TìJ 

limu„ = J ln ( l + x)dx . 

5. 1. Ì ; 2. 

6. 1. Không, hàm số không xác định tạ i X = 0 ; 2. Không, hàm số 
không xác định khi X > Ì ; 3. Được. 

7. 1. 2 
o 5 - 9 2 V5 

; 2. — ; 3. — arcsin — + — ; 
6 4 3 2 
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. _„ 156 TI Ì _ 71 „ n 2 
4. 98 - - p - ; 5. — ; 6. -= ; 7. —7= ; 8. 7 - - ; 

V i 16 ^2 4^3 4 3 

9. 0 ; 10. —^J (xem bài tập 2. 11 chương 6). 

8. Ì. Thưc hiện đổ i biến X = - - t ; 2. Thực hiện đ ổ i biến X = n -1. 
2 

5 1 2 

9. - e2 - e2 . Viết ì = f+ í; t = X + -, t nghịch biến khi X E 

2 li* 

2 

t đồng biến khi X € [Ì, 2]. 

í 1 

X 6 
L Ì " 

dx = ^ i dt ; 

X E [ Ì , 2] : dx 
J t 2 - 4 + t . 

= , dt 

10. Từ công thức tính J n và từ bất đẳng thức kép suy ra 

2n!! ( 2 n - l ) ĩ ! n (2n - 2)!! 

(2n + l ) ! ! 2n!! 2 (2n - 1 ) ! ! 

suy ra 

suy ra 

2n!! 

(2n - 1)!! 

Ị 

(2n + l)2n 

Ì n 

< — < 2n + Ì 2 

12 

2n!! 

2n!! 

(2n - 1)!! 
< 

(2n - 1)!! 

í TI 

_Ị_ 

2n 

2n 2 

a+T 0 T a + T 
li. Viết Ị = ị + ị + ị và với tích phân thứ ba, thực hiện 

a a 0 T 
phép biến đổi X = t + T rồi dùng tính tuần hoàn cùa f. 
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32 
12. arctg -~z - In 

27 

13. Với các hằng số a, p bất kì, có 

b b b b 
j(af + Pg)2dx = a2 jf2dx + 2ap jfgdx + p2 jg2dx > 0 
a a a a 

VÌ (af + Pg)2 > 0 ; a < b : Bất đẳng thức được suy từ tính chất không 

âm của một tam thức bậc hai đối với (X (hoặc P) có hệ số bình 
phương không âm. 

14. 1. 2,59 ; 2.0,950 

15. 1. — ;2.  ị ;3. 4 ; 4. 0,95 ; 5. a2 

3 6 4 

16. — a 
3 

in 16 

17. — a 
3 

2 „ , 12871 
18. 1. 34 — Tí ; 2. 1231 ; 3. -=^-

15 3 

19. 1. — ;2. Vó + ln(V2 + Vã) 
3 

20. ụ na2 

5 

ì 
21. 1.-1,2. Phàn kì, 3. - , 4. — , 5. ít, 6. Phân kì, 7. - , 8. Phân kì. 

2 15 4 
22. 1. Phân kì, 2. Hội tụ, 3. Hội tụ, 4. Phân kì, 5. Hội tụ, 6. Phân 
kì, 7 Phân kì, 8. Hội tụ. 
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Chương 8 

C H U Ỗ I 

8.1. Đại cương về chuỗi số 

8.1.1. Định nghĩa 

Cho dãy số U j , u 2 , u n , . . . 

Biểu thức 

Uj + u 2 + ... + u n + ... 

00 
được gọi là chuỗi số và được kí hiệu là ^ u n . Các số Uj , u 2 , —, u n , . . . 

n = Ì 

được gọi là các số hạng của chuỗ i số, u n với n tổng quát được gọi là 
số hạng tổng quát. Tổng 

n 
S n = X "k = u l + u 2 + . . . + u n 

k = Ì 

được gọi là tổng riêng thứ tì của chuỗi số. Nếu Sn dần tới một giới hạn 
00 

hữu hạn s khi n —> 00, ta nói rằng chuỗi sô ^ u n hội tụ và có tổng s. 
n = l 

Hiệu R n = s - S n được gọi là phần dư thứ n của chuỗi số. Nếu chuỗi số 
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hội tụ thì R n -> 0 khi n -> ao. Nếu S n không dần tới một giới hạn hữu 

hạn khi n —» 00, ta nói rằng chuỗi số phân kì. 

co 
Ví dụ. Xét chuỗi số aq n " 1 với a ± 0. Đó là một cấp số nhân 

n = Ì 

q n - Ì 
vô han có công bôi q. Với q * Ì, S n = a . 

q _ l 

Nếu |q| < Ì thì |q|" -> 0 khi n ->• 00, do đó Sn -> —— , khi n -» co, 
Ì Q 

vậy chuỗi số hội tụ và có tổng s = ——— . 
Ì - q 

Nếu |q| > Ì thì |q ị n -> 00 khi n - > 00, do đó S n co khi n co, vậy 
chuỗi số phân kì. 

Nếu q = Ì, Sn = na, Sn -> 00 khi n -> 00, chuỗi số phân kì. Nếu q = - Ì , 

chuỗi số có dạng a - a + a - a + ... Vì S n = 0 khi n chẵn, S n = a khi n l ẻ , 

Sn không dần đến một giới hạn hữu hạn khi n -> 00, chuỗi số phân kì. 

00 
Tóm l ạ i , chuỗi số ^ aq n " 1 hội tụ nếu ịq| < Ì, phân kì nếu |q| > 1. 

n = l 

8.1.2. Điều kiện ắt có của chuỗi số hội tụ 

co 
Định lí 8.Ị. Nếu chuỗi số V li,, hội tụ thì số hạng tổng quát un 

li = Ì 

cùa nó dần tới 0 khi lì —> 00. 

Thật vậy, s n = s n _ J + u n , do đó u n = s n - s n _ ,. Nếu chuỗi số 

hội tụ thì S n với S n _ Ị cùng dần tới một giới hạn hữu hạn khi n -> 00, 

do đó u n = s n - s n _ , dần tới 0 khi n -> 00. 
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Điều kiện u n —» 0 khi n -> 00 chi là điều kiện ắt có . chứ không là 
30 x Ì 
điều kiên đủ để chuỗi 2 u n hôi tu. Chẳng han, xét chuỗ i số V" — 

_ Ì _ Ì n 

n = Ì n = Ì 
được gọi là chuỗi điều hoa. Số hạng tổng quát của nó un = — dần tới 

n 
0 khi n —> co, nhưng chuỗi số ấy phân kì. Thật vậy 

li li In! 
s 2 n - S n = — + — — + ... + — > — + ... + — = — = -

n + 1 n + 2 2n 2n 2n 2n 2 

Nếu chuỗi số hội tụ thì Sn và í>2n cùng dần tới một giới hạn khi n -> 00, 

tức là lim (S2n - Sn) = 0, điều này mâu thuẫn với S2n - s„ > —. 
n —> ao "* " 2 

Từ định lí trên suy ra rằng nếu un không dần tới 0 khi n —» 00 thì chuỗi 

^T" un phân kì. Qiẳng han chuỗi số Ì + — + — + ... + n - ! + ... 
_ , 4 6 2n 
n = Ì 

SÔ 

phân kì vì số hạng tổng quát u n = 
n + Ị 

2n 
-7 * 0 khi n —• oe. 
2 

8.1.3. 77éz/ chuẩn Cauchy 

oe 
Đ/n/ỉ //' <s.2. Điều kiện ắt có và đủ để chuỗi số un hội tụ là 
n = ì 

với mọi sô £ > 0 cho trước, tìm được sô nguyên dương na sao cho khi 

p > q>nữtacó 15^-5,1 = 
lì = q + Ì 

Thật vậy, chuỗi số hội tụ khi và chỉ khi dãy các tổng riêng S n hội 

tụ. Theo tiêu chuẩn Cauchy của dãy số hội tụ (mục 1.3.4), điều này 

xẩy ra khi và chỉ khi với mọi số £ > 0 cho trước, tìm được số nguyên 

dương nG sao cho khi p > q > nG ta có 
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Đối với chuỗi điều hoa, y - , ta thấy rằng điều k iện của định lí 
' ' rí n = Ì 

Cauchy không được thoa mãn vì không thể xẩy ra bất đẳng thức 

2n 
< 8, nên chuỗ i điều hoa phân kì. 

k = n + 1 K 

l s2n ~ s n l -

8.1.4. Vài tính chất đơn giản của chuỗi số hội tụ 

co * 
ì) /Vá/ i7/Hỗ/ số ] T u n hội tụ và có tổng s thì chuỗi số ^ a u n , 

n = Ì n = Ì 

trong đó a là một hằng số, cũng hội tụ và có tổng aS. 

b) Nếu các chuỗi số £ u n , ] T v n hội tụ và có tổng theo thứ tự 
n = l n = l 

ao 
là S,S' thì chuỗi số ^ ( u n + v n ) cũng hội tụ và có tổng 5 + 5'. 

n = Ì 

c) Tính hội tụ hay phán kì của một chuỗi số không thay đổi khi ta 
bớt đi một số hữu hạn số hạng đầu tiên. 

ao 
Thật vậy, gọi s n là tổng riêng thứ n của chuỗi số 2 ^ u n . Khi đó tổng 

n = l 
ao 00 n 

riêng thứ n của chuỗi £ a u n bằng ] T otu k = a J u k = aS n , tổng 
n = l k = l k = l 

này dần tới aS khi n 00. 

Tính chất a) đã được chứng minh. Bạn đọc tự chứng minh các tính 

chất b) và c). • 
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8.2. C h u ỗ i sỏ d ư ơ n g (hay chuỗ i số c ó số hạng d ư ơ n g ) 

ao 
Giảsử 2 ] Un làmộtchuỗ i sốdương. Vì Sn + , = Sn + u,, + ị, u n +  ị >0 , 

n = ì 

ta có Sn + I > Sn. Vậy Ị Sn Ị là một dãy số tăng. 

Do đó nếu dãy số (Sn Ị bị chặn trên thì tồn tại lim Sn , chuỗi số 
n —»X 

hội tụ, còn nếu dãy số ( S n | không bị chặn thì S n - > ao khi n -> ao, 
chuỗi số phân kì. 

8.2.1. Các đinh lí so sánh 

00 ao 
Định lí 8.3. Cho hai chuỗi số dương 2^ u n V ( l 2 ] v n • Già sử 

n = ì n = ] 
00 

"n - l ' ĩ i ' v " - "o e N . Khi đó nếu chuỗi số V v n hội tụ thì chuỗi số 
n = ì 

DO 00 00 
u n hội tụ ; nếu chuỗi số ] T u n phân kì thì c huỗi số v n 

n = Ì n = Ì n = ì 
phân là. 

Thật vậy, do tính chát c) của chuỗi số đã nêu ở mục 8. Ì .4, ta có thể xem như 
n n 

. i 0 = l . Đ ặ t S n = £ u k , S ' n = s v k - V ì u k ^ v k , V k > l n é n S h < S r n . N ế u 

k = l k = l 

oe 

chuỗi số v n hội tụ và có tổng S' thì S n < s, do đó < s. Vậy chuỗi 
n = l 

« _ ^ ...... ^. x 

X u n hội tụ vì có tổng riêng Sp bị chặn trên. Nếu chuỗi sô ] T u n phân kì 
n = l n = l 

thì lim S n =+00, do đó l im S' n =+00, chuỗi V v n phân kì 
n -> cc n -» oe _ , 

n = Ì 
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Chuỗi số 2^ 
Tì = 

chuôi sô y 1 — 

n = . ^ - 3 n 

hội tu, vì ta có 
l f n . 3 n 3 n 

< — , Vn > Ì và 

n = Ì 
hôi tu. 

Chuỗi số —l-= phân kì, vì > —, Vn > Ì và chuỗi số — 

phân kì. 
00 00 

Đ/n/ỉ /í (S.4. CVỉO hai chuỗi số dương ^ M„ và / " ] v„ . /vếỉi tổn 
/1 = 1 /1 = 1 

í ạ/ giơ/ //ỢA? /?Ỉ?M /iứ/7 

(8.1) lim ^ - = k > 0 , 
n —> 00 v r 

thì hai chuỗi số ấy đồng thời hội tụ hay phân kì. 

Thật vậy, do (8.1) bắt đầu từ một số hạng nào đó trở đi 
k u n 3k 
— < — < —-
2 v n 2 

3 le 
Nếu chuỗi v n hội tụ thì vì u n < — v n , chuỗi u n cũng 

n = Ì n = l 

hội tụ. Còn nếu chuỗi ^ u n hội tụ thì vì u n > — v n , chuỗi ^ v n 

n = l 
cũng hội tụ. 

Chuỗi 2 £ In Ị ì + 
n = i 

phân kì vì In Ì + — 

n = Ì 

l ì Ì , , . 
— khi n —> co và 
n 

chuỗi V — phân kì. 
4 rì n = l 
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Chuỗi V sin — hội tụ vì sin — — khi n -* ao và chuỗi 
1 ->n ôn -«n 

n = Ì z 2 - 2 
x Ì 

Z - hội tụ. 
n = Ì z 

8.2.2. Cức <7".v Ẳ7iảo Ai// f//f/í /lổ/ /ụ CHÍ/ chuỗi số 

co 
Quy tấc D 'Aỉemhert. Cho chuỗi SỐ dương li,, . /v^ i / 

/1 = 1 

(8.2) lim ^±i = / 

í/iì íT/Mỗi số hội tụ khi Ị < ỉ , phán kì khi ì > 1. 

Thật vậy, giả sử / < l . C h ọ n E k h á b é đ ể / + 6 < 1. Vì l im ^ ^ i = / , 
n —» X u n 

tồn tại số nguyên dương n 0 để cho với ri > riy 

un + l 
< / + 6 

Cũng có thể xem như n 0 = Ì. Khi đó 

'Ì 
u n - l u n - 2 u l 

Vì / + e < Ì, chuỗi có số hạng tổng quát (/ + 8)" . li ị hội tụ, do 
ao 

đó theo định lí so sánh Ì chuỗi £ u n hội tụ. Nếu / > Ì, từ một số 
n = Ì 

u n + Ì 
hạng nào đó trở đi — > Ì do đó u n + I > u n , số hạng tổng quát 

u n 
khống dần đến 0 khi n -> 00. Chuỗi số phân kì. • 
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Ví dụ. Xét chuỗi số i í l iL - ^ (X e K. Ta có 
I n 

U n + 1 _  Ị(n + l ) ! ] w n r 

"n (n + l ) n + 1 ( n ỉ ) " (n + l ) (n + l ) n 

( n + 1 ) % n = (n + l ) « - ' 
í Ị v n 

+ — 

Khi ĩ! -> co, I Ì + — ; do đó ^ i i ~ - (n + l ) a ~ 1 . Do đó 

'n + Ì 
nếu oe > Ì, l im ——— = +00, chuỗi số phân kì. Nếu a < Ì, 

n —> 00 u n 

lim u " - 1 = 0 , chuỗi số hội tụ. Nếu a = Ì, - - 1 -> - < Ì khi n 
n-»oo u n u n e 

00, chuỗi số hội tụ. Vậy chuỗi số hội tụ khi và chỉ khi cx < 1. 

00 
Quy tắc Cauchy. Cho chuỗi số dương 2^J "li • Nếu 

li = Ì 

(8.3) l im B u . = / 
n —> ao 

thì chuỗi số hội tụ khi ì < Ì , phân kì khi ì > 1. 

Bạn đọc tự chứng minh quy tắc này. 

2 . .2n Ví dụ. Xét chuỗi số ^ —r sin n a , 0 < a < - . Ta có 
n = l n 

2 21nn 

Ỉ^Ũ^ = — sin 2 a , nhưng n n = e n -> Ì khi n - » 00. Vậy 

lim í /ũT = 2sin 2 a. Nếu s in 2 a < —, tức là a < —, chuỗi hôi tu. 
V n 2 4 ri -» 00 
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2 Ì TI . 2_ Ì 
Nếu sirTot > -7 tức là a > —, chuỗi phân kì. Nêu sin a = - , tức là 

2 4 1 2 
oe 

a = — , chuỗi trở thành > —- , nó hội tụ. 
4 n = l n 

ộ « y tóc AO íớ/í/ỉ 107 /ít-/? /j/?â/7. G iả sử hàm sốf(x) liên tục, dương, 
giảm trên khoảng [Ì, +00) vờ dẩn tới 0 khi X -> +00. Khi đó tích phân 

-loe co 
suy rộng ị f(x)dx và chuỗi số ^ un , trong đó un = f(n), cùng hội 

i « = 1 
tụ hoặc ( ùng phân kì. 

Thật vậy, chia khoảng ( Ì , +00) bởi những điểm chia có hoành độ 
nguyên, v i f(x) giảm nên Vx G [k - Ì, k] ta có f(k) < f(x) < f(k - Ì), do đó 

k k k 
u k = Ị f (k)dx < Ị f (x)dx < j f ( k - l)dx = u k _ ị 

k - l k - 1 k - 1 
ý ' 

k-1 k 
Hình 8.1 

Bất đẳng thức kép đó đúng với mọi k > 2. Cộng các bất đẳng thức 
kép ứng với k = 2, 3, n, ta có 

n 
u 2 + u 3 + ... + u n < | f ( x ) d x < Uj + u 2 + ... + u n _ , 

ĩ 
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oe 
Gọi s n là tổng riêng thứ n của chuỗi u n • Đặt In = J f ( x ) d x ' t a c ° 

n = ! Ì 

Sn-Uj <In<Sn-un 

+00 
Giả sử tích phân J f ( x ) d x hội tụ, tức là tồn tại giới hạn hữu hạn 

I 

1= lim I n . Khi ấy I n < ì, do đó Sn < ì + Uị. Vì dãy các tổng riêng thứ 
n -> 00 

00 -HX3 
n bị chặn trên nên chuỗi số u n hội tụ. Nếu tích phân ị f (x)dx 

n = l ị 

phân kì, tức là nếu I n —> khi n —> 00 thì vì Sn > I n + u n > I n , nên 

00 
:huỗi số V u n phân kì. • 

n = l 
0 0 Ì 

Xét chuỗi 2 ^ ——, a là một hằng số. Chuỗi đó được gọi là chuỗi 
= ì n n = Ì 

f QX 
Riemann. Ta so sánh nó với tích phân  ị——. Ta biết rằng tích phân 

1 x 

ấy hội tụ khi a > Ì, phân kì khi ót < Ì (mục 7.9), nên chuỗi Riemann 
hội tụ khi oe > Ì, phân kì khi oe < Ì. 

8.3. Chuỗi có số hạng với dấu bất kì 

8.3.1. Hội tụ tuyệt đối. Bán hội tụ 
co 

Xét chuỗi số 2^ u n với các số hạng u n có dấu bất kì. 
n = Ì 

00 00 
Định lí 8.5. Nếu chuỗi 2^ | u n I hội tụ thì chuỗi V Mn tM/iẹ hội tụ. 

n = l n = l 
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Thật vậy, vì chuỗi ^ | u n | hội tụ nên theo tiêu chuẩn Cauchy 
TI = Ì 

(định lý 8.2), với mọi số 8 > 0 cho trước, tìm được n Q e N sao cho 
khi p > q > n 0 ta có 

p 
X l u n | < e • 

Do đó 

n = q + Ì 

ỉ «. 
n = q + Ì 

* z ! U n l < C -
n = q + Ì 

Vì vậy, cũng theo định lí 8.2, chuỗi V u n hội tụ. 

n = ì 
oe 

\r ì VA, u -• V c o s n ì »_ _u ỉ- V cosn cosn 
V/ í///. Xét chuối 2^, —2 • chuỗi 2_, r • Vì . < 

n = Ì n n = Ì ri 2 2 
n n 

Ì 
và vì chuỗi 2 ^ 2 ( c h u ° ' Riemann, a = 2) hội tụ, chuỗi ^ 

lcosnl 

n = Ì n = Ì 
hội tụ, do đó chuỗi đang xét hội tụ. 

ao 
Chú thích ỉ. Điều kiện 2 ] | u n | hội tụ chỉ là đ iều k iện đủ để 

n = Ì 

chuỗi 2^ u n hội tụ. chứ không phải là điều k iện ắt có . Như sẽ thấy 
n = l 

oe 7 
ở dưới đây, có thể chuỗi u n hội tụ mà chuỗi £ | u n | phân kì. 

n = I n = Ì 

Đị/i/ỉ H#/iĩí/, Chuỗi số ^ un được gọi là /lộ/ /Ị/ tovẠ đô/ nếu V |unỊ 
n = Ì 

hội tụ, là hán hội tụ nếu 2^ un hội tụ nhưng ^ |u„| phán kì. 

n = 

n = Ì n = ì 
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Chú thích 2. Nếu dùng quy tác D'Alembert hay quy tắc Cauchy 

mà biết được chuỗi ^ ] | u n | phán kì thì có thế khẳng định rằng chuỗi 
n=l 

X 
V u n phân kì. Thật vậy, khi ấy lu n l không dần tới 0 khi n -> 00, do 
n=l 

đó u n cũng thế, vậy chuỗi số phân kì. 

8.3.2. Chuỗi số đan dấu 

Theo định nghĩa, đó là chuỗi số có dạng ± (Uj - u 2 + u 3 - u 4 + ...) 

trong đó U Ị , U 2 , U 3 ... là những số dương. Rõ ràng ta chỉ cần xét chuỗi 

số đan dấu với số hạng đầu tiên dương : U| - u 2 + U3 - u 4 + ... 

Định lí 8.  ổ (Leibnii). Nếu dãy số dương Hy, u2, li,,, ••• giám và 

dần tới 0 khi lĩ -> (XI thì chuỗi số đan dấu li Ị - u2 + li ì - ỉ<4 ••• hội tụ 

và có tổng bé thua Hy. 

Chứng minh. Nếu n là số chẩn, n = Im, ta có 

s 2m = ("Ì - u2> + ("3 - "4) + - + ( u 2m- l - u 2 m ) 

Vì dãy số { u n Ị giảm nên s 2 m tăng khi m tăng. Mặ t khác 

s 2m = u l - ( u 2 - u3> - - ~ ( u2m-2 - u 2 m - ] ) - u2m 

do đó s 2 m < U j . Vậy dãy số ( S 2 m ) tăng và bị chặn trên, nên tồn tại 

giới hạn l im s 2 m = s, với s < U| . 
n—>00 

Nếu n l ẻ , n = 2m + Ì, ta có s 2 m + 1 = s 2 m + u 2 m + 1 . Vì u 2 m + 1 -> 0 
khi m —> 00 nên 

l im S 2 m + 1 = l im s 2 m = s 
n—>K n—>cọ 

Vậy chuỗi số đan dấu hội tụ và có tổng bé thua l i , . • 
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X Ì 
V/ dụ. Xét chuỗ i đan dấu y~*( -1 ) n ' — . N ó thoa các điều kiên 

n=l 

(-1) 
n-1 

Ì 

n=l 
của định lí Leibniz, nên nó hội tụ, nhưng 2^ 

n=l 
chuỗ i số đ iều hoa, nó phân kì. 

V ậ y chuỗ i số đang xét bán hộ i tụ. 

8.3.3. Vài tính chất của chuỗi số hội tụ tuyệt đối 

Ta biết rằng tổng của một số hữu hạn số hạng có tính giao hoán và tính 
kết hợp : nó không thay đổ i khi ta đổ i thứ tự của các số hạng của nó hay 
khi ta nhóm một số số hạng lạ i một cách tuy ý trưóc khi cộng. Nhưng 
điều đó không còn đúng nữa đ ố i với các chuỗi số hạng có dấu bất kì. 

00 Ì 
Ví dụ ỉ. Xét chuỗ i số - . Ta đã biết chuỗi đó hội tụ, 

n=l n 

gọi s là tổng của nó : 

1 1 1 1 1 
s = 1 - - + - - - + - - - + ... 

2 3 4 5 6 
Ã Ì , 1 s 

K h i đó chuỗ i / — ( - Ị ) — cũng hôi tu và có tống — : 
~"í 2 n 2 
n=l 

S I Ì Ì Ì Ì 

2 = 2 4 6 ~ 8 TÔ 

Do đó chuỗi 
n=l 

n-1 1 1 n_1 Ì 
(-1)1-1 _ + i ( _ 1 ) n - l _ L 

n 2 n 

M 3S 
cũng hội tụ và có tổng — 

3S Ì Ì Ì Ì Ì 
— = Ì + + - + - - - + . 
2 3 2 5 7 4 

Nhưng chuỗ i  ở vé phải l ạ i suy ra được từ chuỗ i xuất phát bằng 
cách đ ổ i thứ tự của các số hạng. V ậ y khi ta đ ổ i thứ tự các số hạng 
của nó, tổng của nó đã thay đ ổ i . 
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\ n - l 0 0 (-1) ' 
Ví dụ 2. Xét chuỗi 2* — -7=— , đó là 

n=l ^ n 

một chuỗi đan dấu bán hôi 

tụ. Viết nó dưới dạng 

Ì Ì w Ì 
1 + 4 = 7= + -?= + • 

Ì Ì 

Vã 42) [ J s yịĩ yíÃ 

Gọi Vp là số hạng tổng quát 

Ta có khi p —> 00 

+ . . .+ 
^ 4 ^ 3 7 4 ^ 1 V ĩ 

+ ... 

V 4 p - 3 + V 4 p - 1 V í 

Vp~ 
>/4p V Í V P I ^ 2 

Do đó chuỗi số ^ Vp phân kì (chuỗi Riemann với oe = — ) . 

Ị P=1 2 

Vậy tính hội tụ của chuỗ i đã thay đ ổ i khi ta đổ i thứ tự các số hạng 
và nhóm các số hạng l ạ i . 

Tuy nhiên tính giao hoán và tính kết hợp vẫn đúng đối với các 
chuỗi số hội tụ tuyệt đ ố i . Người ta đã chứng minh được các tính chất 
sau đây : 

00 
Tính chất ỉ. Nếu chuỗi số ^ u n hội tụ tuyệt đối và có tổng s thì 

n=l 
chuỗi số suy từ nó hằng cách thay đổi thứ tự các số hạng và hằng cách 
nhóm tuy ý một số số hạng lại cũng hội tụ tuyệt đối và có tổng là s. 

ao 
Còn nếu chuỗi số V u n bán hội tụ thì ta có thể thay đổi thứ tự 

n=l 
của các số hạng của nó để chuỗi số thu được hội tụ và có tổng bằng 
một số bất kì cho trước hoặc trỏ nên phán kì. 
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Định nghĩa. G i ả sử cho hai chuỗi số hội tụ ] T u n , ^ v n . Người 
n=0 n=0 

ta gọi tích của chúng là chuỗ i số w n , trong đó w n = £ u k v n _ k 

n=0 k=0 

ao co 

7//)// íVííí/ 2. /Vá/ /lơ/ Í7IMJ/ ÀY)' X u n v à X V " r" đ Ô Ì n ) 

n=0 n=0 
có tổng s và S' thì tích của chúng cũng hội tụ tuyệt đối và có tổng S.S'. 

8.4. D ã y h à m sô 

8.4.1. Các định nghĩa 

Định nghĩa ỉ. G iả sử f j , f 2 , f n , ... là một dãy các hàm số xác 

định tiên tập hợp X c R. Đ iểm x 0 e X được gọi là điểm hội tụ của 

dãy hàm số ấy nếu dãy số Ị f n ( x 0 ) } hội tụ. Tập hợp những điểm hội tụ 

của dãy hàm số { f n Ị được gọi là tập hợp hội tụ của nó. 

Như vậy, nếu dãy hàm số { f n } hội tụ tới hàm số f trên tập hợp X, 

thì tạ i mỗ i đ iểm X G X , với m ọ i số 8 > 0 cho trước, luôn tìm được 

một số n Q e N sao cho 

n > n 0 => Ị f n ( x ) - f ( x ) | < 8 

Số n Q phụ thuộc e và nói chung phụ thuộc X. Trong trường hợp sô 

n 0 chỉ phụ thuộc s mà không phụ thuộc X e X , ta nói rằng dãy hàm 

số ị f n Ị hội tụ đều trên X tới hàm số f. 

Định n\ịlũa 2. Dãy hàm số Ị f n Ị được gọi là hội tụ đều trên Xtớ i 

hàm số f nếu với mọ i số s > 0, tìm được một số n 0 6 N sao cho 

n > n 0 => | f n ( x ) - f ( x ) | < 8, Vx e X . 
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Về mặt hình học, dãy | f n Ị hội tụ đều trên đoạn Ịa, b | tới f nếu đổ 

thị của các hàm số f n ( x ) với mọ i n > n 0 đểu nằm trong "dài" £ bao 
quanh đồ thị của hàm số f (x ) trên đoạn la, b] (hình 8.2). 

Hình 8.2 

Ví dụ. Xét dãy hàm số { f n Ị , f n : R -> R, X H> x". Nếu Ixl < Ì, 

lim x n = 0. Nếu Ixl > Ì, l im x n = co. Nếu X = Ì, thì X = Ì, 
n->oo n—»00 

lim x n = 1. Nếu X = - Ì, không tồn tại l im x n . Vậy tập hợp hội tụ 
n->oo n—»oc 
của dãy hàm số { f n } là khoảng ( - 1 , ì Ị. Trên khoảng ấy 

í 0 nếu - 1 < X < ] 
l i m { f n | = ị . &. _ . 

n_Voo [ Ì nếu X = Ì 
Dãy hàm số { f j hội tụ tới 0 trên khoảng [0, 1), nhưng không hội tụ 

đều trên khoảng ấy, vì với mọi số n e N , luôn tìm được X € [0, Ì) sao cho 

I n ,11 I ì" ' 
|x - OI = |x| > - . 

Nhưng dãy hàm số (fn) hội tụ đểu tới 0 trên mọi đoạn [0, a] với a < Ì. 

Thật vậy, cho trước số 8 < 0, luôn tìm được số n 0 6 N , sao cho a n ° < E. 

Khi đó ta có Vx e [0, a], Vn > n G 

| x

n - 0 | = ị x | n < a n ° < £ 
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8.4.2. Tiêu chuẩn Cauchy vế sự hội tụ đều 

Định lí 8.7. Dãy các hàm số xác đinh trên tập hợp X { f j hội tụ 

đều trên Xkhi và chỉ khi với mọi số £ > 0 cho trước, luôn tìm được số 

n 0 e N , sao cho 

(*) m > n G , n > n G => l f n ( x ) - f m ( x ) l < s, Vx e X 

Chứng minh. G i ả sử dãy { f n } hội tụ đều t iên X tớ i f. Kh i đó tồn 

t ạ i số n 0 G N sao cho 

n^n0=>|fn(x)-f(x)|< |, Vx e X 

Do đó nếu n > nc, m > n0, ta có 

|fn(x) - f(x)| < z-, |fm(x) - f(x)| < z-, Vx e X 

Vì vậy ta có Vx e X, Vn > nQ, Vm > n0 

| f n ( x ) - f m ( x ) | < | f n ( x ) - f ( x ) | + | f (x) - f m ( x ) | < e. 

Đảo l ạ i , g iả sử dãy hàm số { f n Ị thoa mãn đ iều k i ệ n (*). Khi đó 

với m ỗ i X cố định e X , dãy { f n ( x ) Ị là một dãy Cauchy, do đó nó hội 

tụ. Ta kí hiệu f (x ) = l i m f n ( x ) . Hàm số f xác định trên X . 
n—»00 

Trong đ iều k iện (*) , cố định X e X và n > n Q cho m - > 00, ta được 

| f n ( x ) - f ( x ) | < 8, Vx e X , Vn > n 0 . 

V ậ y dãy { f n  Ị hộ i tụ đều tớ i f trên X . • 

8.4.3. Các tính chất của dãy hàm số hội tụ đều 

Định lí 8.8. Giả sử { f j lờ một dãy cấc hàm số liên tục trên khoáng ì. 

Nếu dãy { f j hội tụ đều trên Ị tới hàm số/ thì Ị là một hàm số Hên tục 
trên ỉ. 
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Chửng minh. Ta sẽ chứng minh rằng với mọi số £ > 0, tổn tại một 
số ô > 0, sao cho với X 6 ì, X + h e ì. 

|f(x + h) - f(x) | < |f(x + h) - f n ( x + h)| + | f n (x + h) - f n (x)Ị + | f n (x ) - f(x) | . 

Vì dãy hàm số { f n } hộ i tụ đều tới f trên ì nên với 8 > 0 cho trước, 

tồn tại số n 0 € N sao cho n > n 0 kéo theo 

Do đó Ihl < 5 => |f(x + h) - f ( x ) | < 8. • 

Chú thích. Từ định lí Ì suy ra rằng nếu dãy hàm số { f n  Ị liên tục trên 
ì hội tụ tới một hàm số gián đoạn trên đó thì sự hội tụ đó không đểu. 

Trở l ạ i ví dụ trong mục 8.4.1. Dãy hàm số { f n Ị xác định bởi 

f n : [0, 1] - » R, X h-> X 1 1, hội tụ trên đoạn [0, 1] tới hàm số 

|h| < 6 => | f (x + h) - f ( x ) | < E. 
Ta có 

|f(x + h) - f n ( x + h)| < ị , 

|f(x) - fn(x)| < ị 

Hàm số f n liên tục trên ì , nên tìm được số ô > 0 sao cho 

Hàm số ấy gián đoạn , nên sự hội tụ trên không đểu. 

Định lí 8.9. Giở sử các hàm s ố f n liên tục trên ỉa, bị, dãy hàm sỏ 

{ f j hội tụ đều trên [a, h] tới/. Khi dó với xơ e la, bị, 

0 nếu X G [0, 1) 

X X 

f n ( t ) d t hội tụ đều trẽn [a, b] tới 1 f( t)dt 

o 
b b 

Đặc hiệt 

a a 
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Chứng minh. Hàm số giới hạn f ( x ) liên tục trên [a, b] theo định lí Ì, 

nên nó khả tích trên đó . Ta có Vx e [a, b] 

J f n ( t ) d t - j f ( t ) d t j [ f n ( t ) - f ( t ) ] d t < f max | f n ( t ) - f ( t ) | d t . 
J a<t<b 

Vì ị f  Ị hộ i tụ đều trên [a, b] tớ i f nên với m ọ i số 6 > 0, luôn tìm 

được n 0 e N , sao cho 

n > nG => max |fn(t) - f(t)| < 
a<t<b 

Do đ ó n > n,. 
A À 
Jfn(t)dt- Jf(t)dt 

b - a 

< 6, Vx e [a, b]. 

Định lí 8.10. Giả sử các hàm sốf„ có đạo hàm liên tục trên [a,h], 

dãy hàm số ị f n ) hội tụ trên [a,h] tới Ị , dãy hàm số ỉf „} hội tụ đều 

trên la, b] tới g. Khi đó/có dạo hàm trên [a, h] vàf(x) = g(x) 

Chứng minh. Các hàm số f n liên tục trên [a, b] , dãy { f n } hội tụ đều 

trên [a, b] tới g, do đó theo định lí 8.9 ta có vói X e [a, b ] , x 0 6 [a, b] 

l im 
n—>Q0 

Nhưng l im 
n—»00 

í f ' n ( t ) d t 

Xo 

X 

j f ' n ( t ) d t 

Ai 
= Jg(t)dt. 

= l i m [ f n ( x ) - f n ( x G ) ] = f ( x ) - f ( x 0 ) . 
n—>00 

V ậ y f ( x ) - f ( x G ) =  ị g ( t ) d t 

Do đó f (x ) khả v i trên [a, b] và f (x) = g(x). 
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8.5. C h u ỗ i h à m sôi 

8.5.1. Hội tụ và hội tụ dền 

Xét chuỗi 

ao 

(**) Z u n 
n = l 

mà các số hạng u n là những hàm số xác định trên tập hợp X c R . Gọi 

Sn là tổng riêng thứ n của nó . 

Định nghĩa ỉ. Chuỗ i hàm số (**) được gọi là hội tụ tại điểm XQ 6 X 

nếu dãy hàm số { S n Ị hộ i tụ tạ i đ iểm X Q , được gọi là hội tụ trên tập 

hợp X nếu nó hộ i tụ tạ i m ọ i đ iểm của X. Giới hạn s của dãy { S n Ị 
được gọi là tổng cửa chuỗi hàm sô. 

Ví dụ ỉ. Chuỗ i hàm số Ì + X + X 2 + ... + x n + ... là một cấp số 

nhân vô hạn có công bội X, nó hội tụ nếu |x| < ì . 

1 

Vây chuôi hàm số ấy hôi tu với moi X € ( - 1 , 1) và có tổng S(x) = , 
Ì - X 

do đó 

Ì 2 n 
= l + x + x + ... + X + . . . , - Ì < X < 1 . Ì - X 

Ví dụ 2. Xét chuỗi hàm số 2^ 2 2 ^a c° 
r j ; sinnx 

n = l n + x 

sinnxl Ì 
< ——, Vx e R 2 2 2 

n + X n 
0 0 Ì 

mà chuỗi (chuỗ i Riemann, ạ = 2) hội tụ, vậy chuỗ i hàm số 
n=l n 

đã cho hội tụ tuyệt đ ố i với mọ i X € R. 
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00 Ị 
Ví dụ 3. Chuỗ i hàm số ] T — hộ i tụ khi X > Ì, phân kì khi X < 1. 

n=l n * 

Vậy tập hộ i tụ của nó là khoảng ( Ì , + co). 

00 x n 
Ví du 4. Xét chuỗ i hàm số V - — . R õ ràng nó hội tụ tại X = 0. 

-ì n ! 
n=l 

Nếu X 0, ta áp dụng quy tắc D'Alembert vào chuỗ i có các số hạng 
0 0 Ix l" 

dương ^ —— , ta được 
n=l 

u n + l l x | n + 1 n ! Ì 
l im ——— = l im = Ixl l im = 0 

n-»00 u n

 n - > 0 ° ( n + l ) ! | x | n n->00n + Ì 

V ậ y chuỗ i hàm số đang xét hộ i tụ tuyệt đ ố i Vx € R. 

Định nghĩa 2. Chuỗi hàm số (**) được g ọ i là hội tụ đêu trên Xnếu 

dãy hàm số Ị S n Ị hộ i tụ đều trên X . Nói cách khác , chuỗ i hàm số (**) 

hộ i tụ đều trên X và có tổng là s nếu với m ọ i số s > 0, tồn tạ i một số 

n Q e N sao cho 

n > n G => |S n (x) - S(x)| < e, Vx e X . 

°° ( - Ì ) " " 1 

Ví dụ. Xét chuỗi hàm số 2^ — Y . Đ ó là một chuỗi đan dấu thoa 
n = 1 X + n 

mãn các đ iều k i ện của đ ịnh lí Leibniz, nên nó h ộ i tụ với mọ i X e R. 
Phần dư thứ n của nó cũng là một chuỗ i số đan dấu nên có tổng về trị 
tuyệt đ ố i bé thua trị tuyệt đ ố i của số hạng đầu tiên của nó, tức là 

|S(X) - sn(x)| < —1 < 1 

X + n + Ì n + ì 

Nếu — - < e tức là nếu n > - - Ì thì |S n (x) - S(x)| •< s. 
n + 1 e n 
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Vậy có thể chọn n Q = E , phần nguyên của Ì , rõ ràng 
Í; 

n 0 không phụ thuộc X € R. Do đó chuỗi hàm số đang xét hội tụ đều trên R. 

8.5.2. Tiêu chuẩn hội tụ đêu của chuỗi hùm số 

Từ tiêu chuẩn Cauchy về sự hội tụ đểu của dãy hàm số, ta suy ra : 

00 
Tiêu chuẩn Cauchy. Chuỗi hàm sô ^ u n ( x ) hội tụ đều trên tập Xkhi 

n = l 

và chỉ khi với mọi sô e > 0, tìm được số nguyên nữ sao cho khi p > q > na 

ta có 
|Sp(x) - s q ( x ) | < 8, Vx e X. 

co 
Tiêu chuẩn Weierstrass. Cho chuỗi hùm sô y ^ u n ( x ) . Nêu ta có 

n=l 
00 

\u„(.\')\ <an Vu € N , v.v € X và nếu chuối số 2_J a n hội tụ thì c huỗi 
n=l 

hàm sô đã cho hội tụ tuyệt đôi và đều trên X-

Chíửỉg minh. Định lí so sánh áp dụng vào hai chuỗi có số hạng dương 
00 00 co 

] T | u n ( x ) | và ^ a n cho ta thấy rằng chuỗi hàm số ^ u n ( x ) hội tụ tuyệt 
n=l n=1 n=l 

00 
đối trên X. Vì chuỗi số V a n hội tụ, theo định lí Cauchy, với mọi 8 > 0, tìm 

n = l 

đưọc n 0 sao cho khi p > q > n Q ta có 
p 

2 a n < e . 
n=q+l 

Do đó 

|SP(X) - s q ( x ) | = | u q + 1 ( x ) + ... + Up(x)| < | u q + 1 ( x ) l + ... + lu p (x ) | < 

< a q + 1 + ... + a p < e. 
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Vậy chuỗ i hàm số đã cho hội tụ đều trên X theo tiêu chuẩn 
Cauchy của chuỗ i hàm số hội tụ đều . • 

cosnx 
Ví dụ ỉ. Chuỗ i hàm số hộ i tụ tuyệt đ ố i và đều trên R 

vì ta có 

n = l n + x 

cosnx Ì „ 
< - V , V n , Vx € R _2 2 2 

n + x n 
QO 

và chuỗi số ^ —J hội tụ (chuỗ i Riemann, a = 2). 
n=l n 

ao x n 
Ví dụ 2. Chuỗi hàm số —J= hội tụ tuyệt đ ố i và đều trên [-1,1] , vì 

n=l 

ta có 

U I " Ì 
< — = , V n , V x e [ - 1 , 1] 

nVĩĩ n>/n 

,. . » , ^ 1 X 3 

và chuôi sô 2^— hội tụ (chuôi Riemann, oe = — ) . 
n - l ị 2 

8.5.3. Tính chất của các chuỗi hàm sô hội tụ đêu 

Từ các tính chất của dãy hàm số hộ i tụ đều , ta suy ra các tính chất 
sau đây của chuỗ i hàm số hội tụ đều . 

Ta biết rằng tổng của một số hữu hạn các hàm số liên tục là một 
hàm số liên tục, đạo hàm (tích phân) của tổng của một số hữu hạn 
hàm số bằng tổng đạo hàm (tích phân) của m ỗ i số hạng. Đ ố i vói các 
chuỗ i hàm số, các tính chất ấy nói chung không còn đúng nữa, nhưng 
các tính chất ấy vẫn đúng đ ố i với các chuỗ i hàm số hội tụ đều. 

ọp 
Định lí 8.11. Cho chuỗi hàm số u n . Nếu các số hạng u n đều 

n=l 

liên tục trên khoảng ỉ, chuỗi hàm số hội tụ đều trên Ị thì tổng cùa nó 
cũng liên tục trên ỉ. 
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Từ định lí này ta thấy rằng : Nếu chuỗi hàm sỏ có các sô hạng liên 
tục mà hội tụ tới một hàm số gián đoạn trên X thì chuỗi hàm số ấy 
hội tụ không đều trên X. 

X X r. 

Ví dụ. Xét chuồi JT x(l - x ) n = x ] T ( l - x ) n . Chuỗi hàm ^ ( l - x ) n 

n=l n=l n=l 
hội tụ khi ị Ì - x| < Ì, tức là khi 0 < X < 2. Với X = 0 chuỗi hàm số đã cho 

. ^ _ ^ Ì 
hôi tu và có tổng S(0) = 0. Với 0 < X < 2, S(x) = X = Ì (cấp số 

l - ( l - x ) 
nhân). Vậy chuỗi hàm hội tụ trên khoảng [0, 2) tới một hàm gián đoạn 

,0 khi X = 0 
S ( x ) = Ị Ì khi 0 < X < 2 

Vậy chuỗ i hàm hội tụ không đều trên khoảng [0, 2). 

00 
Định lí 8.12. Cho chuỗi hàm số V u n . Nếu các số hạng Iin đêu liên 

n=l 
tục trên [a, hỊ và nếu chuỗi hàm số hội tụ đêu trên đoạn dó tới S(x) thì 

b b 
Ịs(x)dx = I 

00 b 
d x = 2 | u n ( x ) d x 

.n=l 
Chứng minh. S(x) là tổng của một chuỗi hàm số hội tụ đều trên [a, b] 

có các số hạng liên tục trên đó , do vậy S(x) liên tục trên [a, b] , nên 
S(x) khả tích trên [a, b] . Xét hiệu 

b b b 
J s ( x ) d x - | s n ( x ) d x = J [ S ( x ) - S n ( x ) ] d x . 

ã a a 

Vì chuỗi hàm số hội tụ đều trên [a, b], nên Ve > 0, tìm được số n0 

dương sao cho khi n > n D 

|Sn(x) - S(x)| < —-—, Vx € [a, b]. 
b - a 
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Do đó 
b - a 

- dx = s. 
D U ù 
J s ( x ) d x - j s n ( x ) d x < Ị 

a a a 
o b n " 

V ậ y ÍS(x)dx = l im f s n ( x ) d x = l i m Y f u k ( x ) d x 
a a K-J|_a 

b b 
= | u ] ( x ) d x + . . . + Ju n (x )dx + ... . • 

a a 
00 

Định lí 8.13. Cho chuỗi hàm số ^ u n hội tụ trên (a, h) tái s, các 
n=l 

Số hạng un liên tục cùng với đạo hàm của chúng trên (a, h). Khi đó 
00 

nếu chuỗi hàm số u ' n hội tụ đều trên (a, h) thì tổng s khả vi trên 
n=l 

ịa, h) \>à ta có 

S'(x) = I « n W • = I > n ( x ) 
Vn=l J 

ao 
n=l 

- v > sĩnnx sum 
Ví dụ. Xét cỊ iuỗ i h àm số 2^—3~ • Đặ t u n ( x ) = —3 

n=l n 

sinnx 
Vì 

Ì » 1 
| u n ( x ) | < — , Vx E R, V n , m à chuỗ i số V - hôi tu nên chuỗi 

n t > 3 

hàm số hộ i tụ tuyệt đ ố i và đều trên R. G ọ i S(x) là tổng của nó. S(x) 
là một hàm số liên tục vì là tổng của một chuỗ i h àm số hội tụ đều mà 

các số hạng đều liên tục trên R. Theo đinh lí 8.12 

nfc,„^.. _ r£sinnx " Ì "f »l-(-l)n 

Js(x)dx = ị ỵ — d^ = X ^ - Ị s i n n x d x = 1 — 4 
On=l n~ 

Ì 

n=l n ó n=l 

ì (2m - ự 
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cosnx _ ^ cosnx 
Vì u ' n (x) = — — mà chuôi hàm số 2 ^ — — h <?' t ụ đ ể u t r ê n R ' 

n n=l n 

00 
cosnx 

nên theo định lí 8.13 ta có S'(x) = 5 ] u ' n ( x ) = V 
n=l n=l n ~ 

8.6. C h u ỗ i l ũ y t h ừ a 

8.6.1. Chuỗi lũy thừa. Bán kính hội tụ 
Ta gọi chuỗi lũy thừa là chuỗ i hàm số có dạng 

00 
a n x n = a 0 + ajX + a 2 x + ... + a n x n + ... 

n=0 
Vấn đề cơ bản đầu tiên khi khảo sát một chuỗi hàm số là xác định 

tập hội tụ của nó. 
00 

Định lí 8.14 (Abel). Nếu chuỗi lũy thừa 2^ anx" hộ' tụ tụix ~xo*Q 
n=0 

thì nó hội tụ tuyệt đối tại mọi X với \x\ < \x0\. 
co 

Thật vậy, chuỗ i số a n x " hội tụ, nên số hạng tổng quát a n x £ 
n=0 

dần đến 0 khi n - » 00, do đó a n x " bị chặn, tức là  Ịa nx"Ị < M , V n , 
với một số dương M nào đó. Ta có 

l a / = X v : 
n=0 n=0 V. x o J 

Vì a n x o 
ỉ \ n 

X 
V x 0 J 

< M , Vn £ N , áp dụng định lí so sánh vào 

uy I 
hai chuỗi có số hạng dương V | a n x n 1, 2 ^ M 

n=u n=0 

, ta suy ra chuỗ i 

lũy thừa V a n x n hội tụ tuyệt đ ố i tại m ọ i X thoa mãn |x| < | x 0 | 
n=0 
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Hệ quả. Nếu chuỗi lũy thừa ^ a n x n phân kì tại X = Xj thì nó 
n=0 

phân kì tại mọi X thoa mãn |.v| > \xj\. 

Thật vậy, nếu nó hội tụ tạ i X = x 2 với | x 2 | > | x j | thì theo định lí 

Abel nó sẽ hội tụ tuyệt đ ố i tạ i m ọ i X mà |x| < | x 2 | , đặc biệt nó hội tụ 

tạ i X = X j , đ iều này trái với g i ả thiết . • 

00 

R õ ràng chuỗ i lũy thừa 2 J a n x " luôn hội tụ t ạ i X = 0. Từ định lí 
n=0 

Abel , suy ra rằng tồn tạ i một số R(0 < R < +00) sao cho chuỗi lũy 

thừa hội tụ tuyệt đ ố i trong khoảng ( - R , R) và phân kì trong các 
khoảng (-00, - R ) và (R, +00). Tạ i X = - R và X = R chuỗ i lũy thừa có 
thể hội tụ, có thể phân kì. Số R đó được gọi là bán kính hội tụ, 
khoảng ( -R , R) được gọi là khoảng hộ i tụ của chuỗ i lũy thừa. 

Muốn tìm tập hội tụ của chuỗ i lũy thừa, ta t ìm bán kính hội tụ, tức 
là khoáng hội tụ của nó, r ồ i khảo sát sự h ộ i tụ của nó t ạ i hai mút. 

8.6.2. Quy tắc tìm bán kính hội tụ của chuỗi lũy thừa 

Định lí 8.15. Nếu lim 
n—>cc a n n-»00 

=  Ọ {hoặc l i m p/ a n I = p) thì bán 

kính hội tụ R của chuỗi lũy thừa ^ a n

x " được xác định bởi 
n=0 

Ì 
— nêu 0 < p < +00 
p 

0 nếu p = +00 

+00 nếu p = 0 

00 

Chứng minh. Xét chuỗ i số dương ^ J a n x n | . Á p dụng quy tắc 
n=0 

R = 

D'Alembert, ta có l im 
n—>oc 

n+1 
a n + l x 

n 
a n x 1 

= l im 
a n + l 

n—»cc a. 
.1x1 = p.lxl 
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Nếu 0 < p <+GO, chuỗi | a n x n I hội tụ, tức là chuỗi V a n x n hội tụ 
n=u n=0 
ì Ì 
tuyệt đối nếu pỊxỊ < Ì, do đó |x| < —. Nêu p|x| > Ì, tức là |x| > —, chuỗi 

p p 
oe 

V | a n x n | phân kì vì số hạng tổng quát | a n x n | của nó không dần tới 0 khi 
n=0 
00 Ì 
n-»GO, do đó chuỗi V a n x n phân kì. Vậy trong trường hợp này R = —. 
-tí. p 

li xn+,l 
Nếu p = +00, Vx * 0, l im —.—!  ị—1 = +00. Vậy chuôi lũy thừa 

n-*» | a n x n | 

phân kì tại mọi X 0, do đó R = 0. 

la xn+1| 
Nếu p = 0 thì l im 1 " 1 = 0 < Ì , chuỗi lũy thừa hội tụ tuyệt 

| a n x n | 

đối tại mọi X, do đó R = +0O. 

Chứng minh tương tự cho trường hợp lim *\Ị\ẫ^\ = p. • 
n—»00 

X2 X3 xn 

V/'</// ỉ. Xét chuỗ i lũy thừa X + -— + — + ... + — + ... 
J 2 3 tì 

Ta có lim iỉn±ll = lim —^— = Ì, do đó R = 1. Chuỗi đã cho hội tụ 
n—>00 |a n | n — n + Ì 

trong khoảng (-1, 1). Tại x= Ì, ta có chuỗi số Ì + - + - + .- + - +- đó là 

, .. . , 111 
chuỗi số điều hoa, nó phàn kì. Tại X = - 1 , ta có chuôi SỐ-1 + - - - + - . . . 

đó là chuỗi số đan dâu thoa mãn các điều kiện của định lí Leibniz, nó 
hội tụ. Do đó tập hội tụ của chuỗi lũy thừa đã cho là - ỉ < X < 1. 
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2 3 
X X Ví dụ 2. Xét chuỗ i lũy thừa Ì + X + -— + — + ... + — + ... 
2! 3! n! 

Ì 
Ta có l im 

a n + l _ n! 
= l im l im HUI I I MUI mít 

n—>oo an n—>oo(n + l)! n->00 n + Ì 

Do đó R = +00, chuỗi lũy thừa hội tụ trên toàn R 

ao / \n 
Ví dụ 3. Xét chuỗi lũy thừa y -—-

= 0 

tu Ta có l im •ỰỊã^ĩ = l im — — = 1. V ậ y R = Ì , chuỗ i lũy thừa hội 
n—>00 n—>00 n + Ì 
khi |xị < Ì, phân kì khi |x| > 1. 

0 0 í n r 
K h i X = Ì , ta có chuỗ i số V — — . Số hang tổng quát 
_Ản + lJ 

n=1 v ' 
u n =• 

Ì 

' 4 

- * 0 khi n - > 00, vậy chuỗ i số phân kì. 
e 

í . > n 

n 
v n + l ; 

, số hạng tổng quát K h i X = - Ì , ta có chuỗ i số ] T ( - l ) n 

n=l 
của nó không dần tới 0 khi n -> 00, chuỗi số phân kì. Tóm lại chuỗi 
hàm số đã cho có tập hội tụ là (-1, Ì). 

8.6.3. Tính chất của chuỗi lũy thừa 

00 
Tính chất 1. Chuỗi Iuỹ thừa £ a n x n hội tụ đều trên mọi đoạn [a, b] 

n=0 
nằm trong khoảng hội tụ của nó. 

Thật vậy, lấy một số dương x0 < R, trong đó R là bán kính hội tụ của 

chuỗi lũy thừa, sao cho đoạn [-x0, x0] chứa đoạn [a, b]. Vì Xo e (-R, R) 
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nên chuỗi số ^ | a n x ơ | hội tụ. Với mọi X € [a, b], ta có | a n x n I < | a n x" Ị, Vn 
n=0 

GO 
Theo định lí Weierstrass, chuỗi lũy thừa 2 ^ a n x n hội tụ đểu trên [a, b]. • 

n=0 

Từ tính chất Ì vừa chứng minh và các tính chất của chuỗi hàm số 
hội tụ đều suy ra các tính chất sau đây của chuỗi lũy thừa. 

Tính chất 2. Tổng của chuỗi lũy thừa anxn là mội hàm số liên 
n=0 

tục trong khoảng hội tụ của nó. 
Chú thích. Nếu chuỗ i lũy thừa hội tụ tạ i cả một trong hai mút của 

khoảng hội tụ thì tổng của nó liên tục một phía tại mút ấy. 
Tính chất 3. Có thể lấy tích phân từng số hạng chuỗi lũy thừa 

co 
^ a n x n trên mọi đoạn la, bj nằm trong khoảng hội tụ của nó : 

n=0 
b í 00 b 

ị . 
n=ơa 

^1 2 a n ì 
dx = a Gx + - I x z + . . . + —S-x 

n +1 

Ị X v n d x = Ẹ j a n X n d x 
a u = 0 ì 

Đặc biệt ta có Vx 6 ( -R , R) 

b (co \ 

í ! > " * " 2 
l Vn=0 ) 

chuỗi này cũng có khoảng hội tụ là ( -R , R). 
Tính chất 4. Có thể ỉ ấy đạo hàm từng số hạng chuỗi lũy thừa 

ao 
£ a n x n tại mọi điểm nằm trong khoáng hội tụ cùa nó : 
n=0 

í « Y _J 
Y í*,,.*-" = íij + 2«2-v + 3«3-v +... + na„x" +..., 

u = 0 ) 
chuỗi này cũng lù chuỗi lũy thừa có khoảng hội tụ lủ (-R, R), 
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L ạ i áp dụng tính chất 4 vào chuôi lũy thừa này , ta có 

( ao Ỵ 
^ a n x n I = 2 a 2 + 3 . 2 a 3 x + ... + n ( n - l ) a n x n ~ 2 + . . . 

,n=0 ì 
Áp dụng t iếp túc t ính chất 4, ta thấy rằng có thể l ấy đạo hàm từng 

số hạng m ọ i chuỗ i lũy thừa vô số lần trong khoảng h ộ i tụ của nó. 

8.6.4. Khai triển một hàm số thành chuỗi lũy thừa 

ao 
Dễ dàng thấy rằng chuỗ i lũy thừa jỊ] x " h ộ i tụ tuyệt đối trong 

n=0 

khoảng (-1, 1) ; tổng của nó là —-—, đó là mót hàm số sơ cấp. Vấn 
Ì - X 

đề đặt ra là với Giễu k i ệ n nào hàm số f ( x ) có thể khai t r i ển thành một 
chuỗ i lũy thừa. 

• Giả sử hàm số f (x ) có đạo hàm m ọ i cấp t ro rg một lân cận nào đó 

của đ iểm x 0 vả. có thể biểu diễn được dưới dạng tổng của một chuỗi 
Ì Mỹ thừa trong lân cận ấy, túc là 

(8.4) f(x)= a0+a1(x-xc) + a2(x-x0)2-K.. + an(x-x0)n+ .., 

frong đó - 1 0 , a h a 2 , a n , . . . ỉa những hằng số. Theo tír-h chất 4 của 

chuỗ i lũy thừa, ta có 

' f (X) = a j + 2a 2 (x - x 0 ) + 3a 3 (x - x 0 ) 2 + ... + 

+ na n (x - x 0 ) + ... 

f '(X) = 2a 2 + 3.2a 3(x - x 0 ) + ... + n(n - l ) a n (x - x 0 ) " " 2 + ... 

i^oo = nia" 7.7 

(8.5) 

T h ế X = x 0 vào các đẳng thức trên, ta có 

»0 = f(Xo). a, = f ' ( x 0 ) , a 2 = 0 5 2 > , a n = í ^ - , 
7.1 n i 
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Vậy ta có 

(8.6) f(x) = f(x0)+ í^°2(x-x0) + í^(x-x0)2

+... 

fyn>(x ) 
+ l ^ o ) ( x _ X o ) n + 

n! 
Chuỗi lũy thừa đó được gọi là chuỗi Taylor của hàm số f (x ) ở lân 

cận đ iểm X G . N ế u X D = 0, ta có 

,8.7) f(x) = f(0)+ IMx + í^)x2+... + í^xn+... 
Ì! 2! n! 

Chuỗi lũy thừa này được gọi là chuỗi Mác Laurin của hàm số f (x ) . 

Tóm l ạ i , nếu hàm số f (x) có đạo hàm mọi cấp và có thể biểu diễn 
được dưới dạng tổng của một chuỗi lũy thừa trong một lân cận nào đó 

của điểm x G thì chuỗi lũy thừa đó phải là chuỗi Taylor của hàm số đó 
trong lân cận ấy. 

• Bây giờ ta xét xem nếu hàm số f(x) có đạo hàm mọi cấp trong một 

lân cận nào đó của đ iểm X Q , thì với điều kiện nào tổng của chuỗi Taylor 
của nó bằng f (x ) . Nếu chuỗi Taylor của hàm số f (x) hội tụ và có tổng 
bằng f (x) , ta nói rằng f (x ) đã được khai triển thành chuỗi Taylor. Vậy ta 
cần tìm điều k iện để có thể khai triển hàm số f (x) thành chuỗi Taylor. 

Theo công thức Taylor ở chương 5, nếu hàm số f (x ) có đạo hàm 

đến cấp (n + 1) ở lân cận đ iểm X Q thì 

f(x) = Pn(x) + Rn(x),. 

f ' ( x ) f ^ n \ x ) 
trong đó P n (x ) = f ( x G ) + - ^ ( x - x 0 ) + ... + ^ - ( x - x 0 ) n , 

ị là một điểm nào đó giữa x0 và X. Nếu f(x) có đạo hàm mọi cấp ở 

lân cận đ iểm X Q thì có thể lấy n trong công thức Taylor lớn bao nhiêu 

cũng được. 
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Định lí 8.16. Giả sử trong một lân cận nào đó của điểm x 0 hàm số 

có đạo hàm mọi cấp. Nếu lim Rn(x) = 0 trong đó 
n—>ao 

Rn(x) = ^f(x-X0)n+1, 
(n + 1)! 

ệ là một điểm nào đó giữa x0 và X thì có thể khai.triển hàm sốf(x) 
thành chuỗi Taylor trong lân cận ấy. 

Thật vậy, vì lim Rn(x) = 0 ; nên f(x) = lim Pn(x), do đó 
n—>00 n—>oo 

fYx ì f^n^íx ì 
f (X) = f (Xo) + i ^ a i ( x - Xo) 4-... + 1 — i ^ 2 ( x - X o ) n +. . . 

Ì! n ! 
Trong thực hành, khi khai triển một số hàm số sơ cấp ta thường 
dùng kết quả sau đây. 

Định lí 8.17. Nếu trong một lân cận nào đó của điểm x0 hàm số 
f(x) có đạo hàm mọi cấp, trị số tuyệt đối của mọi đạo hàm đó đều bị 
chặn bởi cùng một số trong lân cận ấy, thì có thể khai triển f(x) 
thành chuỗi Taylor trong đó. 

Thật vậy, với mọi X trong lân cận ấy ta có 

|f(n)(x)| < M , Vn è N 

trong đó M là một hằng số dương nào đó. Do đó 

|R r ~ M - l f ( n + 1 H _ | n + l * _ M 
I n ( x ) \ í — Ĩ T T x - x o ~7~~ 

(n + l ) ! (n + 

M  ị m+l 

1)! 
x " x o | 

co x n 
Nhưng vì chuỗi lũy thừa h ộ i tụ với m ọ i X (xem ví dụ 2, mục 

m+1 
n+1 

8.5.2 chương này) , nên > 0 khi n 00. Vây 1 — • 0 
n! (n + 1)! 
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khi n -» 00, do đó l im R n ( x ) = 0 . Theo định lí 8.16, f (x ) có thể khai 

triển được thành chuỗ i Taylor trong một lân cận của x 0 . 

8.6.5. Khai triển một số hàm số sơ cấp thành chuỗi lũy thừa 

• f(x) = ex 

V 
Tại mọi X e R, hàm sô e có đạo hàm mọi cấp và các đạo hàm ấy 

đều bằng e , do đó 

f(0) = f'(0) = ... = ^(O) = ... = 1. 

Vậy chuỗi Mác Laurin của hàm số f(x) = ex có dạng 

, . X2 X3 xn 

Ì + X + — + — + ... + — + ... 
2! 3! n! 

Giả sử A là một số dương bất kì. Ta có Vn e N, Vx € (-A, A) 

|f(n)(x)| = ex<eA=M 

Do đó theo định lí 8.17 hàm số f(x) = ex khai triển được thành chuỗi 

Mác Laurin trong lân cận (-A, A) của điểm XQ = 0. Nhưng vì A là số bất kì, 

nên hàm số ex có thể khai triển được thành chuỗi Mác Laurin VxeR: 

(8.8) ex=l + - + —+ ... + ^- + ... 
Ì! 2! n! 

• f (x) = sinx 

An) .(.. ^ 
Ta CÓ r (x) = sin x + n ^ , do đó 

V * J 

|f(n)(x)|<l , Vx e R, Vn e N 

Vây hàm số sinx có thể khai triển được thành chuỗi Mác Laurin 

với mọi X. Vì f(0) = 0, f (0) = Ì, f"(0) = 0, f"'(0) = - Ì, ^(0) = 0, 

f(5)(0)= Ì, .... ta có 
3 5 v2n-1 

X X . ,.n-1 x 

(8.9) s i n x = x - ^ - + ^ - + ... + ( - l ) ^ 7 T i T + -

-00 < X < +CO 
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• f ( x ) = cosx 

Tương tự như trên, ta được 

(8.10) 
X X > -Ã li A 

cosx = Ì - — + — - . . . + ( -1) — + . 
2! 4! (2n)! 

• f ( x ) = (Ì + x) , a là một số thực bất kì . 

Ta có f(0) = Ì, 

f(0)= a(l + x)a-1|x=o=a, 

f XO) = a(a - 1X1 + x)a"21 x=0 = cc(<x -1), 

^ ( O ) = a ( a - l ) ( a - Tị... ( a - n +1) 

Do đó chuỗi Mác Laurin của hàm số (Ì + x)a có dạng 

, a a(a-l) 2 a(a -1)... (a - n +1) n 
Ì + — x + — — — - x z + . . . + — — + . 

Ì! 2! n ! 
Để tìm khoảng hội tụ của chuỗi lũy thừa đó, ta tính 

a(a-l)...(oc-n) n! 

n—>00 la 
H m i Ị s + i L l i m 

n—»00 

= lim 
n—»00 

(n + 1)! 

a-n 

a ( a - l ) . . . ( a - n + l ) 

n + 1 
= 1. 

Vậy chuỗi lũy thừa này hội tụ khi Ixl < 1. Người ta chứng minh được 

rằng trong khoảng hội tụ ấy, chuỗi Mác Laurin của hàm số (Ì + x)a hội 
tụ về chính hàm số ấy. Vậy 

(8.11) (l + x)a=l + ax + ^^x2+...+ 
2! 

+ a(a-l)-(a-n + l) n+ 1<x<1. 
n! 
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• f(x) = l n ( l + X) 

Ta có f'(x) = (Ì + x) ", ta lấy tích phân từng số hạng chuỗi lũy 

thừa ấy từ 0 đến X, ta được 

X f - ^ = ln ( l + x) 
r 1 + x 

x = l n ( l + x) = 
0 

À A f% A 
= Jdx- jxdx+ jx2dx + ... + (-l)n jxndx + ... 
0 0 0 ố 

(8.12) ln(l + X) = X- —+ —- —+ ... + (-l)n_1 —+ ..., -Ì < X < Ì 
2 3 4 n 

• f(x) = arctgx 

Vì (arctgx)' = —^ = Ì - X2 + X4 - X6 + X8 -... 4- (-1)" x2n + 
1 + x2 

ta có 
3 5 7 „2n-l 

X X X . , - n - l x 

(8.13) arctgx = x - y + y - y + ... + ( - l ) ^ T ĩ + -

Vì chuỗi lũy thừa này cũng hội tụ tại X = ±1, nên khai triển trên 

đúng trên đoạn [—Ì, 1]. 

8.6.6. Công thức Euler 

Công thức (8.8) khai triển hàm số mũ X ex thành chuỗi lũy 

thừa cho phép ta mở rộng định nghĩa hàm số mũ vào mặt phảng phức. 

Chuỗi hàm số 

2 
z z z 

+ _ + — + ... + — + ... 
Ì! 2! n! z 

1—» e . hội tụ tại mọi z e c , tổng của nó theo định nghĩa là hàm sô mũ z 
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V ớ i z = X e R, e z = e x 

Với z = ix, X € R, ta có 

e = 
, ix i 2 x 2 i V ' J  Ị V J 

Ì + — + — — + — — + ... + — — + . . .= 
Ì! 2! 3! n! 

1-— + — -... + (-l)n — + ...+ 
2! 4! (2n)! 

+ ĩ 
X 3 X 5 x 2 n + 1 

X _ 2 L + ± _ - . . . + ( -1 ) " J L — 
3! 5! (2n + l)! 

Vậy 

(8.14) 
Do đó 

(8.15) 
Từ đó 

(8.16) 

e' x = cosx + isinx 

-IX 
e = cosx - isinx 

cosx = 
u . —ix 

e + e , sinx = 
„1X -IX 
e —e 

2 ' l i 
Các công thức (8.14), (8.15), (8.16) được gọi là công thức Euler. 

8.6.7. ứng dụng chuỗi lũy thừa để tính gần đúng 

• Tính xấp xỉ giá trị của hàm số tại một điểm 

Giả sử cần tính giá trị của hàm số f(x) tại một điểm trong một lân 

cận nào đó của Xọ và giả sử trong lân cận ấy 

(8.17) f (X) = f (Xo) + ^^(x - Xo) +... + ^^(x - Xo)" +... 
Ì! n! 
Nếu ta tính xấp xỉ f(x) bởi tổng của (n + 1) số hạng đầu của chuỗi 
(8.17) thì sai số phạm phải là 

|R„(X)| = 
(n + 1)! 

ị nằm giữa X và X D . Công thức đó cho ta cách xác định n để phép tính 
xấp xỉ trên đạt độ chính xác yêu cầu. 
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Ví dụ. Tính số e với độ chính xác 0,00001. 

Ta có e = f( Ì), với f(x) = e . Nếu dùng công thức xấp xỉ 

X . X J X2 xn 

e « Ì + — + — + ... + — , 
Ì! 2! n! 

thì sai số phạm phải là 

é* . 3 
|R (1)1 = _ với 0 < ị < ỉ , do đó | R n ( l ) | < — - — . Đ ể đạt độ 
1 n 1 (n + 1)! 1 1 (n + 1)! 

3 
chính xác 0,00001, chỉ cần xác định n sao cho — - — < 0,00001. 

(n + 1)! 
Thử trực tiếp ta thấy rằng, chỉ cần lấy n = 8. Vậy 

e« Ì + — + — + ... + — = 2,718278 
Ì! 2! 8! 

• Tính xấp xỉ tích phân 

Nếu hàm số f(x) có thể khai triển thành chuỗi lũy thừa trên một 

khoảng nào đó thì Jf(x)dx cũng có thể khai triển lũy thừa trên 

khoảng ấy. 

Ví dụ. Xét hàm số f(x) = é"*2 . Ta có Vx e R 

e" x = ! - — + • 
2 X 2 X 4 X 4 , „ „ x 2 n 

ị - + ... + ( - l ) n 

Do đó 

và ta có 

2! 3! n! 

X 3 5 7 
f - X 2 , X X X 
e dx = x - — + - + -

J 1!3 2!5 3!7 
0 

i _ x 2 Ì Ì J L 
le x d x = - - - T + — — r — + • 2 1!3.23 2!5.2 5 3!7.2 7 
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V ế phải là một chuỗ i số đan dấu thoa các đ iều k iện của định lí 
Leibniz. Nếu ta g iữ ba số hạng đầu để tính xấp xỉ thì sai số phạm 
phải bé thua trị tuyệt đ ố i của số hạng thứ tư : 

Ì Ì 

317.2 7 5370 
V ậ y 

< 0,001 

f e - x 2 d x « 1— + — ỉ - ^ r = 0,4644 

0 2 3.2 3 2!5.2 ; 

với độ chính xác 0,001. 

8.7. Chuỗi Fourier 

Trong cơ học, vật lí, kĩ thuật điện, ... ta thường gặp những hiện 
tượng tuần hoàn. Chúng được m ô tả bở i những hàm số tuần hoàn 
(xem mục 2.5 chương 2). Những h à m số tuần hoàn đơn giản nhất là 
những hàm số 

Ansin(ncừt+(pn), n = Ì, 2, 

2n 
chúng biểu diễn những dao động điều hoa với biên độ A_, chu kì T = ——. 

neo 

Nếu cho một hàm số g(t) tuần hoàn vói chu kì T = —, có thể 
(ù 

khai t r iển nó dưới dạng 
00 

g(t) = A 0 + £ A nsin(ncot + <pn) 
n=l 

được không ? Đặt (út = X, ta có g(t) = gí—ì := f(x). Khi đó f(x) là 

một hàm số tuần hoàn chu kì 2n, khai triển trên có dạng 
00 

- r + ) (a ncosnx + b n s innx) , 
2 n=l 

trong đó a0 = 2AG, à,, = Ansinọn, bn = Bncosọn. 
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8.7.1. Chuỗi tượiìỊị íỊÌác 

Người ta gọi chuồi lượng giác là chuỗi hàm số có dạng 
00 

(8.18) a 0 + 5 ] (a ncosnx + b n sinnx) 
n=l 

trong đó a 0 , a n , b n , ... là những hằng số. Số hạng tổng quát 

un(x) = ancosnx + bnsinnx là một hàm số tuần hoàn chu kì —, liên 
n 

tục và khả vi m ọ i cấp. Nếu chuỗ i (8.18) hội tụ thì tổng của nó là một 
hàm số tuần hoàn chu kì 271. Ta có 

| u n ( x ) | < | a n | + | b n | , Vn 6 N , Vx E R. 

Nếu {an Ị, {bn Ị là những dãy số sao cho 
00 co 

(8.19) Các chuỗ i số ] T | a n l , £ | b n | hội tụ thì theo định lí 
n=l n=l 

Weierstrass chuỗ i lượng giác (8.18) hội tụ tuyệt đ ố i và đều trên R. 

Tuy nhiên đ iều k i ệ n (8.19) không phải là đ iều k iện ắt có để 
chuỗi (8.18) hộ i tụ. Có thể chứng minh rằng nếu các dãy số {a^} , | b n Ị 
giảm đom điệu và dần tới 0 khi n —> 00 thì chuỗi (8.18) hội tụ tại 

00 
X * 2k7ĩ. Thật vậy, với X = 2kn thì V b nsinnx = 0. Xét X * 2k7t. Đặ t 

n=l 
n 

S n = ^ T b k s i n k x . Ta có 
k=l 

2sin—Sn = ^ 2 b k sin —sinkx 
k=l 

n 

- Ẻ 
k=l 

cos k - -
2 

X - cosỊ k + — IX 

b] cos— - b n cos n + — 
2) 

X + Z ( b k - b k - l ) c o s k ~ ~ X 
k=2 ^ 
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Nhưng b n cos ( 0 
n + -

l 2) 

< b n , m à b n - » 0 khi n - » 00, còn 

k=2 
( b k - t > k - l ) c o s í k - i ì 

l 2 j 
< 2 l b k ~ b k - l | = 

k=2 

= - S ( b k " b k - l ) = b l ~ b n - » b j kh i l i - > 00 
k=2 

vì { b n } giảm đơn điệu và dần tớ i 0 kh i n - > 00. V ậ y 

n ro 
y ( b k - b k - i ) < H k o x 

k=2 ^ 2 J 

hội tụ có thể trừ tại X = 2kn. 

8.7.2. Chuỗi Fourier 

• Bổ' dề. Với mọi p, k € z ta có các hệ thức 

ít 
(8.20) Js inkxdx = 0 

-TI 

ít 
(8.21)  ị cos kxdx = 0 nếu k * 0 

-71 

n 

(8.22) Ị coskxsinpxdx = 0 

-ít 
7t 

(8.23) Ịcoskxcospxdx = 

-7t 

li 
(8.24) Ị sinkxsinpxdx 

-Tí 

0 nếu k * p 

[rc nếu k = p # 0 

'o nếu k * p 

[TI nếu k = p * 0 
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Bằng cách dùng các công thức lượng giác 

coskxsinpx = - [ s i n (p + k)x + sin(p - k )x ] 

coskxcospx = -[cos(k + p)x + cos(p - k)x] 

sin kx sin px = — [cos(k - p)x - cos(k + p)x] 

2 Ì 
cos kx = —(Ì + cos2kx) 

2 Ì 
sin kx = — (Ì - co s2kx ) 

2 
bạn đọc có thể chứng minh dễ dàng các công thức (8.20) - (8.24). 

• Giả sử hàm số f ( x ) tuần hoàn chu kì 2ĩt, khả tích trên [-71, Ti], có 
thể khai t r iển được trên đoạn [-7Ĩ, 7t] thành chuỗ i lượng giác dạng 

00 
(8.25) f ( x ) = — + y ( a n c o s n x + b n sinnx) 

2 n=l 

Để tính aG, ta hãy lấy tích phân từ —Tí đến 71 của chuỗi hàm ở vế 

phải của (8.25) và để ý đến các hệ thức (8.20), (8.21) ta có 
n 71 
J f ( x ) d x = J ^ - d x = 7ĩa0 

-7t -ít 

Do đó 

Ì n 

(8.26) a 0 = - Ị f (x )đx 
-ít 

Nhân hai v ế của (8.25) với coskx, k € N , rồ i lấy tích phân hai vế 

cùa đẳng thức nhận được từ -li đến K và để ý đến các công thức 
(8.22), (8.23) ta có được 

í f(x)coskxdx = ak Jcos2 kxdx = nak 

-Tt -ít 
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Do đó 

Ì " 
(8 27) a k = - í f ( x ) c o s k x d x , k = Ì , 2, 

TI " 

Đ ể tính b k , ta nhân hai v ế của (8.25) vớ i sinkx, r ồ i lấy tích phân 

hai v ế của đẳng thức nhận được từ -TI đến TI, để ý đến các công thức 
(8.22), (8.24), ta được 

71 ì 
j f ( x ) s i n k x d x = b k ị s i n 2 kxdx = 7ib k 

-71 -lĩ 

Do đó 

Ì 7 1 

(8.28) b k = - f f ( x ) s i n k x d x , k = Ì , 2, 

-TI 

Các hệ số a 0, ãị, bị, a 2 , b 2 , a,j, b n , ... được xác định theo các 
công thức (8.26), (8.27), (8.28) được g ộ i là các hệ số ĩourier của 
hàm số f ( x ) . Chuỗ i lượng giác (8.25) trong đó các h ệ số được xác 
định bởi (8.26), (8.27), (8.28) được gọ i là chuỗ i Fourier của f (x ) . 

Nếu f (x ) là một hàm số chẵn thì f(x)coskx là chẵn, còn f(x)sinkx 
là l ẻ , do đó 

(8.29) ak =4 ff(x)coskxdx, bk = 0, Vk e N 
0 

Cũng vậy, nếu f (x ) là một hàm số l ẻ thì f(x)coskx là l ẻ , còn 
f(x)sinkx là chẵn, do đó 

(8.30) a k = 0, b k = — f f (x ) s inkxdx , V k e N 
Tí ị 

TI 

V ấ n đề còn l ạ i bây g i ờ là xét xem với đ iều k i ện nào chuỗ i Fourier 
của hàm số f (x ) hộ i tụ và có tổng bằng f ( x ) , tức là với đ iều k iện nào 
hàm số f (x ) có thể khai t r iển thành chuỗ i Fourier. 
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8.7.3. Điêu kiện dù để hàm sô khai triển được thành chuỗi 
Fourier 

Định nghĩa. Hàm số f : [a, b] —» R được gọi là liên tục từng khúc nếu 

có thể chia [a, b] bởi một số hữu hạn điểm a = X Q < XỊ < x 2 < ... < x n = b 

sao cho trên m ỗ i khoảng (Xj-J , Xj) hàm số f liên tục, có giới hạn phải 

hữu hạn tại X j _ j và giới hạn trái hữu hạn tại Xj. Nếu f biến thiên đơn 

điệu trên m ỗ i khoảng ( X j _ j , Xị), ta nói rằng f dơn điệu rừng khúc. Như 
vậy nếu f liên tục từng khúc hay nếu f đơn điệu từng khúc và bị chặn 
thì nó liên tục tạ i m ọ i đ iểm của [a, b] , trừ một số hữu hạn đ iểm gián 
đoạn loại Ì. 

Bổ để Ì. Nếu Ị : la, b] —> R là một hờm số liên tục từng khúc thì 

b b 
l i m f f (x )cosaxdx = 0, l im Ị f (x )s inaxdx = 0 

a a 

Chứng minh. Chỉ cần chứng minh bổ đề này trong trường hợp f liên 
tục trên [a, b ] . K h i đó f bị chặn trên [a, b] , tức là tồn tại số M > 0 sao 
cho ịf(x)| < M , Vx e [a, b] . Ngoài ra, f liên tục đều trên [a, b] , tức là 

2 
với mọi số 8 > 0 cho trước tồn tạ i số ô > 0, sao cho V(x' , x") € [a, b] 

ịx'-x"|<ô => |f(x')-f(x")|<e 

Chia đoạn [a, b] bởi các điểm a = XQ < X, < ... < xn = b, sao cho 

|xj - X j _ i | < ô , i = Ì , n. Kh i đó 

b n xi 
I (a ) = j f (x )cosaxdx = X ì f ( x ) c o s a x d x = 

í i = 1 Xi-, 

n xi « xị. 
= s I [ f ( x ) - f ( x i ) ] c o s a x d x + 2 ^ f ( x i ) j cosaxdx 

'=1 Xị_, i = 1 Xi-1 
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Do đó 

n 
| l ( a ) | < x Ị ịm-KxOịdK + ỵịKx^ị 

i=l X; 

1=1 1=1 

i=i 

Xi 

I 
ị cosadx 

Ị cosaxdx 

Vì với a > 0, ta có 

ị cosctxdx —(sinctXị - s i n a X ị _ | ) 
a 

2 
< — 

a 

Do đó 
, xị 2 M n ... , , 2 M n 
I ( a ) < — — - + e(b - a) < 8 ( Ì + b - a) nêu a > — — . 

1 1 a e 
V ậ y I (a) - > 0 khi a - > 0. H ệ thức sau được chứng minh tương tự. • 

Hệ quả. Nếu f : R —> R là một hàm số tuần hoàn chu kì In, liên 

tục từng khúc trẽn mỗi đoạn hi chặn [a, h], an, bn là các hệ sô 
Fourier của nó, thì 

l i m a n = l i m b n = 0 
n—>00 n—>00 

Bổ đề 2. Nếu f : R - > R lờ một hàm số tuần hoàn chu kì 2n, liên 

tục từng khúc trên mỗi đoạn hi chặn, Sn là tổng riêng thứ n của 
chuỗi Fourier của nó, thì 

(8.31) S n ( x ) = -5- f f ( x + u) 
271 J 

sin l ì 
n + — u 

ì ) du 

sin 

Chứng minh. Ta có 

S n ( x ) = ~ + ^ ( a k c o s kx + t>k s i " kx) 
k=l 
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Áp dụng các công thức (8.26), (8.27), (8.28) ta được 

S n ( x ) = i í f ( t ) d t + ẻ ẳ 
Z7t J TI . . -71 

7t 
k=l 
n 

li H 
coskx Jf(t)cosktdt+ sinkx ị f(t)sinktdt 

-ít 

Ì + 2 ^ cosk(x - 1 ) 
k=l 

dt 

Nhưng 
n sin(n + 4o<x 
coska = — 

k=l sin 
a 

Do đ ó s n ( x ) = - ỉ - f f ( t ) 
2n J 

Ti . sin[ n + — j ( x - t ) 

. X - t 
sin—-— 

dt 

Đ ổ i t - X = u trong tích phân ở v ế phải, ta được 

s n ( x ) = y - Ị f ( x + u) 
Jt-X sin Ì n + — lu 

. u 
sin — 

2 

du 

Ì 

d u . 

sin(n + —)u 
Hàm SỐUH f(x + u) — là tuần hoàn chu kì 2n, vì vậy 

. u 
sin — 

2 
TI 
S„(X>Ỳ Jf(x + U) 
-n 

//ệ í/7/ả. /í/ có Vn e N 

<8-32> é í 

ít sin^n + — ị u 

Sin  Ị n + — lu 

. u 
sin — 

2 

du = l 
2 « J c i n ^ 

383 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Thật vậy, áp dụng công thức (8.31) vào hàm số X h-> f (x) = 1. Các hệ 

số Fourier của nó là a 0 = 2, ^ = b n = 0 Vn e N . Do đó s,, (x) = 1. • 

Định lí 8.18. Nếu f ; R R là hàm số tuần hoàn chu kì In, khả 
vi thì chuỗi Fourier của nó hội tụ và có tổng bằngf(x), Vx e R. 

Chứng minh. Từ các công thức (8.31), (8.32), ta được 

sin(n + —)u 
s n ( x ) - f ( x ) = - ỉ - f [ f ( x + u ) - f ( u ) ] - 2 — du = 

/.TI » * . u 2 7 1 - n s i n -
2 

Ì Ì 
= — ị (p(u)sin(n+—)udu, 

-7 

trong đó ọ(u) = • 

271 J 2 
-71 

f ( x + u ) - f ( u ) 

. u 
sin — 

2 
Hàm số u h-» cp(u) liên tục V u * 0, có đ iểm gián đoạn bỏ được tại 

u = 0, vì 
. s f ( x + u ) - f ( u ) „ n e „ v 

l im (p(u) = l i m — — — — . 2 = 2 f ' ( x ) 
u->0 u^O u 

Do đó nó thoa mãn các đ iều k i ện của bổ đề Ì . Vì vậy 

1 n ỉ 
l im [ s n ( x ) - f ( x ) ] = - ^ - l i m jọ (u ) s i n (n + — )udu = 0. 

n—veo n —knn • / -71 
K ế t luận của đ ịnh lí 8.18 còn đúng vớ i những đ iều k i ện rộng rãi 

hom. Chúng ta thừa nhận định lí sau đây . 

Định lí 8.19. Giá sử/: R - > R là một hàm số tuần hoàn chu kỉ In, 
thoa mãn một trong hai điều kiện sau trên đoạn [-lĩ, ít] : 

- hoặc /liên tục từng khúc và có đạo hàmf liên tục từng khúc 

- hoặc f đơn điệu từng khúc vá bị chặn 

Khi đó chuỗi ĩourỉer của Ị hội tụ tại mọi điểm. Tổng S(x) của nó 
bằngf(x) tại những điểm liên tục của Ị. Tại điểm gián đoạn c của/, ta có 

S ( c ) = f ( c + 0 H f ( c - 0 ) , 
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Các điều k iện nêu trong định lí này là đ iều k iện Đirichlet . 

Ví dụ ỉ. Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số f(x) tuần hoàn chu 
kì In, bằng X trên khoảng {-Tí, - TÌ). 

Hàm số f(x) thoa mãn các điều kiện của định lí 8.19 nên có thể 
khai triển được thành chuỗ i Fourier. Vì f (x ) l ẻ ta có 

0, n = 0, Ì, 2... 
71 

'n í 
ít J 

fxsinnxdx = — 
0 

X 
- — cosnx 

n 

71 
7t rcosnx , 

+ dx 
0 J n 

= 2 - A -
n 

ì \ n + 1 

1) , n = 
1, 2, 3... 

ý 

-In/ —TI n / 3 TI / 
0 / I n / 4 n X 

M s .5 

Vậy Vx ?t (2n + 1) TI 

<v \ _ ì/ • 1 • ì . 1 • -3 / ì + Ì sinnx 

f (x ) = 2(sinx sin2x + — sin3x - . . . + ( - 1) — +... 
2 3 n 

Chú ý rằng tại X = 71, tổng của chuỗi bằng 

- [f(7ĩ + 0) + f(7ĩ - 0)] = 0, 

tại X = - 71 cũng vậy 

Ví dụ 2. Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số f(x) tuần hoàn chu 
kì 2K, xác định như sau : 

f ( x ) = 
0 nếu -71 < X < 0 

X nếu 0 < X < TI 
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Đ ồ thị của hàm số được cho  ở hình 8.4 

-3n -2K -lí o 2n 371 4rt X 

Ta có 

ì 1 1 Ì 
= - f f ( x ) d x = -

n J 71 -TI 
n 

Hình 8.4 

ị Odx + ị x d x 

0 —TI 

ỉ n _n 

TC'T~ 2 

Ì f , 1 xsinnx 7 1 Ì f 
= — xcosnxdx = — -ụ 

71 J 7C n 0 n J 

-TI 0 

sinnxdx 

Ì cosnx 

7in n 

% Ị 

Tin 
- ( ( - l ) n - l ) = < 

nếu n l ẻ 
rai 

0 nếu n chẩn 

= — [ xsi 
71 J 

xsinnxdx = — 
71 

-TI 

= xcosnx 
rai 

xcosnx 
0 n J 

cosnxdx 

— nếu n l ẻ 
n 

—í- nếu n chẩn 
lì 

V ậ y V x * (2k + 1)71, k e z 

f ( x ) = J 7 ~ -
4 71 

cosx cos3x cos5x 
+ - • + . . . + 

sinx sin2x sin3x 
K~l 2~+ 3 
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Tại những đ iểm X = (2k + 1)71, k € z , tổng của chuỗ i bằng trung 

bình cộng của g iới hạn phải và giới hạn trái, tức là bằng 71 + 0 = -
, 2 2 

Ví dụ 3. Khai t r iển thành chuỗ i Fourier hàm số f (x ) tuần hoàn chu 
kì 271, biết rằng f ( x ) = X khi 0 < X < 2ĩỉ. 

' / / / / / / / / / y l n / / / / / / / / / 

-An -In 0 2n An X 

Hình 8.5 

Trước hết, ta nhận xét rằng nếu hàm số f (x) tuần hoàn chu kì 2n 
thì ta có 

a+2n n 
Ị f ( x ) d x = J f ( x ) d x , Va e R 
a -71 

Do đó khi tính hệ số Fourier của một hàm số tuần hoàn chu kì 2n, 
ta có thể thay khoảng lấy tích phân [ - 71, 7c] bằng khoảng [a, a + 2n], 
trong đó a là một số bất kì. 

Đố i với hàm số đã cho trong ví dụ này, đơn giản nhất là ta chọn 
khoảng lấy tích phân [0, 2n]. Ta có 

2n 

TI J 
xdx = 2ĩĩ 

TC J 

0 

ì 2 7 1 ì 
Ì r , 1 cosnx 

xcosnxdx = 
0 

2:r 

Tin n 

27T 

>n = - f x s i 

TI J 

Ì ị xcosnx ] 
nnxdx = — 

7t V n / 

= 0 

0 
2 
n 
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Do đó, Vx 9fc 2k7ĩ, k € z 

f ( x ) = rc-2 
sinx sin2x sin3x 

k Ì 
• + • ' + ... 

Tại các đ iểm X = 2kn, k £ z , tổng của chuỗ i hàm bằng TI. 

Ví dụ 4. Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số f(x) chẵn, tuần 
hoàn, chu kì 2n, bằng 71 - X với 0 < X < TI. 

' -7t 0 Tt 3JĨ X 

//ìw/i *.6 

Vì f ( x ) chẩn nên b n = 0, n = Ì , 2,... ta c ó 

l ĩ ì 
a 0 = - ( ĩ t - x ) d x = -

71 J 71 0 

7t 

2 
x 2 ì 

Ít 

— — = TI 
71 V, l i 0 

a n = — f(7i - x)cosnxdx = — 
ni TI 

. s innxl 7 1 rsinnx , 
(71 - x ) — — + — — d x 

n lo J n 
0 

•cosnx 
Tin 

Do đó Vx E R 

7in 
(1 - ( - ! ) " ) = 

0 nếu chắn 

4 
nếu l ẻ 

7in 

c , . 71 4 f cos3x cos(2k + l )x ^ 
f ( x ) = ^- + - COSX+ + . . . + — — — + ... 
2 A 32 (2k + l)2 ; 

Chú ý rằng ta có V x e R , V k e N 

|cos(2k + l)x|  Ị_ 

(2k + 1 ) 2 (2k + 1 ) 2 
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mà chuỗi số Y ỉ — - hội tụ, nên chuỗi Fourier cùa hàm số f (x ) 
k = 1 ( 2 k + l ) 2 

hội tụ đều trên R. 

Chú thích. Nếu hàm số f(x) tuần hoàn chu kì 2/, thoa các giả thiết 

của định lí 8.19 trên đoạn [-/,/], thì bằng phép đổi biến x' = —X 

ta có f(x) = f ^—x'j : = F(x'), F(x') là một hàm số tuần hoàn chu kì 271, 

thoa các giả thiết của định lí 8.19 trên đoạn [- 71, Tí], nên khai triển 
được thành chuỗi Fourier 

(ì \ a Ã 
f ( x ) = f --x'\ =-r- + T (a ncosnx' + b n sinnx') 

\7t ỉ 2 
n=l 

hay f(x) = ^-+2J^ancos^ + bnsin-^J 
n=l 

trong đó a0 =— Ị f —X* Ị dx' = - ff(x)dx 
n J Kít } ỉ J 

-ít -l 

an =— ff(—x'l cosnx'dx'= - ff(x)cos^^-dx, n = 1,2,... 
n J \n / ỉ J ỉ 

-TU - / 

bn =— ị"fỊ — x'ì sinnx'dx = - íf(x)sin^^-dx, n=l,2,... 
Tí J \n ) ỉ J / 

—71 - / 
, 2 

Ví dụ. Khai triển hàm số f(x) tuần hoàn chuk ì2 , f (x ) = x với - 1 < X < 1. 
ý-

1 

-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 X 

Hình 8.7 
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Vì f ( x ) là hàm chẵn, nên b n = 0, n = Ì , 2,... 

0 
Ì 

4 
a n = 2 j x cosimxdx 

0 
( - l ý n 

Do đó Vx e R 

COS71X 
COS27IX COS37IX 

Công thức này đúng trên R. 

8.7.4. Khai triển một hàm số bất kì thành chuỗi Fourier 

Giả sử f (x ) là một hàm số thoa các g i ả thiết của định lí 8.19 trên 
đoạn [a, b] . M u ố n khai t r iển f (x ) thành chuỗ i Fourier, ta xây dựng một 
hàm số tuần hoàn g(x) có chu kì lớn hơn hay bằng (b - a) sao cho 

N ế u hàm số g(x) c ó thể khai t r iển được thành chuỗ i Fourier thì 
tổng của chuỗ i đ ó bằng f ( x ) t ạ i m ọ i đ i ể m của [a, b ] , trừ t ạ i những 
đ iểm gián đoạn của f ( x ) . R õ ràng có nhiều cách xây dựng hàm số 
g(x) như vậy. V ớ i m ỗ i h à m số g(x) , có một chuỗ i Fourier tương ứng, 
do đó có nhiều chuỗ i Fourier b iểu d iễn hàm số f ( x ) . N ế u hàm số g(x) 
chẵn, thì chuỗ i Fourier của nó chỉ g ồ m những hàm số cosin còn nếu 

g(x) l ẻ thì chuỗ i Fourier của nó chỉ g ồ m những hàm số sin. 

Ví dụ. Khai triển hàm số f(x) = — với 0 < X < 2 thành chuỗi Fourier 
2 

theo các hàm số cosin và thành chuỗi Fourier theo các hàm số sin. 

Muốn khai tr iển f (x ) thành chuỗi Fourier theo các hàm số cosin, ta 
X 

xây dựng hàm số g(x) chẩn, tuần hoàn với chu kì bằng 4, bằng f (x) = 

với 0 < X < 2. Vì g(x) chẵn (hình 8.8), ta có 
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Hình 8.8 

a„ = 

a„ = 

0 , n = 1,2,... 

2f*dx = l 

0 

2 
rx nrcx , 
— cos——dx 

J? 7 

X . rmx 
— sin—— 
nn 2 

rmx , 
.Sin — d x -

0 nít J 2 
0 

2 2 
n 7Ĩ 

(cosnrc - 1 ) = ' 

0 nếu n chẵn 

4 

n TC 
nếu n l ẻ 

n = Ì, 2,... 

Ì 4 
Vậy f ( x ) = ± - J L 

7t" V 

7ĨX Ì 3nx Ì 5nx 
cos 1- — cos + — cos +. . . 

/ 
4 

Hệ số của số hạng tổng quát của chuỗ i hàm ấy là - - =- nen 
(2k +1) 

chuỗi hàm hội tụ đều trên R. 

Muốn khai triển f(x) thành chuỗi Fourier theo họ các hàm sin, ta 
X 
xây dựng hàm số g ] (x ) l ẻ , tuần hoàn với chu kì là 4, bằng f ( x ) = — 

với 0 < X < 2. Vì gj(x) lẻ (hình 8.9) ta có 
t 

1 

. - • ' - 4 -2...-0 •2 4 6 . . - ' ' X 

«/«/! «.9 
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a n = 0 , n = 0, 1,2,.. 
2 9 ì 2 

f x . n7ix , X nnx l Ì r IMIX . 
b n = — sin—— dx = — — c o s - — + — ị c o s — d x = 

n ì 2 2 nít 2 ' 0 i m J 2 
0 0 
0 

9 9 
= -—cosn7i = ( - l ) n + 1 — , n = l , 2 , . . 

lui n7i 

V ậ y f (x) = 2 
f . 7IX Ì . 2K\ Ì . 37TX 

sin sin—-—h—sĩn-
J i l 2 2 2 3 2 

8.7.5. Đẳng thức Parseval 
G i ả sử f : R - > R là h à m số tuần hoàn chu kì 2n, thoa các giả 

thiết của định lí Jordan - Dirichlet . K h i đ ó ta có 
00 

f (x) = — + (a ncosnx + b n s innx) , 

trừ tại những điểm gián đoạn loại Ì của f(x). Bình phương hai vế, rồi 
lấy tích phân từ - 71 đến 71 đẳng thức thu được. Ngườ i ta chứng minh 
được rằng với các g iả thiết nêu t rên, ta có thể nhân chuỗ i Fourier của 
f ( x ) với chính nó , có thể l ấy t ích phân từng số hạng chuỗ i hàm số ỏ 
v ế phải . Đ ể ý đến các công thức (8.22), (8,23), (8.24) ta được 

Ịf2(x)dx = ^-.2n + nỵ^2

n+b2

n) 
-71 n=l 

hay 

(8.33) ^ ) f 2 ( x ) d x = ặ + ! f > 2 + b ỉ ) 
-71 n=l 

Đẳng thức đ ó được gọ i là Đẳng thức Parseval. 

8.7.6. Dạng phức của chuỗi Fourier 

Giả sử f : R -> R là hàm số tuần hoàn chu kì In, thoa các điều 

kiện của định lí Jordan - Dirichlet . K h i đó ta có 

00 
f (x) = ~- + 2 ] (a ncosnx + b n s innx) , 

2 „=, 
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trừ tại những đ iểm gián đoạn loại Ì của f (x ) . Đặt 

un(x) = ancosnx + bnsinnx 

Áp dụng các công thức 

u n (x) = a n 

Đát 

ìnx —ìnx ìnx -ìnx -ũ 
e + e Ị h e - e a n - i b n ,nx , a n + i b n _-inx 

+ b n — — = : e + 2i 

a G = 

a n - i b n 

a n = — — — nếu n > Ì 

a_ n + i b _ n 

a n = —0—-—0. nếu n < - Ì. 

+ 0O 
Ta được f ( x ) = ^ a n e ' 

Đó là dạng phức của chuỗ i Fourier. Chú ý rằng a_ n = ã n trong 

đó ãn và số phức liên hợp của otn . 
Nếu n nguyên dương, do các công thức (8.27), (8.28), ta được 
(TI n N 

-— ị f(x)cosnxdx - Ì f(x)sinxdx 
In J J 

a n - i b n 

1 j f ( x ) e - " x 

271 
dx 

-TI 
o 

Công thức ấy cũng đúng khi n = 0, vì a o = 2 

Nếu n nguyên âm, ta có 

a n = a _ n 

J _ 

2 TI 

;i ty 
ị f(x)cos(-nx)dx + i Ị f(x)sin(-nx)dx 

- , n x d x 

393 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Vậy ta có Vn e z 

a n = ± | f ( x ) e 
TI 

- inx. l dx 
2 TI 

-TI 

T Ó M T Ắ T C H Ư Ơ N G 8 

Chuỗi số hội tụ 

00 
Chuỗ i số ^ u n được g ọ i là h ộ i tụ nếu tổng r iêng thứ n 

n=l 
n 

s n = Uỵ dần tớ i một g iớ i hạn hữu hạn kh i n - > 00, là phân kì nếu 

k=l 

nó không hộ i tụ. 

00 
Nếu ] T u n h ộ i tụ thì u n - » 0 kh i n - > 00. Đ ó là đ iều k i ện cần của 

n=l 
Sự hộ i tụ, nhưng điều k i ện ấy không đủ. 

00 
Chuỗi số 2 ] a q n _ 1 với a * 0 hội tụ nếu |q| < Ì , phân kì nếu |q| > Ì . 

n=l 

Chuỗi số có số hạng dương 

- Các định lí so sánh 

co 
Giả sử 0 < u n < v n Vn > n 0 . K h i đó nếu chuối V v n hộ i tụ thì chuỗi 

n=l 
00 00 00 

2 ^ u n hộ i tụ ; nếu chuỗi ] T u n phân kì thì chuỗi 2 ] v n phân kì. 
n=l n=l n=l 
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Giả sử u n > 0, v n > 0 V n , l im — = le , trong đó 0 < k < + ao. 
n—>00 v n 

00 oo 
Khi đó hai chuỗ i số ^ u n , ^ v n cùng hội tụ hay cùng phân kì. 

n=l n=l 

- Các quy tắc khảo sát sự hội tụ 

+ Ì 00 

Quy tắc D'Alembert. Nếu l im - — - — = /, thì chuỗi số y ] u n hội 
n n=l 

tụ khi / < Ì , phân kì khi / > Ì. 
00 

Quy tắc Cauchy. Nếu l im Ĩ^ỊŨ^ = /, thì chuỗi y ] u n hội tụ khi / < Ì, 
n=l 

phân kì khi / > Ì . 
Quỵ tắc so sánh với tích phân. G iả sử hàm số f (x) liên tục lấy giá 

trị dương, g iảm trên khoảng [ Ì , + co) và dần tới 0 khi x-> + co. Khi 
+ 00 co 

đó tích phân suy rộng ị f (x )dx và chuỗi số ^ u n , trong đó u n = f(n) 
ỉ n=l 

cùng hội tụ hay cùng phân kì. 

Chuỗi sô với các số hạng có dấu bất kì 

00 
- Hội tụ tuyệt đối. Nếu chuỗ i số ^ | u n | hội tụ thì chuỗi số 

n=l 
« 00 

£ u n cũng hộ i tụ. Ta nói rằng chuỗ i số ^ ] u n hội tụ tuyệt đ ố i . 
n=l n=l 

00 
Nếu chuỗ i số ^ u n hộ i tụ nhưng chuỗi số ^ | u n | phân kì , ta nói 

n=l n=l 

ao 
rằng chuỗ i số ^ u n bán hội tụ-

n=l 
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ao 
Nếu chuỗ i số V u n hộ i tụ tuyệt đ ố i và c ó tổng s thì chuỗi số mà 

n=l 
ta được bằng cách thay đ ổ i thứ tự các số hạng của n ó hoặc bằng cách 
nhóm tuy ý một số số hạng của nó cũng h ộ i tụ tuyệt đ ố i và có tổng s. 

00 
Nếu chuỗ i số ^ u n bán hội tụ, ta có thể thay đ ổ i thứ tự các số 

n=l 
hạng của nó để chuỗ i số thu được hộ i tụ và có tổng bằng một số bất 
kì cho trước hoặc phân kì. 

- Chuỗi số đan dấu. Nếu dãy số dương Uj, u2, un,„. giảm dần 
và dần tới 0 khi n - > 00 thì chuỗ i số đan dấu 

ul ~u2 +u3 -u4 + — 

hội tụ và có tổng bé thua U Ị . 

D ã y h à m số h ộ i t ụ 

- Dãy hàm số { f n ( x ) Ị được gọ i là h ộ i tụ tớ i hàm số f (x ) trên tập 

hợp X c R nếu Ve > 0, 3 n 0 (e, x ) , sao cho 

n>n0=> |fn(x)-f(x)|<8. 

Nếu nG không phụ thuộc X e X, ta nói rằng dãy hàm số {fn(x)Ị 
hội tụ đểu trên X tớ i f ( x ) . 

- Các tính chất của dãy hám số hội tụ đều. 

Nếu trên khoảng ì, các hàm số f n ( x ) liên tục và hội tụ đều tới f (x) thì 

Ì) f ( x ) liên tục trên ì 

b b 

2) l im f f n ( x ) d x = í f (x)dx , V [ a , b ] c l 
a 

Nếu các hàm số f n ( x ) khả v i trên ì , dãy { f n ( x ) Ị h ộ i tụ trên ì tới 

f (x ) , dãy { f n ( x ) Ị h ộ i tụ đều trên ì tớ i g(x) thì g(x) khả v i trên ì và 
g(x) = f ( x ) , Vx e ì. 
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C h u ỗ i h à m số h ộ i tụ 

co 
- Chuỗ i hàm số ^ u n ( x ) được gọi là hội tụ trên tập hợp X c R 

n=l 
n 

nếu dãy hàm số { S n ( x ) h trong đó S n (x) = J u k ( x ) , hội tụ trên X , là 
k=l 

hội tụ đều trên X nếu dãy hàm số {S n (x )} hội tụ đều trên X . 

ao 

- N ế u Vn G N , Vx e X, I u n ( x ) l < a n và nếu chuỗi số 2 ] a n hội 

n=l 

tụ thì chuỗ i hàm số u n ( x ) hội tụ đểu trên X . 
n=l 

— Các tính chất của chuỗi hàm số hội tụ đêu. 
Nếu trên khoảng ì, các hàm số u n ( x ) liên tục, chuỗi hàm số 

00 
^ u n ( x ) h ộ i tụ đều trên ì thì 

n=l 
1) Tống của chuôi hàm số đó liên tục 

b 00 co b 
2) j 2 > n ( x ) d x = £ j u n ( x ) d x , V [ a , b ] c l 

ãn=l n=lã 
00 

Nếu các hàm số u n ( x ) khả v i trên ì, chuỗ i u n ( x ) hộ i tụ trên ì, 
n=l 

chuỗi ^ u ' n ( x ) hộ i tụ đểu trên ì, thì 
n=l 

5 > n ( x ) ^ u » , V x e I 
Vn=l ) n=l 

C h u ỗ i l ũ y t h ừ a 

00 
- Là chuỗ i hàm số có dạng ' v a n x n 

n=0 

397 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Số R > 0 là bán kính hộ i tụ của chuỗ i lũy thừa V a n x n nếu chuỗi 
n=0 

ấy hội tụ tuyệt đ ố i với k i < R và phân kì vớ i Ixl > R. T ạ i X = ± R, 
chuỗ i lũy thừa có thể h ộ i tụ hoặc phân kì . 

Nếu lim V^ii = p, hoác lim p/TãTĩ = p thì R = —. 
1 p n—»00 a r 

- Các tính chất 

n->oo 

Chuỗ i lũy thừa ^ a n x n h ộ i tụ đ ề u trên m ọ i đoạn [a, b] nằm 
n=0 

trong tập hợp hộ i tụ của nó . 
00 

Tổng của chuỗ i lũy thừa a n x n là một h à m số liên tục trong 
n=0 

tập hợp hộ i tụ của nó. 
Có thể lấy tích phân từng số hạng mộ t chuỗ i l ũy thừa trên mọi 

đoạn nằm trong tập hợp hộ i tụ của nó : 
b í 

í I v " 
ã Vn=0 

ao b 
dx = X íanx"dx 

n=0ấ 

CÓ thể lấy đạo hàm từng số hạng một chuỗ i l ũy thừa t ạ i m ọ i điểm 
nằm trong tập hợp h ộ i tụ của nó : 

= a j + 2a 2 x + ... + n a n x n 1 + ... 2 > n x n 

Vrv=0 

- Khai triển một hàm số thành chuỗi lũy thừa 
Ta nói rằng hàm số f (x) khai triển được thành chuỗi lũy thừa trong một 

00 
khoảng ì nếu tìm được một chuỗi lũy thừa V a n x n hội tụ trên ì sao cho 

n=0 
00 

f ( x ) = X a n X n , V x e ì . 
n=0 
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- Khai triển thành chuỗi lũy thừa một số hàm số thông dụng 

X . X X2 xn 

e = Ì + — + — + ... + -— + ... (R = 00) 
Ì! 2! n! 

X3 X5 x2n+1 

sinx = X - + - ... + ( -1)" — +. . . (R = 00) 
3! 5! (2n + l ) ! 

X2 X4 x2n 

cosx = Ì - — + ... + ( -1)" + ... (R = 00) 
2! 4! (2n)! 

.a , a(a-l) 2 a(a - l)...(a-n + 1) n 
(Ì + x) = Ì + ax + — — - — - X + ... + — — - x n + ... 

2! n! 
(R= 1) 
Ì 

l + x 
Ì - X + X - X + ... + ( - l ) n x n + ... (R = 1) 

X 2 X 3 x n + 1 

l n ( l + x) = x - — + — - . . . + ( - 1 ) " - + . . . ( R = 1) 
2 3 n -I-1 

X3 X5 _, X2"-1 

a r c t g x = x _ £ _ + ^ _ . . . + ( _ ! ) " - ! 2 L _ + ... ( R = 1 ) 

3 5 2n-l 
Công thức Euler 

elx cosx + isinx, Vx e R 
ix , -ix ^ix „-ix 

e +e . e - e 
cosx = — , sĩnx = 

2 2i 

Chuỗi Fourier 

- Chuỗi lượng giác là chuỗi hàm số có dạng 
00 
— + V (ancosx + bnsinx) 
2 n=l 
Nếu nó hội tụ, tổng của nó là một hàm số tuần hoàn chu kì 2n. 
00 oo 
Nếu các chuỗi số ^|an|, ^|bn| hội tụ thì chuỗi lượng giác hội tụ 
n=1 n=l 
đều trên R, tổng của nó là một hàm số liên tục trên R. 
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- Nếu f : R - > R là một hàm số tuần hoàn chu kì In, khả tích trên 
[-71, Ti], thì các số a n , b n cho bở i các công thức sau được gọi là hệ 

số Fourier của nó : 

ị " 
• a n = — í f(x)cosnxdx, n = 0, 1,2,... 

—ít 

Ì 7 1 

b n = — í f (x ) s innxdx , n = Ì , 2, ... 
71 J 

-Tí 
oe 

Chuỗ i hàm số — + y (a ncosnx + b n s innx) , trong đó a n , b n là 
2 n = 1 

các hệ số Fourier của f được gọ i là chuỗ i Fourier của f. 
- Khai triển một hàm số thành chuôi Fourier 

N ế u f : R —> R là một hàm số tuần hoàn chu kì 271, thoa một trong 
hai đ iều k i ện sau trên đoạn [-71,71] : 

- hoặc f liên tục từng khúc và f liên tục từng khúc , 

- hoặc f đơn điệu từng khúc và bị chặn, 

thì chuỗ i Fourier của n ó h ộ i tụ t ạ i m ọ i đ i ể m , tổng S(x) của chuỗi 

bằng f ( x ) t ạ i những đ iểm liên tục của f, bằng — [ f ( x + 0) + f (x - 0)] 
2 

tạ i những đ iểm gián đoạn của f. 

- Đẳng thức Parseval 

N ế u f thoa các đ iều k iện trên thì 

i-Ịf^)dx = 4 + iỊ(aS+bS) 
-71 n=l 

- Dạng phức của chuỗ i Fourier 

+00 ít 
f ( x ) = ỵ a n e i n x , a f ì = ± ị f ( x ) e - i n x d x . 
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BÀI TẬP 

1. Kháo sát sự hội tụ của các chuỗi số có số hạng lốm quát sau đây 

a) u n = 
2fí- + ì 

n + n + Ì 

3) un = arctg-

(n + l)(n + 2) 

ọ 
n -  Ị 
n2 + l 

5) Un l i 
rT(n +3) 

Ì + tg 
Ị 

V2J 
7) u n = In 

n +31nn 

2. Cùng câu hỏi như bài Ì 
> • í \ ì 

ị 
1) Un = 

k n 

pti _ 1 

3) u n ( k > 0 ) 

5) u n = In—7= - lnsin 
V n Vu 

7 ) "• = l l 7 7 7 . 
0 V I + X 

9) un = cos 

dx ; 

(_ .2 ^ 
71 li 
^ n + an + b 

l i ) u n = \[ĩv +an - >/rr + 3 

2) u n = 

4) u, 

li + n - n 

TÍ! , 
2 + n 

3" +3n + 3 

I 
6) u n = Ì - cos 

m Ì . n 
8) u n = —sin 

10) u n 

n V2n 

2 + cos n 
(a > 0) 

• n + v n Ì 
2) u n = I n — tg — , n > 2 

n - n n 

4) u n = 

6) un = 

n + b n 

In n 

(a > 0, b > 0) 

dx 
«) "n = í 

10) u n = n a ^ (a > 0) 

THCC - T2 401 
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3. Các chuỗ i sỏ có sô hạng tổng quát sau đây có hội tụ không ? 
Tính tổng của chúng khi chúng hội tụ. 
Ì 

1) Un 

3) un 

( 2 n - l ) ( 2 n + l ) 

2n + l 

n-(n + l)2 

2) u n 

5) u n =arctg-
11 + n + ì 

7) u n = In 

9) u n = In 

1 -
V n 2 ; 

, n > 2 ; 

2cos a \ ị TI _ A ị TI 7C , a e — — — 
) V 3 3 j 

10) u n = In + aln(n + 1) + bln(n+2) 
4. Cùng câu hỏi như bài 1. 

1) Un 

3) Un 

( 2 n - l ) . 2 
„2 

2n-l 

2 + n 

5) n n = - = — , a > 0 

7) Un 

9) un 

n 2 + l 

Í 2 n - 1 \nlnn 

Vi.11 - í / 2n 

(n!)1 

(2.1)! 

2) u n 

4) un 

6) un 

8) Un 

n 2 + n 

4) u n = H ) 

6) u n = 

n+1 2n + l 

n(n + l) 

n 4 + n 2 + I 

sin 
Ì 

8) u n = 
n ( n + l ) 

Ì Ì 
cos —.cos—— 

n n + 1 

n 

~rĩ7 

2.4.6...(2n) 

^ 2 n 2 - P n 

3 n z + 2 , 

Ì ý 
arctg— 

n) 

10) u n = t g " a + 
1 

n" ) 

0 < a < - . b > 0 
2 
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l i ) u n 

13) un 

' n ' 

3 Ị n n Ỵ 
2 2 J 

12) u n = 

14) u n = 

4 " ( n l ) : 

(2n)! 

(-1)" 
nlnn 

15) u n =sin(7i-y/n 1+ 1) 

2 
17)un=(-l)n 

19) un 

( Ì 
— + n 

V n 
16) u n = sin 

Ì+(-!)" Ví 

( lnn ) n 

(-1)" 
,n+! n + ( - l V 

21) u = >/n + (-l)n - Võ; 

18) u n 

20) un 

ì + n 

(-1)" 

V ^ + ( - l ) n + l 

22) u n = In Ì + ( - l ) r 

a > 0 

5. 1) Khảo sát sự hội tụ của hai dẫy hàm số  Ị f n } , ị g n j xác định 

bởi f n : R + -> R, X H> — — , g n : R+ -> R, X H> 
X + n 

a) trên đoạn [0, Ì ] 

b) trên khoảng [ Ì, +oo). 

2) Cho dẫy hàm số {fn} xác định bởi 

f n : [0, 2 | - > R , X H f n ( x ) 

nx 
Ì + nx 

1 + x ' 

a) Khảo sát sự hội tụ của dẫy  Ị f n } . Sự hội tụ ấy có đểu không ? 

ì 

b) Chứng minh rằng lim [fn(x)dx = Ì 
ri * 
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3) Chứng minh rằng dẫy hàm số | f n } xác định bở i 

í x Y 1 

1 - -
V n) 
0 

nếu X € [0,n] 
f n : R + - > R, X h-> f n ( x ) 

nêu X > n 

hội tụ tới một hàm số f. Sự hội tụ ấy có đều không ? 

Ì (2x+_lỴ 

đều trên đoạn [-1, 1]. 

ao , 
b) Chứng minh rằng chuỗi hàm số yfnxe~n~ hội tụ đều trên R+ 

n=l 

0 0 Ì í 2 H 
6. 1) a) Chứng minh rằng chuỗ i h àm số V — — - —— 

T Í 2 u + 
n=1 ^ v 

hội tu 

,-x c) Khảo sát sự hội tụ của chuỗ i hàm số ^ T ( - l ) n n ~ 
n=l 
2) Chứng minh rằng chuỗi hàm số với số hạng tổng quát 

u n ( x ) = ( - ! ) " 
X 2 + n 

hộ i tụ đều trên m ọ i đoạn [a, b ] , nhưng không 

hội tụ tuyệt đ ố i . 

ao 
7. Chứng minh rằng chuỗ i hàm số ^ n e n x hộ i tụ đều trên 

n=l 

khoảng [a, +oo) với a > 0, nhưng không hội tụ đều trên khoảng [0, +oo). 
Tính tổng của chuỗi hàm số ấy với X > 0. 

8. Cho các hàm sô 

.n+l 
X h-> u n ( x ) = In X nếu 0 < X < Ì 

ị 0 nếu X = 0 

oe 

1) Chứng minh rằng chuỗ i hàm số 2 ] ( - l ) n u n ( X ) hội tụ đều trên 

n=0 

đoạn [0, 1]. 
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2) Chứng minh rằng chuỗi hàm số ^ u n ( x ) hội tụ không đểu 
n=0 
trên đoạn [0,1 ] -
00 Ị 

9. Chứng minh rằng hàm số f (x) = V ' xác định, liên túc 
^ n ( n + x) 

và khả vi trên R+ . 

10. Cho chuỗi hàm số 2^. 
* Ì 

l + x n 

n= 
Khảo sát sự hội tụ của nó. Có thê nói gì về sự liên tục và khá vi 
của nó. 
li. Tim miền hội tụ của các chuỗi lũy thừa có số hạng tổng quát sau : 

1) un(x) = (-l)n+1 — ; 2) un(x) = ^£ 
n Vn 

í ì ^ 
3 ) » n W = 7 ^ 7 ( x - x ) 2 n ; 4) u n ( x ) = ( n x ) n 

V 2n + Ì J 
(5x)n 

5) u n ( x ) = x n l n n ; 6) u n ( x ) = — 
n! 

7) u n ( x ) = ^ - 7 a > 0 ; 8) u n ( x ) = (-1) ' 
n! 

9) u n ( x ) = a n x n , trong đó 0 < aQ < —, a n = sina n _!, Vn > Ì. 

12. Tim miên hội tụ và tính tổng của các chuỗi lũy thừa có số 
hạng tổng quát sau : 

1) un(x) = (3n + l)x3n , n >] 

2) un(x) = (2n +3n)xn, n>0 

n +3n-l Xn 

3) u n ( x ) = ' lì > 0 
n + 3 n! 
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4) u n ( x ) =chna.x n , a > 0, n > 0 

5) u n ( x ) = ( - l ) 
n-1 X n > Ì 

Ì 
13. Khai t r iển hàm số f (x ) = - thành chuỗ i Taylor ở lân cận điểm 

X 
x° =3' 

14. Khai t r iển thành chuỗ i lũy thừa  ở lân cận đ iểm X Q = 0 các 
hàm số sau : 

l ) f ( x ) = chx ; 
2 

3) f ( x ) = sin X ; 

5) f(x) = ln(x2 - 5x + 6) ; 

Ì . 1 + x 

2) f ( x ) = x V 

4) f(x) = 
Ì 

x z - 3 x + 2 

7) f ( x ) = 
In nếu X ^ 0 

X Ì - X 
2 nếu X = 0 

15. Chứng minh rằng hàm số 

f ( x ) = 

6) f ( x ) = j cos ( t 2 )d t 

8) f ( x ) = e xcosx 

e x nếu X * 0 

0 nếu X = 0 

không thể khai t r iển được thành chuỗ i Taylor ở lân cận đ iểm X Q =0 . 

16. T im bán kính hội tụ của chuỗ i lũy thừa có số hạng tổng quát là 

u n ( x ) = ^1 + ( - ! ) " - J . x n 

17. Cho hai chuỗ i lũy thừa ^ a n x n , ^ b n x n , có bán kính hội tụ 
n=l n=l 

theo thứ tự là R, R'. 
1) Chứng minh rằng nếu có một số nguyên dương n 0 sao cho 

| a n | < | b n | , V n > n 0 t h ì R > R ' . 
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2) Chứng minh răng nêu |a n | ~ | b n | khi li -> X thì R = R' 

3) Tính bán kính hội tụ của các chuồi lũy thừa có số hang tổn* 
quát sau : 

c h n ..n . . , r Ì A 

a ) u n ( x ) = —^—X ; b) u n ( x ) - arccos 
sh n 

I -
r r ) 

. li 

c) u n (x ) = ( * y n T Ĩ - í y n ) x n ; d) u n (x ) =cos (n^n 2 + n + I )xn-. 

18. Tính các số sau với độ chính xác 0,0001 : 

1) Vẽ ; 2) ; 3) l iu 1,04). 

Ì 

19. 1) Tim je~"dx với độ chính xác 0,001. 
Ố 
Ì 

2) Tính Jsh(x 2 )dx với độ chính xác 0,0001. 
Ố 

20. Tính c o s l 8 ° với độ chính xác 0,0001. 

21. Khai triển thành chuỗ i íbur ier hàm số f (x) l ẻ , tuấn hoàn với 
chu kì 2n, bằng n - X với 0 < X < lĩ. 

22. Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số f(x) chẵn, tuần hoàn với chu 
2x 

kì 271, bằng Ì - — với 0 < X < ít. Suy ra giá trị của tổng của chuỗi số 
TI 

ĩ -
" ( 2 n + l ) 2 

23. Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số f(x) tuần hoàn có chu kì 2rc, 
Ì 

băng Ì - — với -7t < X < 71. Suy ra giá trị của các chuỗi sô 

11=1 1 1 11 = 1 1 1 n=l 1 1 
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24. Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số f(x) tuần hoàn có chu kì 2jt, 

bằng sin — với -71 < X < n. 
2 

25. Khai t r iển thành chuỗ i Fourier hàm số f ( x ) tuần hoàn có chu 

kì 2K, bằng cosax vói -71 < X < K, trong đ ó 0 < a < Ì. 

Suy ra đẳng thức 

Ì 2 a Ă Ì 
cotgTia = — + — 2 ^ 2 ~ĩ 

na 71 £ ^ a z - n z 

26. Khai t r iển thành chuỗ i Fourier hàm số f (x ) tuần hoàn có chu 

kì lì, bằng e x với - Ì < X < 1. 

27. Khai r iển thành chuỗ i Fourier hàm số f ( x ) xác định trên đoạn 

[0, 71], cho bở i : 

71 

f ( x ) = 
X nếu 0 < X < 

71 , TI 
— nêu - - < X < TI 

12 2 

28. Cho hàm số f ( x ) = 2 ] 
00 . 3 

sin nx 

n=l n! 

1) Chứng minh rằng hàm số f ( x ) liên tục và khả v i liên tục trên R. 

2) Khai triển hàm số f(x) thành chuỗi Fourier. Suy ra biểu thức của f(x). 

Đ Á P SỐ V À G Ợ I Ý 

1. 1) Phân kì ; 2) phân kì ; 3) phân kì ; 4) hội tụ ; 5) hội tụ ; 
6) phân kì ; 7) hội tụ ; 8) hộ i tụ ; 9) phân kì ; 10) hộ i tụ nếu ạ > Ì , 
phân kì nếu oe < Ì . 

2. Ì) hội tụ ; 2) hội tụ ; 3) hội tụ khi k < Ì, phân kì khi k > Ì ; 4) hội 
tụ khi và chỉ khi (a < b và b > 1) hoặc (a < Ì và b > 1) ; 5) phân kì ; 

408 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



6) hội tụ ; 7) hội tụ ; 8) hội tụ ; 9) hội tụ khi và chi khi a = 0 ; 10) hội 
* 9 
tu khi 0 < a < Ì, phân kì khi a > Ì ; l i ) hội tụ khi và chi khi a = — . 

2 

3. 1) u n = 

2) Un = 

3) un = 

Ì Ì 

Ì 

2n - Ì 2n + Ì J 

Ì 
, s = 1. 

, s = 

n n + Ì 

J_ _Ị 

n2 (n + iỵ 
, s = 

4) Chuỗ i đan dấu, u n = — + —-— , s = 
n n + Ì 

c, Ì Ì e_ TI 
5) u n = a r c t g - - a r c t g — - , s = - ; 

n n +1 4 
Ì 

(n + 1) 2 - ( n + l ) + l 
, s 

( n - l ) ( n + . l ) 
7) u n = In , s = - l n 2 ; 

n n 

8) un = tg--tg—í-,s = tgl ; 
n n + Ì 

2cos2a + l 2cos2a + l , 
9) s n = I n - a — - , s = In — ; 

2cos—+ 1 
2 n 

10) hội tụ khi và chỉ khi a = -2, b = Ì, s = -ln2. 

4. 1) hội tụ ; 2) hội tụ ; 3) hội tụ ; 4) hội tụ ; 5) hội tụ nếu a < Ì, 
phân kì nếu a > Ì ; 6) hội tụ ; 7) hội tụ ; 8) hội tụ ; 9) hội tụ ; 10) hội 

tu nếu a < - , phân kì nếu a > - ; 11) hội tụ nêu ót > Ì, phân kì nếu a < Ì ; 
4 1 4 

12) phân kì ; 13) hội tụ ; 14) bán hội tự ; 15) bán hội tụ ; 16) bán hội tụ ; 
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17) hội tụ tuyệt đối ; 18) phân kì ; 19) hội tụ ; 20) phân kì ; 21) hội tụ , 

22) hội tụ khi và chỉ khi oe > - . 
2 

5. 3) hội tụ trên (0, +oo), hội tụ đều trên [a, +oo), Va > 0. 

X 

( e x - l ) 2 

10. Tổng của chuỗi hàm số liên tục và khả vi vô hạn lần với |xj > 1. 

l i . 1 ) - Ì < X < Ì ; 2) 3 < X < 5 ; 

3 ) 2 - yfĩ < X < 2 + V 2 ; 4 ) R = 0 ; 

5) - Ì < X < Ì ; 6) -00 < X < +00 ; 7) - Ì < X < Ì nếu (X < ì ; - Ì < X < Ì 
nếu a > Ì ; 8) R = co ; 

9) - Ì < X < 1. 

12. 1) - Ì < X < Ì, 
4 x 3 - x 6 

( 1 - x 3 ) 2 

ÓV..., Ì Ì Ì 
; 2) k i < — + • 3' l - 2 x l - 3 x 

3) X * 0, xe x -
Ì 

e x ( x 2 - 2 x + 2 ) - 2 ] ; 

4) -e 3 < X < e a , 

5) -Ì < X < Ì, 

Ì - xcha 
2 ' 

1 + x -2xcha 
ln( l + x) 

13. 
Ì 

K 3 J V 3 ) 
+ ... + ( - ! ) " 

'x-3Ỵ 

{ 3 , 
+ ... 

14. 1) l+ — + — + ... + 
2! 4! (2n)! 

+ R = 00 

™ 2 X 3 , X 4 , x n + 2 , 
2) x z + — + — + ... + + R = 00 Ì! 2! n 

410 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



3) 
?x 2 2 - V _, 2 n _ 1 x 2 n 

— - +••• + ( -1 )" ' + R = X 
2! 4! (2n)! 

4 ) - + X + ! -
2 3 ; 

X + ... + 
,n + l 

x n + . . . , R = Ì 

» ơ I Ì ì ... 
5) m ó - Ý - — + — x n , l x l < 2 

^ n U n 3 n J 

5 9 4n+l 
X X , t . n * 

6) X - — + - — - . . . + (-1) 
2!5 4!9 (2n)!(4n + l ) 

+ .... R = co 

7) 2 
' X 2 X 4 x 2 n 

Ì + — - + -— + . . . — 
3 5 2n + l 

+ .. 

V 

oe 

, Ixl < Ì 

V". ( V ĩ ) " im n „ 
8) Ỵ j c o s — x " , R = » 

n=l n! 

16. R = 
Ì 

17. 3) a) R = e ; b) R = Ì ; c) R = Ì ; d) R = Ì 

18. 1) 1,6487 ; 2) 1,0192 ; 3 )0092 

19. 1)0,747 ; 2) 0,3579 

20. 0.9519 

21. 2 
sinx sin2x sinnx 
—— + ——— + ... + ——— 

f ( x ) nêu X # 2kn 

0 nêu X = 2kn 

22. 
cosx cos3x 

3 2 

cos(2n + l)x 

(2n + l ) -
= f ( x ) , Vx € R 

n t r , ( 2 n + l ) 2 8 
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23. - - - ^ - V ( - l ) — j - = f ( x ) , V x e R 
3 TI n=i n n=l 

n t í n 2 " 6 ; ả „ 2 r " 1 2 ' ả í n 4 = 9 0 

24. £ ( - l ) n + 1 — f - s i n n x = . 

n+l 4 n 2 - l 

sin— nếu X (2k+l)7i 
2 

0 nếu X = (2k + l)7t 

siiì7ia 2asin7ia ( - l ) n c o s n x ._. _ „ 
25. cosax = — — + — — — 2 _ J — . V x e R 

7ia 7 1 ~ 1 a 2 - n 2 

tỉ-ẽ* 
cos-

I171X 

2 6 . ^ - + / f , / - e - / ) ^ ( - l ) n 

n=l ' + n 7 1 

- 7 i ( e / - e - / ) | ; ( - l ) n 

nsin-
nnx 

n=l 

f (x) nếu X ít (2k + 1)/ 

/2 + n V 1 ch/ nếu X = (2k + 1)/ 

/ _ 

27. Nếu thác t r iển chẩn r ồ i thác t r i ển tuần hoàn , ta được 

. 2 n7i 
~ .00 sin — 
371 4 X- 1 ì 
— — - > ^ - c o s n x 
8 7 1 ^ 

n=l 7ĩn 

28. f(x) = V b n sinnx, b n = nếu n * 3k, k e N ; nếu n = 3k, k € N , 
4n! 

n=l 

b 3k = 
Ì 

4.(3k)! 4k! 
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M Ụ C L Ụ C 

Chương Ì 
Số THỰC 

1.1.,Tập hợp 
Ì .2. Tập các số thực 
1.3. Dãy số thực 
Tóm tắt chương Ì . 
Bài .lập 

Chương 2 
HÀM Số MỘT BIẾN Số THỰC 

2.1. Định nghĩa hàm số một biến số thực 43 
2.2. Đồ thị của hàm số một biến số thực 4 4 

2.3. Hàm số chẵn, hàm số lẻ , hàm số tuần hoàn, 
hàm số đơn điệu 46 

2.4. Hàm số hợp 
2.5. Hàm số ngược và đồ thị hàm số ngược 
2.6 Các hàm số sơ cấp cơ bản 
2.7. Các hàm số sơ cấp 
2.8. Đa thức nội suy 
Tóm tắt chương 2. 
Bài tập 

Chương ĩ 

GIỚI HẠN VÀ Sự LIÊN TỤC CỦA HÀM s ố MỘT BIẾN s ô 

3. Ì. Định nghĩa 

3.2. Các tính chất cùa giới hạn 
3.3. Giới hạn một phía 
3.4. Vô cùng bé và vô cùng lớn 
3.5. Sự liên tục của hàm số một biến số 
3.6. Điểm gián đoạn của hàm số 
3.7. Các tính chất cùa hàm số liên tục 

47 
47 
49 
58 
60 
62 
65 

71 
74 
KS 
86 
89 
94 
96 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Tóm lắt chương 3 
Bài tập 

10X 
113 

Chương 4 
ĐẠO HÀM VA VI PHÂN CỦA HẨM s ố MỘT BIẾN s ố 

4.1. Đạo hàm  Ị19 
4.2. Vi phân 124 
4.3 Đạo hàm một phía, đạo hàm vô cùng 128 
4.4. Đạo hàm và vi phân cấp cao 129 
Tóm lắt chương 4 133 
Bài tập 136 

Chương 5 
CÁC ĐỊNH Lí VỀ GIÁ TRỊ TRUNG BINH 

5. Ì. Các định lí về giá trị trung bình 142 

5.2. Úng dụng các định lí về giá trị trung bình 156 
Tóm tắt chương 5 191 
Bài tập 197 

Ch ương 6 
NGUYÊN HAM VA TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH 

6.1. Tích phàn bất định. Các thí dụ đơn giản 203 
6.2. Phép đổi biến 210 

6.3. Phương pháp tính tích phân từng phần 214 
6.4. Tích phân các phân thức hữu ti 221 
6.5. Tích phàn các biếu thức lượng giác 228 
6.6. Tích phàn các biêu thức dạng 

| R ( X , V Ơ 2 - x 2 )dx và Ị R ( X , V X 2 ± a 2 ) d x 231 

Tóm lắt chương 6 234 
Bài tập 239 

414 
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Chương 7 
TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 

7.1. Định nghĩa tích phân xác định 246 
7.2. Điều kiện khá tích 2 < S 2 

7.ĩ.Các tính chất của lích phân xác định 258 
7.4. Cách tính tích phân xác định 263 
7.5. Phép đối biến trong tích phân xác định 270 
7.6. Phép lấy tích phàn từng phần 274 
7.7. Tính gần đúng tích phàn xác định 276 
7.8. Mội số ứng dụng hình học cùa tích phân xác dinh 283 
7.9. Tích phân suy rộng -W 
Tóm tắt chương 7 317 
Bài tập ^ 3 2 9 

Chương X 
CHUỖI 

_ T lo 
8.1. Đại cương ve chuôi sô 
8.2. Chuỗi số dương (hay chuỗi có số hạng dương) 342 
8.3. Chuỗi có số hạng với dấu bất kì 3 4 7 

352 8.4. Dãy hàm sô 
8.5. Chuỗi hàm số 

363 8.6. Chuôi lũy thừa 
8.7. Chuỗi Fouỹer 3 7 6 

Tóm tắt chương 8 m 
Bài tập 

415 
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! 
ị Chịu trách nhiệm xuất hỏn : 

Chủ tịch HĐQT kiêm Tổng Giám đốc NGÔ TRAN ÁI 
Phó Tổng Giám đốc kiêm Tổng biên tập NGUYÊN QUÝ THAO 

Biền tập tần đầu : 

NGUYỄN TRỌNG BÁ 
Biền tập tái bàn : 

PHẠM THỊ BẠCH NGỌC 
Trình bày bìa : 

TRẦN TIỂU LÂM 
Sửa bản in : 

PHÒNG SỦA BẢN IN (NXB GIÁO DỤC TẠI HÀ NỘI) 
Chế bàn : 

PHÒNG CHÊ BẢN (NXB GIÁO D ự c TẠI HÀ NỘI) 

T O Á N H Ọ C C A O C Ấ P - T Ậ P H A I 

M ã sỏ : 7 K 0 7 6 T 7 - D A I 

In 5.000 cuốn. khố 14,3cm X 20,3cm. Tại CÔNG TY c ổ PHẨN IN ANH VỆT. 

Giây phép xuất bản: 11 - 2007/CXB/190 - 2119/GD. 

In xong và nộp lưu chiểu tháng 2 năm 2007. 
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