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LOI NOI PAU

Thue hién chi truong déi mdi dao tao dai hoc; B6 mon Hinh hoc
hoa hinh cia Truong Pai hoc Kién tric Ha Néi bién soan cudn
“Hinh hoc hoa hinh” nay nham ddp ung nhu cdu chung cta sinh
vién cdc nganh, cde hé dang dudc dao tao tai truong.

Cuén sdch duoge bién soan ngdn gon, cé ddy du néi dung co ban
ctia phuong phdp hinh chiéu thing goc; duge gidng day cho sinh
vién cdc nganh kj thudt ma thoi luong lén I6p hau hét da rut ngdn.

Né6i dung cudn sdch gém bai mé ddu va 5 chuong:

Bai md dau: Trinh bay cdc kién thize co ban cia phép chiéu

Chuong 1: Biéu dién cdc yéu t6 hinh hoc co bdn

Chuong 2: Cdc bai todn co ban

Chuong 3: Cdc phép bién déi hinh chiéu

Chuong 4: Pa dién

Chuong 5: Mdt cong

Cuéi cung la mét s6'bai tép thuc hanh

Trong qud trinh bién soan ching téi da nhan duoc nhiéu y kién
déng gop ctia cde dong nghiép trong va ngodi truong.

Chiing toéi mong nhén dudc nhitng nhdn xét, gép y cua ban doc
dé cudén sdch ngay mét phit hop va hoan chinh hon.

Cac tac gia



CAC KY HIEU DUNG TRONG SACH

Cdc mat phang hinh chiéu:

- Mit phéng hinh chiéu ding &,

- Mat phéng hinh chiéu bing ¢,

- Mat phéng hinh chiéu canh &5

Cac truc hinh chiéu: X, y, z

Cac diém: A, B,.C..:. hodc 11323

Cic dudng (thang hoic cong): a, b, c...

Céc mat phang: P &P, R

Cac matcong: Z, Q2, &

Ciac goc: a, B, v...

- Hinh chiéu dimg: dung chi s6 1.

Thidu: Ay,:By, Cpoi.yay, brpcya:

- Hinh chiéu bang: dung chi s6 2.

Thidu: A,, By, Cy..... s a5, by, €5

- Hinh chiéu canh: dung chi s6 3.

Thi du: A4, By, Gi..... ; a3, by, €3....

- Vét diing: O'P1a vét ding clia mat phing P
- Vét bang: (PP1a vét biang ciia mat phang &P

Song song: //. Thi du: a //b (dudng thing a song song véi duong thang b).
Vuong géc: L. Thi du: d L & (dudng thing d vuong géc v6i mat phing ).
Thuoc: €. Thi du: A € d (diém A thudc dudng thing d).

Giao: M. Thi du: P .‘P(mz'_lt‘phfing P giao véi mat phang P).

Két qua cta su giao nhau: =. Thidu: K=d n P (diém K 12 giao diém cua dudng

thiing d va mat phiang ).

Trung nhau: = . Thi du: A = B (di¢m A tring Vi diém B).



Mo dau
PHEP CHIEU

§1. CAC PHEP CHIEU

Hinh hoc hoa hinh 12 mén hoc nghién ctiu cdc phuong phdp biéu dién khong gian 1én
mat phing - hay n6i mét cdch khdc, hinh hoc hoa hinh nghién ciiu cach xay dung cic mo
hinh phiing cia khong gian va gidi cc bai todn vé vi trf va vé lugng trén md hinh phang
dé. Cong cu chl yéu dé xay dung cdc mo hinh phang ctia khong gian 1a céc phép chiéu.
1.1. Phép chiéu xuyén tam

1.1.1. Cdch xdy dung phép chiéu xuyén tam

Trong khong gian chon mot mat phang s
P bat ky va mot diém S khong thudc mat

phing & (hinh1). Chi€u diém A tir tam S A

lén mat phing <P thuc hién nhu sau:

- Ké dudng thang SA. \
"

- Xdc dinh giao diém A' clia dudng

thing SA véi mat phang . P

Cdc tén goi: Hinh 1
S: Tam chiéu
P: Mat phing hinh chiéu.
SA: Pudng thang chiéu hay tia chi€u.
A": Hinh chi€u xuyén tam cta di€ém
A tir S Ién mit phing .
1.1.2. Tinh chat

Tinh chdt 1: Hinh chiéu xuyén tam clia mot duong thing khong di qua tam chiéu 12

mot dudng thing.
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That vay, mot dudng thang d bat ky ¢6 hinh chigu xuyén tam la dudng thang d' - giao

tuyén clia mat phing (S, d) v6i mat phang hinh chiéu .

Ta c6 thé x4c dinh d' bang cich vé
hinh chiéu xuyén tam A' va B' cia hai
diém A va B nao dé thudc dudng thang
d (hinh 2).

 Mait phing SAB chita tam chiéu S
nén duoc goi 1a mat phang chiéu.

e Mot dudng thing / di qua tam
chiéu S ¢6 hinh chiéu I1a moét diém /',
moi diém thuoc dudng thing ! déu cé
hinh chiéu tring vé6i /. Pudng thing !
goi la dudng thing chiéu.

\Tinh chdt 2: Ti s6 kép clia 4 diém
thdng hang bing ti s6 kép clia 4 diém
hinh chiéu tuong tng cia ching.

Hinh 2

Gia sit 4 diém A, B, C, D ciing thuoc dudng thang /. Hinh chi€u xuyén tam cla ching
1an luot 12 A', B', C, D' thudc /' - hinh chi€u xuyén tam clia dudng thing / (hinh 3).

Theo tinh chat 2:

AC AD AC AD
CE DB CB DB

That vay, tir B ké dudng théng song
song v6i SA cat SC tai E cit SD tai F va
tir B' ké dudng thang song song véi SA
c4t SCtai E' cat SD tai F'.

Tiur hai tam gidc dong dang ACS va

BCE ta c6: A—_C- = A=.S—
CB EB
Tir hai tam. gidc dong dang ADS va

BbE s A 22
DB FB

AC.AD.. FB

Suyra; —i————

CB DB EB

Hinh 3



Tuong tu, tir hai tam gidc déng dang A'C'S va BCE' ta c6: %:' s %_

Va tir hai tam gidc dong dang A'D'S va BD'F, ta c6: %_E = ?:S
A'C AD FB
S : s = (2)
uY ra CIBI D|Bl ElB'
Vi AR E nén tir (1) va 2)
C ] B ] E |B L]
; KE _]5 Arct AuDl
Ta coé: e = — ——
CB B CB' DB

1.2. Phép chiéu song song
1.2.1. Cdch xdy dung phép chiéu song song

Trong khong gian chon mot mat phing P

Sa
bat ky va mot dudng thang s khong song
.song v6i mat phing P (hinh 4). A e
Ta néi chi€u diém A theo phuong s lén

mat phing 912 lam nhu sau: <
- Qua A vé& dudng thing s, song song Vi \
duong thing s. N
- X4c dinh giao diém A’ clia dudng thing P

s, v6i mat phang &.

Céc tén goi: Hinh 4

s: Phuong chiéu

- Mat phang hinh chiéu

s5: Dudng thing chi€u hay tia chiéu.

A': Hinh chi€u song song clia diém A theo phuong s 1én mat phang 9.

1.2.2. Tinh chdt '

Phép chiéu song song c6 ddy du céc tinh chat clia phép chi€u xuyén tam. Ngoai ra
phép chiéu song song con ¢é cic tinh chat sau day:

Tinh chat 1: Trong phép chiéu song song hai dudng thing song song dugc chi€u
thanh hai dudng thing song song. .

Gia sir ¢6 hai dudng thang song song nhau AB va CD (hinh 5), hinh chi€u song song
clia ching 14n lugt 1a A'B' va CD..



Vi cdc miat phing (AA’BB’) va
(CC’DD’) song song v&i nhau nén mat ‘
‘ph:ing & cat ching theo hai dudng thing r
song song nhau: A’B’ // C'D’ c B

Tinh chdt 2: Trong phép chiéu song
song ty s6 don clia 3 diém thang hang
bang ty s6 don cla 3 diém hinh chiéu

tuong ting cua ching.

Trén hinh 6 ta ¢é ba diém C, D, E
thdng hang vi ba diém hinh chiéu tuong Hinh s
ting cha ching 1a C, D', E' ciing thang
hang. Vi cdc tia chiéu di qua C, D, E song song nhau nén theo dinh ly Ta-let ta cé:
CE CE
ED ED

Hé qud: Trong phép chiéu song song ty s6 do dai clia hai doan thang song song bing
ty|s do dai clia hai doan thing hinh chi€u tuong ting ca chiing.

Gia str AB // CD suy ra A'B' // CD' (hinh 7) vé BE // AC cat CD & E ¢6 hinh chi€u la
E'le CD'

{Suy ra BE' // A'C

Theo tinh chat 2 thi CE~ CE 12 CELAB viCE=A'D'
CD C|D|
B AB
C' 1

Hinh 6 Hinh 7



1.3. Phép chiéu thang géc

Phép chiéu thang géc 1a trudng hop riéng cua phép chiéu song song khi phuong chi¢u
vuong géc véi mat phang hinh chiéu.

Nhu vay, phép chiéu thang géc c6 day dl céc tinh chat dd néu & phép chi€u xuyén
tam va phép chi€u song song noi trén.

Ngodi ra, phép chicu thing géc con ¢6 mot tinh chat riéng dugc phat biéu nhu sau:

Ménh dé : Diéu kién at c6 va dti dé hinh chiéu thing géc clia mot géc vuong cling la
mot gée vuong 1a géc vuong dé c6 mot canh song song vdi mat phang hinh chiéu.

[

)

Hinh 8

Trén hinh 8, gia sir c6 géc AOB = 90° va canh OA// 9. Géc A'O'B' 12 hinh chi€u
thing géc cla AOB.

D& dang thdy ring OA vuong géc véi mit phang OO' BB va O'A’// OA

Suy ra O'A’' L O'B' hay géc A'O'B’ = 90"

Ngugc lai, néu géc A’O'B' = 90° 13 hinh chiéu thing géc clia géc AOB cé mét canh
song song v6i mat phang hinh chiéu thi ta ciing két luan géc AOB = 90°.
$2. UNG DUNG CUA CAC PHEP CHIEU

Trong k¥ thuat cdc phép chiéu dugc dung rong réi dé thiét lap cdc ban vé k¥ thuat
thuoc nhiéu linh vuc khac nhau nhu co khi, xay dung, kién tric, v.v..

Mot yéu cdu co ban chia cic ban v€ k§ thuat la tinh tuong duong hinh hoc, nghia lajtir
nhitng hinh biéu dién trén ban v€ nguoi ta c6 thé dung lai cac déi tugng dugc bicu dién.
N6i mot céch cu thé hon 1a ting véi mot diém trén ban vé 1a mot diém xédc dinh duy nhat

trong khong gian va ngugc lai.
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Vi vay trong méi phuong phip biéu dién cing véi viéc ng dung cdc phép chiéu
ngudi ta phai két hop nhiing céch khic nhau dé dam bao cho céc hinh biéu dién thoa
man tinh tuong duong hinh hoc.

M&i phuong phap biéu dién la mot ndi dung chia hinh hoc hoa hinh. Trén hinh 9 1a
mot s6 thi du minh hoa vé cdc loai hinh biéu di€n clia mét hinh hop chir nhat dugc xay
dimng tir cdc phép chi€u khic nhau.

Hinh 9a : Hinh chiéu phéi canh dugc xay dung tix phép chiéu xuyén tam.

Hinh 9b : Hinh chiéu truc do duoc xay dung tir phép chi€u song song.

Hinh 9¢ : Hinh chiéu thing géc duoc xay dung tir phép chiéu thiang géc.

Trong cudn sich nay trinh bay mot phuong phdp biéu dién duoc ing dung rong rai
nhat cho céc ban vé k§ thuat: phuong phép hai hinh chiéu thang géc.

8) b)

Hinh 9
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PHUGONG PHAP HAI HINH CHIEU THANG GOC

Chuong 1
BISU DIEN CAC YEU TO HINH HQC CO BAN

Khi ding phép chiéu thing géc dé xay dung hinh biéu dién cac yé€u t6 hinh hoc trong
khong gian lén mat phang, mudn cho céc hinh biéu dién d6 thoa man tinh twong duong
hinh hoc ngudi ta ding phuong phdp hai hinh chiéu thang géc ma hé théng chiéu dugc
xdc dinh nhu sau:

Trong khong gian l1ay hai mat phirig vuéng géc nhau lam hai mat phéng hinh chi€u
(hinh 10).

a) b) o)
y g
: 1|1
O ®
SRR S \ zcju =)
11 N ™
i 45° 45° P
2

I

$
Ksz
1
}32\

Hinh 10

I [ IV

« Mat phéng P, thing ding chia khong gian thanh hai nita: nifa trudc, nira sau. Goi la
mit phing hinh chiéu ding.

« Mat phang &, nim ngang chia khong gian thanh hai nira: nlra trén, nira dudi - goi la
mat phang hinh chiéu béang.

x =P NP, - goi la truc hinh chiéu.

« Hai phuong chiéu chinh s; va s, lan lugt vuéng géc v6i hai mat phing hinh chi¢u
S B

e Hai mat phang hinh chiéu chia khc‘)ﬁg gian thanh 4 phédn goi la cdc géc tu L, I1, IIL, IV
(nhu hinh 10) vi quy udc ring céc diém thuoc gc tu I & phia trude P, va phia trén P,.
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« Goi mat phang phan gidc cla nhi dién vuong (P, 9,) qua géc tu I va Il 1a 91 va
mat phing phan gid¢ qua gée tu IT va IV 1a Sin.
$1. BIEU DIEN PIEM

1.1. Cach xay dung hinh biéu dién cia diém

Gia sir trong khong gian d4 chon mot hé thong chi€u nhu trinh bay trén. DE xay dung
hinh biéu dién cha di€ém A bat ky (gia s & géc tu I ) ta lam nhu sau (hinh 11a).

a) CE b) / (Pﬂ = -CPZ

LA

> \ X N
s &
A
i

- )
| ek

A, Ay
Hinh 11

- Chi&u thing géc diém A 1én P, (theo phuong s,) ta c6 diém A,.
_ Chi€u phang géc diém A lén P, (theo phuong s,) ta c6 diém A',.
- Quay mit phing P, quanh dudng thing x (giao tuyén ctia | va &), sao cho nira trudc
ctia P, dén tring Vi nita dudi ctia P khi d6 di€m A, sEcovitdla Ay khiP, =)
« Dat mit phing P ;= &, tring véi mat phang ban vé duge nhu hinh 11b
DE dang nhan thay rang dudng thing n6i A, va A, vuong géc véi truc x. Ta c6 cic
tén goi sau:
A,- hinh chiéu ding ctia diém A.
A,- hinh chiéu bing cla diém A.
Dudng thing n6i A, va A, goi 1a dudng déng.
X- goi 12 truc hinh chi€u.
Cap diém (A, A,) goi la hinh biéu dién (hay do thifc) cia diém A theo phuong phdp
hail hinh chiéu thang géc.

12 J H';j VIEN



Két luan: Mot diém A bat k¥ trong khong gian dugc biéu dién bdi mot cap diém (A, Ay)
niim trén dudng thing vuéng géc véi truc hinh chidu. Nguoc lai, mot cap di€m (A, Ay)
thuoc dudng thing vuong géc véi truc hinh chi€u biéu dién diém A xdc dinh duy nhét trong
khéng gian.

Nhu vay, céc diém trong khong gian va hinh bidu dién tuong ting cta ching thoa mén
tinh tuong duong hinh hoc.

1.2. Hinh biéu dién ctia mot s6 diém c6 vi tri dac biét
Trén hinh 12 13 dé thic cia mot s& diém c6 vi tri dac biét so v6i cic mat phéng

. hinh chiéu.

Ey

AN,
ANY

AN,
A\Y

Hinh 12

-DiémBe P, c6B, =BvaB,ex
-DiémCeP,c6C,=CvaC ex
-PiémDexcé6D; =D, ex
_Diém E € 91¢6 E, va E, déi xing nhau qua tryc X.
-PiémF € GlIc6 F, =F,

1.3. Do cao va dé xa cla diém

Trén hinh 13 biéu dién diém A & gbc tu thir 1.

A A, : goila do cao clia diém A, la khoang cich tir A t61 mat phang hinh chiéu bang
,. Do cao nay dugc coi la duong khi A 6 phia trén P, (A, & trén truc x), dugc coi 1a am khi

A &dusi P, (A, dudi truc x), va do cao 1 bing 0 khi A € &, (A, thudce truc x).
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A, A, : Goiladoxacia A, la khoang cdch tir A t6i mat A
phéng hinh chiéu dimg 9.

Do xa nay dugc coi 1a duong khi A & phia truéc P, (A,
duéi truc x) dugc coi 1a am khi A & phia sau P, (A, d trén X D

truc x) va do xa bing O khi A € Epl (A, thudc truc x).

1.4. Hinh chiéu thé ba caa diém

Trong ky thut ngoai hai mat phing hinh chiéu P, va P, A
nhiéu khi ngudi ta con ding mat phing thit ba dong thoi
vuéng géc véi hai mat phing &, va 9, 1am mit phing hinh Hinh I3

chiéu thit ba con goi 12 mat phéing hinh chiéu canh va ky hi¢u 1a P,

CZ2 :
X A
Ay
b
Y
E, PN
A,
Hinh 14a

Goiz=P, N"Psvay=P,nP;.

Gia str ¢6 diém A trong hé thong 3 mat phang hinh chi€u nhu hinh 14a.

- Chiéu thing géc diém A len @, 9,, P taldn luot c6 cdc di€m A, A, Ay,

Quay &, quanh truc x tring vi & - sao cho nira trude P, tring véi nira dudi P
(nhu d3 biét) thi A', dén vi tr A, trén P
' Quay P, quanh truc z dén tring véi P| - sao cho nta trudc &, trung véi nita bén phéi

P,- diém A'; dén vi tri A, thude 2
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Khi @, =P, =P, va dat tring v6i mit phing =
ban vé ta c6 hinh 14b, & d6: AA; // x va At z Ay

A3AZ =A2AX .

A,: Goi 12 hinh chiéu thi 3 cia A hay hinh chi€u
canh cua A. : 7 A
Nhu vay, khi biét hai trong ba hinh chi€u thang
géc chia mot diém ta xdc dinh duge hinh chi€u con

lai cha diém dé.

Trén hinh 14b ciing chi ra cic cich xdc dinh Az A A, |
khi bi€t (A, Ay). - 6
§2. BIEU DIEN PUONG THANG

2.1. Hinh biéu dién ctia dudng thing

2.1.1. Puong thdng bt ky

Nhu di biét qua hai diém phén biét xdc dinh mét dudng thang duy nhat. Trén hinh
15, hinh chi€u thing géc clia hai di€m A va B thuoc dudng thang d la cdc cap diém (A,
A,) va (B,, B,). N6i cdc hinh chi€u ciing tén clia A va B ta dugc d, va d, lan luot 1a hinh

chi€u dimg va hinh chi€u bang ctia dudng thang d (hinh 15b). R6 rang d, va d, lan lugt
12 hinh chi€u thing géc clia dudng thing d len P, 8,

Vay hinh biéu dién ciia mot dudng thing bit ky trong khong gian 1a mot cap dudng
thing trén hinh biéu dién. Nhing dudng thing bét ky khong vuong géc v6i x goi Ia
duong thing thudng.

o P, b)
X
d —
2 B,
P
2 A
Hinh 15 ° .

15.



2.1.2. Cdc duong thdng song song véi mdt phang hinh chiéu
« Duémg mdt 13 dudng thing song song v6i mat phang hinh chi€u ding.
Trén hinh 16, biéu dién dudng mat m xdc dinh béi hai diém A va B.

Vim // P, nén hinh ci€u bang m, // x, d6 1a ddu hiéu dic trung clia dudng mat.

a) fy

b)

m;

B, 3 A B,

Hinh 16
Ta cling dé dang nhan thdy:
' Chiéu dai hinh chiéu ditng cua mét doan dudng mat bang chiéu dai that cla doan
thing dé trong khong gian.
A—IB! = |-A—B|

Géc hop béi hinh chiéu ding ciia dudng mat véi truc x bing géc nghiéng clia dudng

mat v6i mat phing hinh chiéu bang &,.
B =(m,, x)=(m, %)

« Duong bdng 1a dudng théng song song v6i mat phéng hinh chiéu bing

Hinh 17, biéu dién dudng bing b xdc dinh bdi hai diém C va D.

Vi b// P, nén hinh chiéu diing b, // x, d6 1a dau hiéu dac trung ctia dudng bang.

Ngoai ra, tuong ty nhu dudng mat ta cing thay rd rang la: chiéu dai hinh chiéu bang
clia mét doan dudng bing, bing chiéu dai that cua doan thang d6 trong khong gian.

C,D, = |_C_D|
Géc hop béi hinh chiéu béng clia dudng bang véi truc x bing géc nghiéng cua dudng
bing v6i mat phang hinh chiéu ding P

a=(byx)= (1,9
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a) ) ] b)
% Gi, oo D,
G by Dy
X 1 D ~N
C, N&
S b,
By R
\ DZ\
Hinh 17

« Duong canh la dudng thang song song voi mat phéng hinh chiéu canh, (nghia la né:
vuong géc vdi truc x). Hinh 18 biéu dién dudng canh c xéc dinh boi hai diém EvaF.

a) ‘ b) 7
9
E
E, 3
E, o
i N\ E,
E P,
B E
F, 3
F1 u\ X
X Ez y
E, 3 F3
F2 ‘(Pz FZ
y
Hinh 18

Pudng canh ¢ ¢6 hinh chi€u ding va hinh chiéu bang tring nhau trén moét dudng
doéng ding.

Pé xdc dinh mot dudng canh duy nhét phai ¢6 hinh biéu dién clia hai diém cu thé xdc
dinh dudng canh dé. Nhu dudng canh ¢ trén hinh 18b dugc xéc dinh bdi hai diém E va F.

Khi v& hinh chiéu canh clia mot doan dudng canh, ta ciling c6 chiéu dai that cia doan
dé va géc nghiéng cba dudng canh vdi cdc mat phéng hinh chiéu.

E,F, = , = (EF, 9)); B = (EF, %)

2.1.3. Céc duong thing vuéng géc véi mdt phang hinh chiéu.
« Puong thing chiéu ditng: La dudng thing vuong géc v6i mit phang hinh chi€u ding

(trudng hop riéng ciia dudng bang va dudng canh). UGN %!K!N"i DOP«NjVA iy GH HAN




Hinh 19, biéu dién dudng thing chiéu ding d, trén d6 4 hai di€ém A va B.
Dudng thing chiéu ding c6 hinh chiéu dimg suy bién thanh mot diém va hinh chiéu
bing 12 mot dudng thing vuong géc véi truc x va di qua diém suy bién néi trén.

ey y < A=B;=d,
A=B,
A - 2
B
X
T Wk
AZ
B, % "
Hinh 19

« Dutong thdng chiéu bang: 13 dudng thing vuong goc v6i mat phang hinh chi€u bing
(trrdng hop riéng clia dudng mat va dudng canh)
Hinh 20, biéu dién dudng théng chi€u bing /, trén d6 c6 hai diém C va D.

a) P b)

. Hinh 20

Pudng thing chiéu bang c6 hinh chi€u bang suy bién thanh mot diém va hinh chiéu
diing 12 mot dudng thing vuéng gbc Vvdi truc x va di qua diém suy bién dé.
- Duong théng chiéu canh 13 dudng thang vuong géc v6i mat phéng hinh chi€u canh
do|dé né song song véi truc x (trudng hop riéng cla dudng bang va dudng mat ).
Hinh 21, biéu dién dudng thing chi€u canh n, trén dé c6 hai diém E va F
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Dudng thing chiéu canh c6 hinh chiéu ding va hinh chi€u biang song song nhau va
song song vdi truc X, (n,//n,y//x)

Dudng thing chiéu canh ¢6 hinh chi€u thit ba suy bién thanh 1 diém.

a) b)

Ny

%

Hinh 21

2.2. Sy lién thuoc ciia diém v6i dudng thing

2.2.1. D6 véi cdc duong thang khong phdi duong canh

Vi phép chiéu bao tén sy lién thudc clia diém va dudng thang nén ta c6 thé phat bicu
trong phuong phap hai hinh chiéu thing géc nhu sau: |

Ménh dé: Diéu kién at cé va du dé mot diém thuoc mot dudng thang khong
phai dudng canh la cdc hinh chiéu ciia diém dé thudc cdc hinh chiéu cling tén clia
dudng thang.

Hinh 22, biéu dién diém A thuoc dudng thang n.

Hinh 23, biéu dién diém B thuéc dudng thdng chiéu ding d va diém C thuéc dudng
thing chiéu bing /.

’ B1Ed1 I
A/ - . |

Hinh 22 Hinh 23
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| 2.2.2. Déi véi duong canh

Nhéc lai ring dé xdc dinh mot dudng canh bao gid
cling phai cho trudc hai diém cta n6.

Ménh dé néu trén khong thoa man diéu kién du va
vi phép chi€u thang géc bdo toin ty s6 don cla ba
diém thing hang, nén ta c6 ménh dé sau:

Ménh dé:'Diéu kién it c6 va dii dé mot diém A
“thudéc dudng canh EF 1a ty s& don cla ba diém hinh
chi€u ding clia ALE, F bang ty s6 don cta ba diém
hinh chiéu bang cta chiing.

Trén hinh 24 biéu dién diém A thuoc dudng canh
EF, & d6:

A, e E\F; A, e E)F, 5 Ay € EsF;

Va: (E,F|A) = (E,F,Ay) = (E;F5A)

Dé lam sdng to van dé trén, xét vi du sau:

Vi du: Cho dudng canh PQ (P,Q,, P,Q,) va diém B,

&d6 B, € P,Q, va B, € P,Q,. Hay xét xem diém B c6

thudc duong canh PQ khong? (hinh 25).
Dé biét B c6 thuoc PQ khong, ta ldy trén PQ di€m
Asaocho A, =B,. T A, suy ra A, € P,)Q,.
RA _BA,
AQ AX

'C6 nhiéu cdch xéc dinh dugc A,.

Sao cho:

‘\Né’u ‘A, = B,, nghia 1a A = Bthi B € PQ. Néu A,

Khong tring v6i B, thi B ¢ PQ.
Trén hinh 25 diém B ¢ PQ
2.3. Vi tri tuong déi clia hai dudng thing

E, E,
A1 A3
FT F3
y
E;
A2
Fy
y
Hinh 24
P
A, =B,
Q
P,
A
B,
Q,
Hinh 25

Trong khong gian hai dudng thing khdc nhau c6 thé cat nhau, song song nhau hoac
chéo nhau. Tuy vi tri clia chiing so véi h¢ thong hinh chiéu thang géc ma ta xdc dinh vi

trf tuong d&i clia hai dudng thang.
2.3.1. Déi véi hai duong thdng thuong

« Diéu kién 4t c6 va dii dé hai dudng thing thudng cét nhau 12 céc cap hinh chiéu
clng tén clia chiing cat nhau tai cic diém ciing thuoéc mot dudng déng.
Trén hinh 26 13 hinh biéu dién clia hai dudng thing thudng a va ¢ cét nhau tai diém O.
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Hinh 26 Hinh 27 Hinh 28

« Diéu kién at c6 va da dé hai dudng thing thudng song song nhau la cdc cap hinh
chiéu clung tén cua chiing song song nhau.

Hinh 27 12 hinh biéu dién cta hai dudng thang d va / song song nhau.

G dé: d, // 1, déng thoi d, // L.

e Hai dudng thing thudng bat ky khong thoa man diéu kién cét nhau hay song song
nhau néi trén la hai dudng thang chéo nhau.

Hinh 28, biéu dién hai dudng thing p va g chéo nhau.

2.3.2. Mt trong hai duong thdng la duong canh d .

Gia st c6 hinh biéu dién clia dudng thang thudng d 3 > /

va dudng canh PQ (hinh 29).

Dé dang nhan thdy ring mot dudng thang thudng va 11/
mot duong canh khéng bao gid song song nhau. Nghia
la ching chi c6 thé cit nhau hay chéo nhau. Pé biét d Q
va PQ cit nhau hay chéo nhau ta 1am nhu sau: X
Goi I, =P,Q,nd, L=P,Q,nd,
Hién nhién I 13 mot diém thuoc dudng thing d e
Xét xem 1 c6 thuée dudng canh PQ khong ? o
Néu I e PQ ta néi d va PQ cit nhau 5 \
Neéu I¢ PQ ta néi d va PQ chéo nhau dy

Trén hinh 29, hai dudng thang d va PQ chéo nhau.
v e Hinh 29
2.3.3. Dot voi hai duong canh
Hinh 30a, biéu dién hai dudng canh AB va CD trén hai dudng déng khic nhau, do dé
hai dudng canh nay khong cét nhau ma chiing chi c6 thé song song hay chéo nhau.

Diéu kién 4t c6 va da dé hai dudng canh AB va CD song song'nhau la:




Tuy nhién, ta ciing c6 thé gia thiét AB va CD 1 song song nhau, dé kiém tra trén hinh
biéu dién hai dudng thing thudng AD va BC phdi cit nhau, n€u AD va BC chéo nhau ta
két luan lai gia thi€t ban ddu. Trén hinh 30a hai dudng thing AB va CD 12 hai dudng
thing song song nhau

a) b) Z
D, D,
A
Ay Az
c
g
I
3
4
8 4 C1 (33
1 Dy B
X : BS
X
D,
Ay
I
D, 2
B, Cy
) GRS
Hinh 30 :

Hinh 30b, biéu dién hai dudng canh trén mot dudng dong - trong trudng hop nay hai
dudng canh AB va CD luén cling thudc mét mat phang nén khong chéo nhau, ching chi
c6 thé song song nhau hay cét nhau.

Ta ciing c6 thé diing ménh dé trén dé xét vi tri twong ddi cia AB va CD. Ngoii ra, c6
thé v& hinh chi€u canh clia chiing dé c6 ngay két luan.

Hinh 30b, ta thdy A;B; cit C;Dj tai I; - nghia 12 AB va CD cit nhau tai L.

Néu A3B, // C;D; d6 Ia khi AB // CD.

2.4. Vét ciia dudong thang

Vét ciia dudng thing 12 céc giao diém clia dudng thang véi cdc mat phang hinh chiéu.

Gia sir trong khong gian ¢6 dudng thing d bat ky (hinh 31a) giao diém I clia dudng
thing d véi mat phing hinh chi€u ding &, dugc goi 1a vét diing cla dudng thang d. Giao
diém K ca dudng thing d v6i mat phing hinh chiéu bang 9, dugc goi 12 vét bang clia
duong thing d.

Hinh 31b, chi ra cich xdc dinh vét diing I va vét bing K clia mot dudng thing d ¢
hinh biéu dién (d,, d,).
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IEI.I ‘1' IELI i

dy d,
d
X K1 X K1 /
I
d2

Hinh 31

$3. BIEU DIEN MAT PHANG

dinh mat phang doé.
Mot mat phing bat ky ¢ thé dugc xdc dinh boi
3 diém khong thing hang, hai dudng thing cit
nhau, hai dudng thing song song nhau hay mot
diém va mot dudng thing khong di qua di€m d6.
Trén hinh 32 12 hinh biéu dién cla cdc mat

B,
3.1. Hinh biéu dién ciia mat phang
3.1.1. Mdt phdng bat ky A Cy
Trong phuong phap hai hinh chi€u thang géc
mbi mat phing dugc biéu dién boi cdc yeu 6 xdc
/

phing: & (A,B,C) , Nanc), R(m//m), S(K.d). Hinh 32a
b) o) 9
1 ”
a3 d, ;
Cy I d1
8
i} / h d;
/ K2

Hinh 32
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3.1.2. Cdc mdt phdng vudng géc véi mdt phdng hinh chiéu

o Mdt phdng chiéu dimg 13 mat phing vudéng géc v6i mat phang hinh chiéu ding,
hinh chiéu diing ctia né 1a mot dudng thing.

Hinh 33 biéu dién mit phing chiéu ding (ABC) hinh chiéu dimg cla ba di€ém A, B, C
12 A, B, C, thang hang.

5
B
B
¥ o
X B
C
Ay
Ay B, ;
2
B,
Hinh 33

Hinh chiéu ding clia mot mat phiang chiéu ding hop véi truc x mét géc bang géc
nghiéng clia mat phang d6 v6i mit phang hinh chi€u bang:

e Mt phdng chiéu bdng 1a mat phing vuéng géc v6i mat phang hinh chi€u bang,
hinh chi€u bing cia n6 1a moét dudng thang.

‘a) P b)
)/ E, : E
F1
F F,
D1 D1
o
X \
F2
A /
\ g - J/ &
E, D,
D, 9

Hinh 34

Hinh 34 biéu dién mat phing chiéu bing (DEF), hinh chiéu bing ctia 3 diém D, E, F
12 D,, E,, F, thing hang.
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Hinh chi€u bang cla mat phang chi€u bang hop véi truc x mét géc bing géc nghiéng
clia mat phiang dé véi mat phing hinh chiéu ding.

o = (D,E,F,, x) = (DEF, P))

« Mdt phdng chiéy canh 13 mat phéng vudng géc véi mat phing hinh chiéu canh do
d6 né song song véi truc x, hinh chiéu canh ctia mat phing nay la mot dudng thing.
Hinh 35 biéu dién 3 hinh chiéu thing géc cia mat phang chi€u canh (LMN) c6 dudng
thang MN // x.

g, ) FR

i L1
A 1 progs =
AT L, & /\ BAN, =M,
< TRE & " N
Lz
M2

Hinh 35

Hinh chiéu canh ctia mit phing chi€u canh hop véi truc z va truc x, hai géc phu nhau

1an luot 13 géc nghiéng clia mit phing dé véi mit phang hinh chi€u ding &P, va mat
phing hinh chiéu bing &,.

3.1.3. Cdc mdt phdng song song véi mdt phdng hinh chiéu

o Mdt phdng bdng 1a mit phing song song v6i mat phiang hinh chiéu bing (trudng
hop riéng clia mit phing chi€u ding) - Hinh chi€u ding ctia né 12 mét dudng thing song
song véi truc hinh chiéu.

Hinh 36 biéu dién mat phang biang (ABC), hinh chi€u ding cla 3 diém A, B, Cla A,
B,, C, thuoc mot dudng thang song song vdi truc x.

Hinh chiéu bang clia mét hinh phang thuéc mét mat phang bing cho ta do 16n that
clia hinh phing dé: AA,B,C, = AABC. |

e Mt phang mdit 1a mat phang song song v6i mat phang hinh chiéu ding (trudng hop
riéng clia mat phang chi€u bang).

Hinh chiéu bing clia né 1a mot dudng thang song song vdi truc x.
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a) y b)

Hinh 36

| Hinh 37 biéu dién mat phing mat (DEF). Hinh chiéu béing ctia 3 diém D, E, F1a D,,

E,, F, thuc mot dudng thang song song véi truc X.

Hinh chiéu ding ciia hinh phing thugc mat phing mat cho ta d6 16n that cla hinh
phing dé.

AD,E F, = ADEF

e Mdt phdng canh 12 mat phang song song v6i mat phing hinh chi€u canh do dé nd
vuong gbc véi truc X.
b)

a) 2
3
'/1} E, E,

' D
Fy P

Hinh 37

Mait phéng canh c6 hinh chi€u ding va hinh chi€u bang la hai duong thiang trung
nhau vi vuéng géc véi truc x. Hinh 38 biéu dién mat phiang canh (PRQ) c6 hinh chiéu
ding va hinh chi€u bang cta 3 diém P, Q,R1a P, Q,, R, vaP,;, Q5 Ry cung thuéc mot
dudng thang vuong géc véi truc X.

' Hinh chiéu canh cua mét hinh phing thudc mat phng canh cho ta d¢ 16n that cla
hinh phang dé.

A P3QsR;= APQR
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a) b)

R 1R; 9)3 R

N
Rz\\‘\ R,

Q

Hinh 38
3.2. Su lién thuoc cta diém va dudng thing v6i mat phing |
Trén day da nghién ctu su lién thuoc clia diém v6i dudng thang. DE bicu dién sy lién
thudc clia diém va dudng thing véi mat phing ngudi ta dua vao hai ménh dé sau:
- Mt ditong thing thugc mot mét phing néi diong thing dé cé hai diém thuge mdit phang.
- Mét diém thuéc mot mdt phdng néu diém dé thudc mor duong thing ciia mdt phdn.g
Vi du 1: Cho mat phing & (amc). Hay vé
trong mit phing ¥ mot dudng mat c6 do xa i
20 don vi. 1 Fom
Dudng mat m thudc mat phing P 1a dudng E,
théng song song véi mat phing hinh chiéu diing. " ¢,

Do vay, truéc hét v& hinh chiéu bing m,

clia m song song vdi truc X va cach truc x mot a,

doan + 20 don vi. 2
2

Trén hinh 39 v& m, cit a, tai E, va cat c, tai B F)

F, lan lugt déng lén a;va ¢, duoc E, va F, ta ¢6 0,
hai diém E va F thuéc mit phang &. Hinh chiéu Hinh 39
diing m, clia m 13 dudng thing E,F,
Tir céch v& mot dudng mat cla vi du trén ta 6 thé vé trong mat phing P mot dudng

thing bat k¥ nao dé (nhu dudng bang, dudng canh,...).

pifl



Vi du 2: Cho mat phing &P (A, B, C). Biét hinh B,
D

chi€u ding D, cia diém D € &. Hay v hinh chi€u >E1
bang D, ctia D. A, —

Vi D 132 mot diém cta mat phing &, nén qua

D, c6 thé vé mot dudng thing bat ky va coi d6 —

13 hinh chiéu ding ctia mot dudng thang thudc b5

@ Trén hinh 40 ké A,D, cét B,C, tai E, 12 hinh ]

chiéu ding giao diém E cda AD cit BC, suy ra Ay 7E2 =
E, € B,G,. 4

Vay D, la giao diém clia dudng déng ding vé
qua D, va ALE,.

Qua vi du 2, nhan thay néu biét truéc mot hinh
chiéu clia diém bat ky nao d6 thuoc mat phang da cho thi dé dang xdc dinh dugc hinh
chiéu con lai clia diém do.

3.3. Vét cia mat phiang

Trong hinh hoc hoa hinh ngoai cdc cich biéu dién mat phéng nhu da nél; trén, ngudi
ta con thudng biéu dién mat phing bdi céc vét clia né.

Cic vét clhia mot mat phing 13 cdc giao tuyén clia mat phing d6 véi cdc mat phang
hinh chiéu (hinh 41).

a) y

[~

(‘N TP

Hinh 41

Vét dimg cha mat phang P1a giao tuyén clia mat phing & véi mat phang hinh chi€u
dting P, va ky hieula ' P.

Vet bing ciia mat phing P 1 giao tuyén clia mat phang & v6i mat phang hinh chi€u
béng P, va ky hieu 1a? P
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Biéu dién mat phéng bing hai vét 12 cach biéu dién mat phing bdi hai dudng thang
céat nhau (hay song song nhauy).

Vi hai vét clia mat phing thuéc cidc mat phang hinh chi€u nén méi vét c6 mot hinh
chi€u tring v6i chinh né va hinh chi€u con lai trung véi truc x.

Vi du: Cho mat phing 9 (anc), hay v& o'P

céc vét chia mat phang P (hinh 42). J
1

Goi: I=an &,
J=cn &P,
D6 1a cic vét ding cha hai dudng thang a
vicnénlJ =@ n &P - vét ding cla mat

&

phang P

Goi:K=an P,

B)
H=zc¢rn 9

D6 1a cdc vét bing ciia hai dudng thing a K 2
vacnén KH =P n P, - vét bing clia mat )
phéng Hinh 42

Chit y: Hai vét cia mat phéng cat nhau tai
mot diém thuoc x (hodc song song nhau va song song vé6i x khi mat phang 1a mat phéng

chiéu canh, hinh 43).
Mat phéng chiéu ding R c6 vét bang vuong géc véi truc X, mat phing chiéu bang )

¢ vét ditng vudng géc véi truc x, hinh 44.

B
ve 'R i
)

X Rx :

SJ(
V'Y .
TR TS
Hinh 43 Hinh 44
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Chuong 2
CAC BAITOAN CO BAN

Trong chuong nay gidi thiéu nhimg bai todn ve vi tri va nhiing bai todn vé luong trong
pham vi céc y&u t& hinh hoc co ban la diém, dudng thing, doan thing, mat phing, hinh

phing, géc... Goi 12 cdc bai todn co ban.

§1. NHONG BAI TOAN VE VI TRI

& day, xét hai bai toan vi tri co ban 1a:

- Xéc dinh giao diém cia dudng thang v6i mat phéng.

- X4c dinh giao tuyén clia hai mat phéng.
1.1. Céc truong hop dac biét

D6 13 cc bai todn cho truée hai mat phing hay mot mat phing va mot dudng thing
ma mot trong hai yéu t6 da cho cé vi tri dac biét.

Bai todn 1: Cho mat phing & (anc) va
dudng thing chiéu ding d. Hiy xdc dinh
giao diém cla dudng thing d véi mat
phing &P (hinh 45).

Vi d 12 dudng thang chiéu dimg, do dé giao
diém I cia d véi P cé hinh chiéu ding I, =d, va

I cdn 12 mot diém clia mit phing &P, dé dang

suy ra L, khi da biét I,. Hinh 45, v& qua I,
dudng thing E,F;, & d6 E,e a; va F e ¢,
lan luot 12 hinh chi€u ding cta hai diém E
va F thuoc a va c. Hinh chiéu bang cla giao

Hinh 45

diém I can x4c dinh 12 I, = E;F, N d,.

Cap diém (I, I,) biéu dién giao diém I clia d v6i &
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Bai todn 2: Cho mat phang chiéu ding R (A, B, C) va dudng thang d bét ky. Hay xéc
dinh giao diém cda dudng thing d véi mat phang R (hinh 46).

Vi R (A, B, C) 1a mat phing chiéu ding, do d6 giao diém I clia dudng thing d véi
mat phang R c6 hinh chiéu dimg I, = (A;B,C)) N d,

Tul, suyral, € d,.

Cap diém (I, L) biéu dién giao diém I ctia d v6i R (ABC).

d, C1/

Hinh 46

Bai toén 3: Cho mit phing P (a,c) va
mit phing chiéu ding R (0, R, T, R) DR
Hay xdc dinh giao tuyén cia hai mit K,
phéng da cho (hinh 47). 3
Theo bai todn 2, dé dang tim dugc I
céc giao diém I va K cla hai dudng .

thing a va c (thuoc &) v6i mat phing a,
chiéu ding QR. I /

Vay IK 1a giao tuyén hai mat phing Q@
da cho:

Cy

— P [
IK=%ntk Hinh 47
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1.2. Tong quat

D6 12 hai bai todn vi tri co ban ma cdc yéu t6 cho trude khong cé gi dac biét, ching o}

vi tri bét ky trong khong gian.

Bai todn I: Cho dudng thing d vamat phing P (a N ¢)
bat ky. Hay xac dinh giao diém clia dudng thang d véi mat
phéng <.

& day, nhic lai trinh ty gidi bai todn trong hinh hoc
khong gian phd thong.

PE 6 giao diém I clia dudng thing d véi mat phing P .

- Qua d dung mot mat phing R nao dé.

- VE& giao tuyén clia mat phing R véi mat phang &

I=RnN9.
- Tim giao diém I cla giao tuyén ndi trén voi duong

thing d. D6 chinh I3 giao diém clia d véi P.

Hinh 48a

Ung dung 3 budc néi trén vao d6 thic cla bai todn 1, biéu dién cach giai bai todn, O

d6 mat phing dung qua d 12 mat phang chi€u ding Rmen R,= d, (R goi la mat phing

phu trg).

€y

E1
7
&
EZ

Hinh 48b
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Giao tuyén chia mat phing phu trg R v6i mat phing &P duge xédc dinh dé dang (con
goi la giao tuyén phu)
EF=Rn

Giao tuyén phu trg EF va dudng thang d cling thudc R cét nhau tai L.
L, =E,F,nd,suyral,ed,

Cap diém (I,, I,) biéu dién giao di€m I cla d v6i P

Bai todn 2: Cho mit phing 9 (anb) va mat phang 2 (m//n) bt ky. Hay xdc dinh
giao tuyén clia hai mat phing da cho.

Hai mat phing 9 va 2 ma khong song song nhau thi ching ct nhau theo mot
dudng thang /.

Pé xdc dinh dudng thing 12 giao tuyén cua hai mat phing & va & phai tim dugc hai

diém chung cla chiing.
Muén ¢6 mot diém chung clia hai mat phéng c6 thé 1am theo mot trong hai cach sau day:
Cdch thit nhdr: Xéc dinh giao diém ctia mot dudng thang thudc mat phéang nay véi
mat phéng kia (Bai todn v& giao diém clia dudng thing v6i mat phang da biét). Hinh

49 céc diém 1 va 2 1a giao diém clia a va b véi 2, cdc diém 3 va 4 1a giao diém cla m

vin véi P . Cic diém 1, 2, 3, 4 déu thudc giao tuyén cua Pvsi Q.

{D |
a
Lp

3

c

4

./p
bzt

Hinh 49
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Cdch thit hai: Cit ca hai mat phang & va £ béi mat phing R.

Gia st k va h 1an luot 12 giao tuyén ctia R véi P va L (hinh 50). Hai dudng thing k va

h cit nhau tai diém I 12 mét diém chung clia hai mat phang P va Q.

Hinh 50

' Trén hinh 51 biéu dién 15i giai bai todn theo cdch thi hai, & d6 v& mat phang chi€u
diing R ¢6 hinh chiéu ding 1a R |.

& % m, n,
(P
R
c, T
E; I
1 4
4y T
//
™
my o
\ o i
1,
S\ n;
—— F
CZ D2 £
)
8

Hinh 51
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Céc diém C, D, E. F l4n luot 12 cic giao diém ciia a, b, m, n véi R. Nghia la:
CD=RNP va EF=RN2
Hai dudng thing CD va EF cét nhau

tai diém I 12 diém chung thit nhat cia ¢

va &
Pé ¢6 diém chung thi hai J thuc hién
lan nifa tuong tu nhu trén.

=92

Hinh 52 biéu dién hai mat phing & va

9 bdi céc vét clia ching.
Viéc v& giao tuyén MN cla hai mat
phing dugc thdy rd trén hinh vé

MN=%n92

Hinh 52

1.3. Xét thdy - khuat trén do thirc

P& lam tang tinh truc quan cho hinh biéu dién theo phuong phdp hinh chiéu thing
géc; ngudi ta thudng bi€u dién sy thay - khuét trén cac hinh chiéu dua trén hai quy ugc
sau day:

- Khi xét thdy - khuat trén hinh chiéu ding, mit ngudi quan sat duoc coi la g diem vo
tan cia phuong chiéu ding, va khi xét thay khuat trén hinh chi€u bang thi mat ngudi quan
sat coi 12 & diém vo tan clia phuong chi€u bang.

- Cdc mat phiang hinh chiéu va cdc doi tugng duge biéu dién coi la duc (khéng

trong sudt).

3) Sre b)
c, C
Si. G
A=B, % B AT !
D‘. D A1EB1
A |
A, B .,
B, C,=D, B,
C,=D,
Ay
Hinh 53



Tir hai quy uéc trén dan dén két luin sau:

- V6i hai diém cling tia chi€u ding, diém nao cé do xa 16n hon (gin mét ngudi quan
sdt hon) 1a thay trén hinh chiéu ding (diém con lai bi khuat).

- V6i hai diém cing tia chi€u bang, diém ndo cé do cao 16n hon 1a thdy trén hinh
chiéu bang.

Trén hinh 53, biéu dién hai diém ciing tia chiéu ding A va B, diém A c6 do xa 1én
hon nén A, thay, B, bi khuat.

| Hai diém C va D ciing tia chi€u bing, diém C c6 do cao 16n hon nén C, thdy, D, bi

che khuat.

Vi du: Cho hai hinh phing (ABC) va (DEFG). Hiy v& giao tuyén hai hinh phing dé

va xét thdy - khuat trén cdc hinh chiéu. E
Trudc hét vé giao tuyén hai hinh phang. F1
I=DE n (ABC) : = g

K =FGn (ABC)
IK = (ABC) n (DEFG)

Xét thay khudt trén hinh chi€u ding:

Xét hai diEm M va N
| C6M, =N,, &d6 MeAB va NelE
| Trén hinh 54 diém N cé d6 xa 16n hon D, I G B,
nén N thdy trén hinh chi€u ding cho két Mz/ }./ "\
qua nhu hinh veé. i . \
Xét thdy - khuat trén hinh chiéu bang: ‘ |\ é____.-—-—?KZ \
Xét hai diém Pva Qc6 P,=Qy 6 A , S ot G
dé P € AC vi Q e KF. Trén hinh 54, \ o e
diém Q c6 do cao 16n hon nén Q thdy B
trén hinh chi€u bing - két qua thdy rd it 5

nhu hinh vé.

$2. NHONG BAI TOAN VE LUONG

Bai todn vé luogng 13 bai todn xét vé do 16n cia céc hinh, nhu chi¢u dai mot
doan thang, d¢ 16n mot géc, do 16n mot hinh phing, v.v... Dé giai nhitng bai todn
3 ~ . 2 - i . . 3 2 ~ 5 2 A
vé lugng cdn bié€t cdch xdc dinh chiéu dai mot doan thang, vé dudng thang vudng

gdc v6i mat phang...

]
{-m
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2.1. Xac dinh chiéu dai mot doan thang

Bai {odn: Cho doan thang AB (A B,, A,B,) bt ky hdy xdc dinh chiéu dai that cia
doan thang AB.

Trude hét, trd lai viéc thanh 1ap d6 thifc cta doan AB. Trén hinh 55a, chiéu thing géc
doan AB lén mat phing hinh chiéu ding ¢’ | dugc doan A B,. Trong hinh thang vuong
A,BBA v& BA, // AB; duoc tam gidgc vuong A AB c6 mot canh géc vuong
-B,B, (ABlacanh

A,B = A B, va canh géc vudng con lai AyA =AA, -BB, =A,A,

huyén cuia tam gidc vuong do).

'(P{/ ” B1

Aﬁ
Al

A‘I
r
AL Ah
p
Ay

Bt

Ay 5

Hinh 55a Hinh 55b
Vay, chiéu dai doan AB la canh huyén mot tam gidc vuéng ma mot canh goéc vuong
bing hinh chiéu dimg cua AB la A B, va canh g6c vudng con lai bing hiéu do xa cua
hai diém A va B.

Hinh 55b. chi ra cich v& chiéu dai doan AB: V& A|A’ "1AB,. sao cho A, A A*=|Al

(hiéu do xa clia A va B) chleu dai thatcia ABla A "B,

Viéc vé chiéu dai thit cia AB nhu trén déng thoi cho do 16n goéc nghiéng cua du'o‘no
thdng AB vé6i mat phang hinh chi€u dimg.

o= (AB,, A*B)) = (AB, D).

Lap luan tuong tu nhu trén, trong hinh thang vuéng A,B,BA, v& AB, // A,B, dugc
tam gidc vuong ByBA ciing c6 két luan sau: Chiéu dai doan AB la canh huyén mot tam
gidc vuong ma mot canh géc vuodng bing hinh chiéu bang ctua AB la A,B, va canh goc

vuong con lai bing hi¢u do cao clia hai diém A va B.



Hinh 55b, ciing chi 16 cach vé chiéu dai that cia AB: V& B,B" L B,A, sao cho

B,B *= Ah (hi¢u d6 cao cha A va B) chieu dai that cia AB A B*A,

]3 = (AzB*, Asz) = (AB, 9)2)

Al

Py

Ah : ﬂz ol

Ag

—-’Cz

Hinh 56 Hinh 57

Vi du 1: Xic dinh chiéu dai doan PQ va géc nghiéng cia dudng thang PQ véi céc
mat phing hinh chiéu. Tren hinh 56 biéu dién diém P cé do cao, do xa duong va diém Q

c6 do cao, do xa déu la am
Viéc xac du}h hiéu d9 ¢ao Ah va hiéu do xa Al clia hai diém P va Q thdy rd trén hinh Vve.
Chiéu di‘that ciia PQ la a P,Q, = P*Q,
o= (POQ] 3 PIQI) = (PQ, ‘C—P],)
B=(P*Q,,PQ)=PQ Py
Vi du 2: Cho dudng thing d. Hay xdc dinh trén dudng thing d diém B ding céch
diém A e d cho truéc mot doan biang 15 don vi (hinh 57).
Trén hinh v&, 1y diém N e d bat ky va xéc dinh chiéu dai thatcia AN 1a A\ N*
Lay trén A,N* diém B"sao cho A B* = 15 don vi, tir B* ké vuong géc véi d, tai B,

suy ra B ;€ d,.
Nhu vay, B 1a mot diém thuoc dudng thing d cdch A mot doan 15 don vi. Bai toan
con nghiém thit hai 12 diém C d6i xing véi B qua tim A.
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2.2. V& duong thing vuéng géc v6i mat phing
a) D6i voi cdc mdt phdng chiéu
« Dudng thing vuong géc v6i mat phang chi€u ding la dudng mat. Hinh 58, biéu dién
dudng mat di qua diém A vuéng gdc vdi mat phing chiéu ding R.
A, e m LUK A,em,//x
Dudng thing m cit mit phing R tai H. Chicu dai A H, 12 khoang céch tir diém A

dén mat phang chiéu ding K.

A, V'R

'S
b, H, A
H,
m,
™y
N
b2
m,
A, H, H,
S
TR ,
A,
Hinh 58 Hinh 59

- Dudng thing vuong géc v6i mat phing chiéu bing 1a dudng bang.
Hinh 59, bidu dién dudng bing b di qua diém A vuéng géc v6i mat phang chiéu bang S.
A eb/x; Aeb LTS

Pudng thing b cit mat phang S tai diém H.

Chiéu dai A2H2 13 khoang céch tir diém A dén

mat phéng chi€u bing &. H, )
U «

- Dudng thing vuong géc véi mat phing
chiéu canh (mit phang song song véi truc x) 1a H,
dudng canh. VRO

Hinh 60, biéu dién mat phing chi€u canh 2

,?\}1(, \]2(‘ s 4:2 X
c6 O QO Q)) x va diém A(A}LA,). o ap
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Dé vé qua A dudng canh vudng géc vdi mat phing & ta vé hinh chiéu canh cia A va
13 A, vaTP. Qua A, ke dudng théng vuong géc véi P2 tai H; - d6 12 hinh chi€u canh
chan dudng vuong géc ké tir A t6i 2.

Tix H; suy ra H,va H, trén dudng déng cia A. AH la dudng canh vuong g6c vGi mat
phing . Chiéu dai A,H, 13 khong céch tir diém A dén mat phang //x.

b) Déi véi mdt phdng bdt ky

Gié sl c6 mot mat phang &P bat ky (hinh 61); goi d 1a dudng thing vuong géc véi &P
thi d vuéng géc véi moi dudng thing clia mat phing &.

Ngh’fa 1a‘dudng thang d vﬁéng géc véi dudng bang b va dudng mat m clia mat phing
@ theo tinh chat ciia phép chiéu vuong géc thi:

Vid Lmnénd,Lm, vavid.L bnénd, L b,

Vay c6 ménh. dé sau: Diéu kién 4t c6 va di dé dudng thing d vuéng géc vGi mat
phéng P (khong song song, véi truc X) 12 hinh chi€u dimg d, cta d vudng géc vdi hinh
chigu ding m, clia dudng mat m e P déng thoi hinh chiéu bang d, clia d vudng goc voi
hinh chiéu béng b, cia dudng bing be P

g VP

my

DY

e Yy

b,

d, -‘(\)297

e

Hinh 61 Hinh 62
Trén hinh 62, bidu dién dudng thing d vuong géc véi mat phing &, &d6 d, L m, va
d,|.L b,
Vim, //T'Pva b, // TV *Pnen ta ciing c6:
d1Ps5d, LD va d, LT?P
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Vi du 1: Cho mat phing R(p, q). Qua diém A vé dudng thang d vuong géc v6i mat
phing Q.

Trudc hét, vé trong miat phing R mot dudng bing b va mot dudng mat m. Hinh 63
dudng bang b x4c dinh boi 1 va 2, dudng mat m x4c dinh bdi 1 va 3.

Qua A, v&d; L m,

Qua A,vEd, L b,

Cap dudng thing (d,, d,) biéu dién dudng thing d di qua A va vuong géc véi &

Biét cich vé dudng thing vuéng géc véi mat phang, cling vé dugc mat phiang vuong
gbc v6i dudng thang.

d
1 [1
A, _

A, by
< L
1 2 by
\
Py q
1 m,
) A, / bz\ ;
pz / 22 2
my
Ty \12 3 : m,
4z A,
h

Hinh 63 Hinh 64

Vi du 2: Cho dudng thang ! (;, I;). Qua A xdc dinh mat phing £ vuong géc véi
dudng théng L.

Qua A v& hai dudng thing ciing vuoéng géc v6i dudng thing /, ching s& xac dinh mat
phéng & can vé. Hinh 64 v& mét dudng bing b di qua A c6 b, L [, va mét dudng mét m
diquaAcom, L/,.

Q®,m)L!
2.3. Mot s6 bai toan lugng -

Bai todn thir nhdt: Cho mit phing & (BCD) va diém A. Hay xac dinh khoéng céch tr

A dén P (ABO).
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Pé x4c dinh khoing céch tir diém A dén
mat phing & thuc hién nhu sau (hinh 65).

- Qua A v& dudng thing d L &.

- Tim giao diém ctia dudng thang d véi
mat phing P.

H=dn?.

- Vé chiéu dai that doan AH, d6 la
khoéng céch tir A dén .

Trén hinh 66 vé dudng bang BE va dudng
mit DF clia mat phang &.

Qua A, véd; L D|F,

Qua A, vé d, L B,E,

Mit phing phu trg chiéu ding R chia
dudng thz{ng d cir mat phing & (BCD) theo
giao tuyén phu IK - dudng théng IK cat d tai
H 12 giao diém ciia d véi P (BID).

H, = LK, d, > H,e d,

Dung tam gidc vuong A A*H; c6 mot
canh géc vuong 1a A H, va canh géc vudng
con lai A;A* bang hiéu d¢ xa cia A va H.
A*H, 1a chiéu dai that cia AH, d6 chinh
la khodng céch tir diém A dén mat phang
P|(BCD).

Bai todn thit hai: Cho dudng thang d va
diém A. Hay xdc dinh khoang cach tix diém
A dén dudng théng d.

Pé xéc dinh khoang cdch tir A dén duong
théng d 1am nhu sau:

- Qua A dung mat phing R vuong géc véi d.

" :
d
H
G |
|
Hinh 65
G
Fy
1
B‘L 4 \iZL
1
W :
B, K
i:2

C,

Hinh 66

- Tim giao diém cita dudng thing d v6i mat phang %,

K=dnR
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- V& chiéu dai that doan AK, dé Ia
khoang cich tir A dén d (hnh 67).

Trén hinh 68 mat phing R dugc xdc

dinh boi dudng bing b va dudng mat m vé Q

qua A va vudng géc voi d.
Mt phéng phu trg chiéu ding C di qua d

cét R theo giao tuyén phu EF cho giao di€m

K chia dudng théng d véi mit phang K. Hinh 67
V& tam gidc vuong A,A*K, vuong tai A, c6 canh A,K* bang hiéu do cao hai diém

A va K chiéu dai A*K, 13 khoang céch tir A dén dudng thang d.

4,- 6,
A E, b,
Ah
K
i N M
N L
E;
Ka
At
My
AQ FZ \
b, d,
Hinh 68

Bai todn thir ba: Xic dinh do 16n géc nghiéng clia dudng thang d va mat phang
P cho trusde.
Géc cha dudng thing d va mat phang P1a géc hop bdi dudng thang d va hinh chiéu
thing géc cta d lén &P (hinh 69a).
a=(d,P=(dd)
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a) b)

7

Hinh 69

C6 thé thuc hién bai todn nhu sau:
- X4c dinh giao diém I ctia duong thing d v6i mat phing &.
- Tir diém Med vé dudng thing / L P

- X4c dinh giao diém H ctia / v6i &.

- D6 16n o = MIH tim duoc bing cach dung tam gidc vuong HIM nhd chiéu dai that
ctia cic canh.

Trén hinh 69 biéu dién mat phing P (0'P,1%P) va dudng thang d cit Prai L.

Tir Med vé& dudng thing / L & bang céch:

Qua M, vé [, LV 'Pva qua M,vé [, LT*P.

Trén hinh chi 16 céch xdc dinh H=/n9P

Pudng thing IH Ia hinh chiéu thing géc clia dudng thing d 1én mit phang iy

Ban doc tu x4c dinh chiéu dai that cua hai trong ba canh tam gidc vuong HIM (vudng
tai H) dé dung d6 16n that géc o = MIH..

Dé dang nhan thay ring géc B = (d, /) 1a gbc phu cla géc a.

Bai todn thir tw : Cho hai mat phing & va 9, x4c dinh do 16n gbc nhi dién phing
(9. 2.

Do 16n géc nhi dién phing (P, Q) bing géc hop bdi hai dudng thang vé qua mot diém
bt k¥ trong khong gian 1an lugt vuéng géc véi hai mat phang da cho.
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0=F Y=
Gdéd LPvalLQ
Hinh 70b, biéu dién hai mat phing & va £ bdi cdc vét clia ching. Tir diém E bat ky
v& duong thang d L 9 va dudng thing / L Q.
Ldy trén duong thing d diém A va ldy trén dudng thing / diém B sao cho AB la

dudng bing (hay dudng mat).
Ban doc tu xdc dinh hinh that clia hai canh EA va EB dé dung do 16n that tam gidc

EAB. D¢ 16n géc tai E 1a do 16n géc nhi dién phang (P, 9).

’ ! 1 L)
' :
&
p gy B,
Q i
/ ; :
! \
d \
E
E
dZ
Ay
£
Hinh 70
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Chuong 3
CAC PHEP BIEN POI HINH CHIEU

Khi gidi nhitng bai toan vé vi tri hay vé luong céc d6i tuong cho trude 6 vi tri tong
quat thudng din dén 15i gidi dai, hinh v& phic tap. D¢ don gian hon ngudi ta thuong dua
bii todn dén cac trudng hop dic biét bing cdch bién d6i hinh chi€u cla ching.

$1. PHEP THAY MAT PHANG HINH CHIEU
1.1. Phép thay mat phang hinh chiéu diing

Trong hé théng hai mat phing hinh chi€u (P,, P,) ban déu, diém A dugc biéu dién
béi cap diém (A, A,). Ta néi thay mat phang hinh chi€u ding, nghia la git nguyén mat
phing hinh chiéu bing %, vi chon mat phing & ndo d6 vuong géc véi P, 1am mat
phéng hinh chiéu ding méi.

Truc hinh chiéu méilax' = & NP,

a) y b)

Ay

P!

Hinh 71
Goi A!la hinh chiéu thing géc ciia A lén & va sau khi quay &P quanh x' tring v6i
P dé quay P, tring v6i P 6 dé thic cé hai hé théng nhu trén hinh 71b.

46 L

ny

- M

0 S



Vay, khi thay mat phing hinh chi€u ding, hinh chigu bing A, clia diém A khong
thay ddi, véi truc hinh chi€u méi x' da chon ta ¢6 hinh chi€u ding méi A; cla A sao
cho do cao clia A trong hé théng méi bang do cao ciia A trong hé thong ban dau.

Hinh 71b, vé tir A, dudng déng vuong géc véi truc x' dd chon va ldy A| sao cho

ATA.=AA,.
Vi du 1: Xac dinh giao diém clia dudng canh PQ véi mat phang ABC.
X

B1

1 &

1 ¢
A1/ D1

Hinh 72

Bai todn giai quyét dugc dé dang néu (ABC) la mat phéng chi€u. Hinh 72 bi€u dién
phép thay mit phang hinh chi€u ding dé trong hé théng mdi (ABC) la mat phang chiéu
diémg. Muon vay, phai chon mat phang hinh chi€u ding méi dong thoi vuong goc v6i

(ABC) va &P, nghia la né phai vuong géc vé6i dudng bang AD ctia (ABC).
Trén do thic chon truc x' L A,D,.
V& hinh chiéu ding méi clia A, B, C, P, Q ldn lugt Ia A],B},C;, P/, Q|- §d6 A},B;.C;

thang hang.
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' Hinh chiéu ding méi clia giao diém [ =PQ N (ABC) la :
¥ =P Qimi(A] BrCpTn Iy 1
Vi du 2: Cho diém A (A, A,) va vét biang (?P clia mat phing &. Hay xéc dinh vét
ding cla P Biet A cach P mot doan 15 don vi.

V'

7(\111‘(]7

'y
Hinh 73
Trén hinh 73 bidu dién phép thay mat phing hinh chi€u diing dé trong hé théng m&i
@' 1a mat phang chiéu ding. |
Chon x' L (PP tai Px'.
Vét diing méi cia P la dudng thing di qua P, va ti€p xdc véi dudng tron tam Aj
(hinh chiéu ding méi chia A) béan kinh 15 don Vi.

Tix vét dimg méi clia P suy ra vét ding P cta & hé thong ban ddu.

| Bai toan c6 2 nghiém khi P A] > 15don vi
Bai toan c6 1 nghiém khi P.A] =15 donvi
Bai todn vo nghiém khi P A| <15 don vi

Ban doc tu lién hé véi mot bai todn hinh hoc khong gian: Qua mét dudng than g cho
tiude x4c dinh mat phang tiép xdc véi mat cdu tam O bén kinh r.

i THU VIEN
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1.2. Phép thay mat phing hinh chiéu bing

Tuong tu nhu trén, thay mat phang hinh chi€u bing la gilt nguyén mat phing hinh
chi€u diing P, chia hé thong ban diu va chon mat phing &, nao dé vuong géc véi P, 1am
mit phing hinh chiéu bing méi.

Truc hinh chiéu méi x'=P,n P,

a) ¢ P| / b)

P

Hinh 74
Goi A, 12 hinh chiéu thing géc clia A lén &) va sau khi quay 9 quanh truc x' tring
véi P, ¢ dé thic ca hai hé théng nhu trén hinh 74b.
Khi thay mit phéng hinh chi€u bing hinh chiéu ding A, cta diém A khong thay déi,
véi truc hinh chi€u méi x' d3 chon ta ¢6 hinh chiéu bang méi A, cla A sao cho do ){a
clia A trong hé théng méi bang do xa ciia A trong hé thong ban dau.

Hinh 74b vé tir A, dudng ddng vudng gbc vdi truc x' di chon va ldy A} sao cho

AA,. =AA, .

Vi dy 1: Cho dudng thing AB (A,B,, A,B,). Hay xéc dinh chiéu dai cia AB va géc
nghiéng clia né véi mit phang hinh chiéu diing.

Néu AB 12 mot dudng bing thi hinh chiéu bing clia né 12 chiéu dai that doan AB va
géc nghiéng clia AB véi mat phang hinh chi€u ding bing géc hop béi hinh chiéu bing
ctia dudng bing vdi truc hinh chiéu.

Hinh 75 biéu dién phép thay mat phéng hinh chi€u bing dé trong hé théng méi AB fa
dudng bang.

Chon x' // A,B, va v& hinh chi€u bang méi clia ABla A; B;.
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8- 7
a=(AB, §)=(A}B,, x)
Vi du 2: Cho tam gidc ABC thuoc mit phang chiéu ding R. Hay xéc dinh tam vdng |
trdn ngoai ti€p tam gidc ABC.
Tam vong tron ngoai ti€p tam gidc ABC la giao diém céc trung truc ciia ba canh tam
giac ABC.
Thay mit phing hinh chiéu bang dé trong hé thong méi R (ABC) la mit phing bing.
Trén hinh 76 chon x'// A,B,C, va v& hinh chi€u bing méi ciia ABC1a A;B;C;.
Tam gidc A,B,C, bing do l6n that cia ABC nén dé dang v& dugc tam vong tron
ngoai ti€p A A}B,C; 1a0;. Tt O] suy ra (O; O,) biéu dién tam vong tron ngoai ti€p

tam gidc ABC.
B,

|

\ Ry B
o
.
lA1
X
B1
4
.
X ke 2
A E;
A, 0,
B, B,
Hinh 75 Hinh 76

1.3. Thay lién tiép cic mat phang hinh chiéu

Khi thay mot 14n mit phing hinh chiéu c6 thé:

- Bién duong thing bat ky thanh dudng bing hay dudng mat.

- Bién dudng bing (hay dudng mat) thanh dudng thang chiéu ding (hay dudng thing
chi€u bing). Ciing c6 nghia 12 c6 thé bi€n mot mat phang bat ky thanh mat phéng chi€u
dimg (hay mat phing chiéu bang).

- Bién mat phang chiéu ding (hay mat phang chi€u bang) thanh mat phing bing (hay

mat phing mat).
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Tir d6 suy ra ring néu thay lién tiép hai l4n cdc mat phing hinh chi€u c6 thé bi€n mét
dudng thing bat ky thanh dudng thing chi€u hay bién mét mit phing bat ky thanh mat
phang song song v6i mit phang hinh chiéu.

Vi du: X4c dinh tam vong tron noi tiép tam gidc ABC cho trude.

B,

Hinh 77

Hinh 77 bi€u dién viéc thay lién tiép hai l4n cc mat phing hinh chi€u dé dua tam
gidc ABC & vi tri bat ky thanh vi tri mat phing bing & hé thdng cuéi ciing dé vé duge
tam vong tron ndi ti€p tam gidc ABC.

Trudc tién chon truc X' vuéng goe véi hinh chiéu bing A,D, clia dudng bang AD € ABC
dé (ABC) tr& thanh mat phing chiéu ding (thay mat phéng hinh chi€u ding) trong hé
thng tht hai. Sau d6, thay mat phing hinh chiéu bang & h¢ thong thi hai d& (ABO) 1a
mit phing bang & hé thong thit ba.

Chon x"// A/B.C, va do do xa cdc diém & hé thong thit hai dé v& hinh chiéu bang méi
a A'BIC". |

V& O, la tam vdng tron noi tiép tam gidc AJB5C; chinh la hinh chiéu bing méi cla
tdm vong tron ndi ti€p ABC.

T O;— O, - 0, —> 0,

Trén hinh 77 diém O dugc gin vao dudng phan gidc CE.

51



§2. QUAY MOT HiNH PHANG QUANH DPUONG BANG HAY PUONG MAT
CUA NO

Nhitng bai toin vé lugng trong mit phing duoc gidi quyét dé dang khi mat phing d6
song song v6i mat phang hinh chi€u.

O day nghién ctu cdch quay mot mat phing bat ky quanh dudng bing (hay dudng
mat) chia né dé dua mat phiang &y dén vi tri song song véi mat phing hinh chiéu bang &,
(hay song song véi mat phing hinh chiéu ding &P)).

2.1. Quay mét diém quanh mét duong thang

Quay diém A quanh duda,, lhfing.d mot géc ¢6 huéng |a|d€:'n vi tri A’; nghia 1a xdc
dinh diém A’ sao cho thoa man céc diéu kién sau day:

- A va A’ ciing thuéc mit phang R vuong géc véi dudng thing d.

- Khoang cich tii A’ dén dudng thing d bang
khoang cich tir A dén d.

OA = 0A’ (O 12 giao diém cliad véi R)

- Géc AOA' = |&|
0

Puong thang d goi 12 truc quay. & '
(A A

O =dn R : goi 1a tam quay cha diém A

N=N'
OA : goi 1a bén kll;lh quay clia A i
A' :la4nhcladiém A, cdon A goi la tao anh.

Nhdn xét:

- Moi diém thuoc truc quay c6 anh tring véi chinh né.

- Pé quay mot dudng thing quanh dudng thing d phéi quay hai diém ctia dudng thang.

- P& quay mot mat phang quanh dudng thing d phai quay ba diém ctia mét phang.

Nhu vay, khi quay mét mat phéng quanh mét dudng thing thuoc mat phéng dé, chi
cén thuc hién viéc quay mot diém cta mat phing khong thugc truc quay.
2.2. Quay mot hinh phing quanh dudng bang ciia né

Bai todn: Cho tam gidc ABC, & d6 BC 1a dudng bing. Hay quay mat phing (ABC)
quanh dudng bing BC dén vi tri (A'B'C’) song song véi mat phang hinh chiéu bang Py

ViBClatrucquaynén B =BvaC =C.
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Thuc hién phép quay diém A dén vi tri A’ sao cho (A' B C') P,

A’ va A cling thuoc mit phing chi€u bing R vusng géc véi BC.

Trén hinh 79 vé qua A, dudng thing R, L B,C, thi A’; € R

Goi O 1a tam quay ciia A thi O,A, bang do I6n that cia |OA"| = I0A|

Xdc dinh chiéu dai IOA 112 O, A * (hinh 79)

Vay A, € R,saocho 0,A; = O,A*.
Tam gidc A}B,C; bang do 16n that cla nd.
Hoan toin tuong tu nhu trén ciing ¢ thé thuc hién viéc quay moét mat phing quanh

dudng mat clia né dén vi tri song song v6i mat phéng hinh chiéu dimg.

B=8,

B,

Hinh 79 Hinh 80

Hinh 80 biéu dién viéc quay mat phang (ABC) quanh dudng mat AD dén vi tri
(ABC) /| D,.

V& dudng mit AD, sau d6 quay di€ém B dén vi tri B' (hinh 80).

ViCe BD— C € BD.

Tam gidc A!B|C;bang d¢ I6n that clia tam gidc ABC.
2.3. Gap mat phing triung v6i mat phang hinh chiéu

Thuc hién phép quay quanh dudng bang hay dudng mat nhu trén ma tryc quay 12 vét

bang hay vét ding clia mat phang dé vi tri méi cha mat phéng tring v6i mat phang hinh

53



chiu bing hay mat phing hinh chiéu ding - ta néi gdp mdt phdng triing véi mdt phdng
hinh chiéu.

Hinh 81a biéu dién hinh gap ctia mat phing P tring véi F,, & d6 N, va TP 14n luot
13 hinh gap ctia N va " (''Pvao SPZ.

Hinh 81b biéu dién hinh gap ctia mat phing Ptring véi P,.

VY
3) b) -‘(\}197

a3 VP

9

Hinh 81

Vi du: Cho trong mat phing &P
(0P, 1) %P) doan AB. Hay vé céc

hinh chiéu clia tam gidc déu ABC

VP

thuoc mat phing <. "
:

Gap mat phéng P tring véi mat AT

phang hinh chi€u béng, v& hinh gap
cua AB la AyB,, (hinh 82). c

VE tam gidc déu Ay B, G, la do i b,
16n that cia ABC. Tur G, suy ra G,,

C, bang cich gin diém C vao mot

dudng théng cla mat phing &. o ;
0

Hinh 82
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Chuong 4
DA DIEN

s1. BIEU DIEN PA DIEN

1.1. Khai niém da dién

Pa dién 12 mot mat kin dugc tao thanh tir cdc da giac A
phing gén lién v6i nhau bdi céc canh clia ching, (hinh 83)

Cic da gidc phing tao nén da dién goi la cdc mat cla
da dién - Céc dinh va cédc canh clia cac da gidc d6 ciing
dugc goi 1a cdc dinh va céc canh cla da dién.

Hinh 83, 12 mot da dién 6 mat (g6m 4 tf gidc phing va
2 tam giic).

Cic da dién thuong gap trong k¥ thuat, la mat chop
(mit thdp) va mat lang tru.

Hinh 84, vé hinh khong gian clia mit chdp ddy tir giac Hinh 83
va mat lang tru ddy tam gidc.

a) S
D
c
A4
B

b)

o]

Hinh 84
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1.2. Biéu dién da dién

Pé biéu dién da dién ngudi ta thudng biéu dién
céc canh cua da dién d6. Tix cdc canh &y c6 cdc dinh
va cédc mat cia da dién. Trén méi hinh chiéu cin
nhin bi€t 16 cdc mait bén thdy, cdc mat bén khuit
clia da dién. '

Hinh 85, biéu dién t& dién ABCD c6 A,B,C,D,
va A,B, D,C, la dudng bao quanh hinh chi€u ding
va dudng bao quanh hinh chiéu bing clia t dién.

Nho hai diém cling tia chiéu ding E va Frta
biét canh BD thdy trén hinh chi€u ding, con A;C,
I3 khut. |

Tuong ty, hai diém ciing tia chi€u bing P va Q
chi ra rang AD thdy trén hinh chi€u bang, con B,C,
la/khuat.

P, Dy
A1
~ 1
~ E1E F1 — K
~ 1
o4
B,
._ E
Ay e
A
//Fz
B
“Hinh 85

Cic mat bén chita ciac canh khu4t trén hinh chi€u nao dé cho biét cdc mat bén khuat

trén hinh chiéu dy.

Trén hinh 85, mat (ABC) va (ACD) khuét trén hinh chiéu diing, mat (ABC) va (BCD)

khuat trén hinh chiéu bang.

Hinh biéu dién cla da dién di duoc x4c dinh
thi biét 1 hinh chi€u ctia diém thuoc da dién dé
dang tim dugc hinh chi€u con lai cia né Ung véi
vi tri thdy hay khuat cta hinh chi€u da biét.

Trén hinh 85, cho N, cla diém N thudc t&
dién ABCD suy ra N, ciia N ing véi N; khuat
bing cich gin N vao dudng thing AK clia mit
bén (ACD).

Trén hinh 86, biéu dién moét lang tru ddy
tam gidc va cdch v& hinh chiéu ding K, cta
diém K thudc lang tru khi biét K, thdy trén
hinh chiéu béng.

Vi K, thiy nén Ke (AA'CC) vé K,D,//A,A,
— KD/ AA.

Vi (AA'CC') khuit trén hinh chi€u ding nén
K, la khuét.
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§2. GIAO TUYEN CUA MAT PHANG VGI PA DIEN
Giao tuyén clia mat phang véi da dién 1 da gi4c phing.
Méi dinh cua da gidc giao tuyén la giao diém clia mot canh da dién véi mat phing.

Mbi canh clia da gidc giao tuyén la
giao tuyén clia mat phing véi mot mat
bén cua da dién.

E=ABNn9
GH = (ACD) A @
Hinh 87, v& mat phang & cit ti dién
(ABCD). Theo tit gidc EFGH.

Do vay, dé vé giao tuyén clia mat
phing véi da dién c6 thé xdc dinh céc

canh cla da giic giao tuyén hodc xéc
dinh cdc dinh cla da gidc d6 - thong Hinh 87
thudng két hop ca hai cich néi trén.

Viéc vé giao tuyén hai mat phing hay

v& giao diém clia dudng thing v6i mit
phéng d trinh bay & chuong II. Xét mot
s6 vi du cu thé.

Vi du I: V& giao tuyén cla ‘mat
phang P (O'P, “*P) véi lang tru thing
ding (abc), (hinh 88). '

Vi céc canh bén cha ling tru la
dudng thing chi€u bing nén cic giao

di€ém cha ching véi mat phing & c6

hinh chi€u bang tring véi hinh chiéu
bang cla a, b, c.

= ol P i
I=anPcéL=a,;

K=bnPc6K,=b,;

Hinh 88

Tir d6 dé dang suy ra I}, K|, H,
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Vi du 2: VE giab tuyén ctia mat phang
chi€u dimg R véi mit chép SABC (hinh 89).
Vi R 1a mat phing chiéu ding nén dé
dang vé& dugc cic giao diém clia cdc canh

hinh chép véi mat phing R

=SB %R

J=SCn R

K=ACNR;
H=ABNn R

R ¢4t hinh chép SABC theo tif gidc IJKH

<6 hich chiéu ding 12 mét doan thang, con
hinh chiéu bing 1a t& gidc L,J,K,H, thdy rd
trén hinh 89.
Vi du 3: V& giao tuyén clia mat phang P
FO'P, %Py v6i mat chép SABC (hinh 90).
| Truéc hét xac dinh giao diém clia canh

SA v6i mat phang &

I=SANS

Giao diém K = SC n P dé dang xéc dinh

duoc nhd giao tuyén IN = SAC N &P, & d6

N=ACn ¥

X4c dinh giao diém H = SB N Pnho giao

tuyén MK = (SBC) N ¥.

- 2 o o .= - -
Mat phang & cat mat chép SABC theo Hink 90
tam gidc IKH v6i sy thdy - khuat chi 15 trén

hinh 90.
Cha y: Bai ton ciing c6 thé giai dé dang bang cdch thay mat phang hinh chiéu ding

dé trong he thong méi mat phing & 1a mat phing chiéu dung.
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$3. GIAO PIEM CUA DUONG THANG VOI DA DIEN

Giao diém ctia dudng thing vdi da dién la céc diém vira thudc dudng thang, vira thuge
mat da dién. D€ xdc dinh céc giao di€m cla mot dudng thang v6i mot da dién nguodi ta
thuong ding phuong phdp mat phéng phu trg, néi dung nhu sau:

- Qua dudng thing dd cho dung mot mat phing phy trg - thuong chon la mat
phing chiéu.

- V& giao tuyén phu clia mit phéng phy trg
véi da dién.

- X4c dinh céc giao diém cia giao tuyén phu
vira vé v4i dudng thing da cho. D6 1a céc giao
diém clia dudng thang vdi da dién.

Trén hinh 91 trinh bay cdch xdc dinh cac
giao diém cla dudng thang d véi hinh chép
SABC, mat phing phu trg R di qua d cat mat
chép SABC theo giao tuyén EFG.

Hai giao diém I va K clla dudng thing d véi
giao phu EFG 1a céc giao diém clia dudng thang d -
vGi mat chép SABC.

Vi du 1: Xéc dinh céc giao diém clia dudng
thing d va mat chép SABC - hinh 92.

= 2 i . ¢ 5,
- Qua d dung mat phéng phu trg chiéu ding R
d, =R
—> S{I = d]. G1 1 v,
K
- V& giao tuyén ctia mat phang phu trg R véi ; P -
mat chép SABC. Giao phu Ia tam gidc EFG. g, /LA
- X4c dinh cdc giao diém I va K cla dudng

thang d vdi giao phu EFG.

I va K la cdc giao diém cla d v6i mat chép
SABC.

Trén hinh 92 ciing chi 8 su thay khuét clia cédc
giao diém va cic hinh chiéu clia dudng thang so
v6i hinh chép SABC.

Trudng hop dudng thing cho trudc 12 dudng
canh va da dién 12 mat chép hay mat lang tru thi
nén chon mat phang phu trg chia dudng canh va
di qua dinh chép hay song song vdi canh bén cla
lang tru. Hinh 92
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Vi du 2:

Xéc dinh cic giao diém cla dudng
cgnh PQ véi lang tru (AA', BB, CC') -
hinh 93.

| - Qua PQ dung mat phéing phu trg
Ry AA

- Mit phiang phu trg R cat mat
phing diy lang tru theo giao tuyén
MN. Duong thang MN cat ddy ABC
tai E va F. Nghia 12 R cit lang tru theo
t gidc EE' FF', 6 d6 EE' // FF' // AA'.

- Pudng canh PQ cat giao tuyén
nGi trén tai I va K 12 hai giao diém
cua PQ véi lang tru.

Su thdy khuidt dugc chi rd trén
hinh 93.

M, E, F
IA1 81 C1 N1
N,| Q
L LK 5
A e
2 / B2 [ A
/
E, . :
2
B '
M, 2 : B',
2
Hinh 93

Khi dudng thing cho trudc 12 dudng thang chiu hay da dién cho trude la lang try
chiéu (cé cdc canh bén cla lang tru 1a dudng thing chiéu) thi viéc xdc dinh giao diém

ctia dudng thing véi da dién don gian hon.

Hinh 94a, chi ra viéc v& giao diém clia dudng thing chiéu ding d véi hinh chép SABC.

Hinh 94b, vé giao diém ctia dudng thang d véi lang tru chi€u bang.

a)
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$4. GIAO TUYEN HAI DA DIEN

Céac da dién dua ra trong tai liéu nay la
cdc da di¢n 16i. Do vay, giao tuyén cla hai
da dién 12 moét hodc hai dudng gdy khic
khép kin. Dinh va canh ctia duong gay khic
d6 goi 1a dinh va canh cla giao tuyén.

Mbi dinh cta giao tuyén la mot giao
diém ctia moét canh da dién nay véi da dién
kia. Nhu hinh 95.

E=pnn SAB
I[=SBn (p/f1)..

Maéi canh cla giao tuyén la giao tuyén

clia hai mit bén ndo dé cha hai da dién.
EK = (p//q) n SAB
JH=(t//q) n SBC...

Vay dé vé giao tuyén hai da dién phai vé
cdc dinh va cdc canh cia giao. Nghia la xic
dinh cdc giao diém cua cdc canh da dién
nay véi da dién kia va nguoc lai hodc vé
cidc giao tuyén cua timg mat bén da dién
nay véi da dién con lai.

Khi da xdc dinh duge cic dinh cta giao
tuyén can chi y.

- Chi dugc ndi hai dinh cta giao lam
mot canh khi hai dinh dy cung thudc hai
mit bén nao d6 cua hai da dién.

- Mot canh cla giao chi thdy trén hinh
chi€u nao d6 khi né thudc ca hai mat bén
thdy (cta hai da dién) trén hinh chiéu dy.

Hinh 96

Duéi day, xét mot s6 vi du v€ giao hai da dién trong trudng hop di bi€t mot hinh

chiéu cua giao, (da dién c6 vi tri dic biét).

Vi du 1: VE giao tuyén cia mat chop SABC va lang tru chi€u ding (p//g//r), hinh 96.
Cic mat bén clia lang tru (pgr) 1a cdc mit phang chi€u ding, nén hinh chiéu ding cia
giao triing véi hinh chiéu ding cta lang tru. D& dang x4c dinh dugc cic dinh cla giao.
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- Mt bén (p//r) //F, cit mat chép SABC theo dudng gy khiic 3564.

- Mat bén (p//q) cat mat chép theo dudng 3214.
Giao clia lang tru (pgr) va mat chép SABC 12 duong gay khic khép kin 1235641.
Trén hinh chiéu bang doan giy khiic 3, 5, 6, 4, bi khut vi mat bén (p // r) khuat trén
hinh chiéu béng.
| Vi du 2: VE giao tuyén clia lang tru thing ding (pqr) véi lang tru ngang (AA' BB' CC) -
hinh 97.
Cic mat bén cha lang tru (pgr) 12 cdc mat phang chiéu béng, do d6 hinh chi€u bang

ctia giao tuyén tring v6i hinh chi€u bang cla ling tru (pqr).

P g Iy
A1 11 21 A
— 1
/ N ool
CM 71 \ I C1
| ARG
1
N v ]
a1 N S B,
B1 31 41
fa
B /
2 o B',
= 3 4,
P2=5; / 2
A, =,
—a j-\'2
1, 2,
0=72=8; "
o 2
Hinh 97

Dé dang xac dinh céc dinh cia giao 1a cdc giao diém cla céc canh lang tru nay véi

lang tru kia:

I1=AA'N(p//q) 5=pn (AA'BB)
2=AA'Nn(qg//T1) 6 =p:v (BB €X)
3=BB N (p//r) 7=qnN (AA' CC)
4=BB' n(q//r) 8=qn (BB CC)

Cic giao diém 5, 6, 7, 8 cha cdc canh lang tru ding véi lang tru ngang dugc x4c dinh
nhd cdc dudng thang vE qua céc diém dé va song song véi canh CC.
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Pé néi cac dinh clia giao trén hinh chiéu ding
va xét thdy khuit, c6 thé ding so d6 khai trién
ciia hai lang tru bang céch tudng tuong cat lang
tru doc theo 1 canh bén nao d6 roi trai cd hai ¢

lang tru 1én mot mat phéng ta ¢ so d6 khai trién @ : : 1/ 7\ 2

nhu hinh 98. Ghi cic giao diém di xdc dinh len 2
so dé theo ding canh va mit bén tuong ing. Sau
d6 néi céc diém dé theo qui tic 1a chi dugc ndi
hai di€m ciing nim trén mot mét lui clia so do.
Giao tuyén 1a dudng gdy khic 172486351.

Dénh ddu thdy, khuét cho cdc mat bén & hinh
chiéu dang xét 1én so d6 - dé dang v& dugc cic Hinh 98
canh thdy, khuét trén hinh biéu dién chia hinh
chiéu tuong Ung.
§5. KHAI TRIEN DA DIEN

Khai trién mot da dién 12 trai cdc mat cla da dién d6 lén cing mot mat phang. Trén
hinh khai trién, cdc mat chia da dién s& thé hién do 16n cla ching. Nhu vay viéc v€ hinh
khai trién clia da dién quy vé viéc xdc dinh d6 16n clia cic da gidc phang 12 cdc mat cla
da dién dé.

Vin dé khai trién da dién néi riéng va khai trién cdc mat néi chung c6 ¥ nghia thuc
tién khi cdn ch€ tao cdc mat tir cdc tim phéng (kim loai, bia, phodc mi ca.l..)

Vi du 1: Khai trién mat chép déu SABC (hinh 99).

4 |
3{ } b

S
a) b) Sy

A*

Hinh 99
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Vi ddy ABC nam ngang nén hinh chiéu bang A,B,C, cho ta d6 16n cla tam gidc
ABC. Dé x4c dinh d¢ 16n 3 mat bén clia mit chép 1 céc tam gidc can bing nhau, ta chi
can x4c dinh do dai ctia canh SA = SB = SC. Trén hinh v& di chi rd cdch xdc dinh do dai
ctia canh SA biang phuong phép tam gidc vuéng.

Hinh khai trién chia mat chép SABC gém mit ddy A,B,C, = A,B,C, va 3 mit bén clia
mat chép la ba tam gidc can SpA Gy, SeCyBy va SpApB, trong dé cdc canh SyA, = SyBy =
SoCo = S;A* (canh huyén clia tam gidc vuéng S;A | A*).

Vi du 2: Khai trién mat lang tru cut ABC. DEF c6 céc canh bén song song véi mat
phéng hinh chiéu ding vi mat ddy ABC vuong géc véi cic canh bén (hinh 100).

Mit ddy DEF nim ngang nén hinh chi€u bing D,E,F, thé hién d6 16n mat ddy dé.

Do 16n chia mat ddy ABC dugc xic dinh bing céch thay mat phang hinh chiéu biang
v6i truc x’// A,B,C,. Hinh chiéu bing méi A, , B2, C2 cho ta do 16n ctia ABC.

Cic canh AD, BE, CF ciia ling tru 1 cidc dudng mat nén hinh chi€u ditng clia chiing
cho ta d6 dai cta cic canh do.

V& hinh khai trién c@a mat lang tru nhu sau: Trén dudng thang d, vé tuy ¥, dat lan
luot céc doan A B, = A2B2; B,C, =B2C2 vaCyA, = C2A2. Qua cic diém Ay, By va G,
ké cdc dudng thing vuong géc véi d, va ldn luot dat trén d6 cdc doan AgDy = A|D; ;
B4E, = B,E, va C,F, = C,F,. N&i cic diém Dy, E,, F, D, béng cdc doan thing va sau
cﬁng dung hai tam gidc ddy cla lang tru 12 A,B,C, va DyE,F, theo cic canh clia chiing.

dg

Hinh 100
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Chuong 5
MAT CONG

§1. BIEU DIEN MAT CONG

1.1. Cac khai niém
Mat cong 12 quy tich cdc vi tri clia mot dudng chuyén dong theo mét quy luat nhat
dinh n3o dé. Pudng chuyén dong ndy dugc goi 1a duong sinh.
Gia st ¢ mat cong ¢ va mot diém M thudc mat cong
dé (hinh 101). Qua diém M cé vo s6 cac dudng cong cliia n
i) I(:iu;r:zn cc;\;gdc; (():K'imngj tltan_):‘Txep iuye? cua_ducmg cong A% ‘h.-\
3 oc goi la tiép tuyén clia mat cong ¢ tai —
diém dé. Néu cic tiép tuyén clia mat cong ¢ tai M cling
thuéc mit phing I thi mat phang J duoc goi 1a mdt '
phdng tiép xiic cia mat cong ¢ tai diém M. Dudng thing
n vuong géc vé6i § va di qua diém M dugc goi 1a phdp
tuyén clia mit cong ¢ tai M. Hink 101
- Mdt ke la cac rﬁz}t cong dugc tao thanh bdi cdc dudng sinh 13 dudng thiang. C6 céc
mat ké kha trién (c6 thé khai trién trén mat phang) va cdc mat ké khong kha trién.

|

)

S

Hinh 102 Hinh 103
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+ Mt nén (hinh 102) 12 quy tich cdc vi tri clia mot dudng thang chuyén dong ludn
dil qua mot diém c6 dinh (goi 12 dinh nén) va tua lén mot dudng cong c6 dinh goi la
dudng chudn.

+ Mat tru (hinh 103) 1a quy tich céc vi tri cia mdt dudng thdng chuyén dong ludn
song song v4i mot phuong ¢ dinh va tua lén mot dudng cong c6 dinh.

Mat nén va mit tru I cdc mat ké kha trién.

- Mdt tron xoay 12 mat cong dugc tao thanh bosi mot dudng quay xunh quanh mot
dudng thing ¢& dinh (goi 12 truc xoay).

Céc mit phing vuong géc véi truc xoay cit mat tron xoay theo cdc dudng tron goi la
cdc v tuyén.

Céc mat phing di qua truc xoay cit mat tron xoay theo cdc dudng goi la cac kinh tuyén.
1.2. Biéu dién mat cong

PéE biéu dién mot mit cong, ngudi ta biéu dién cic yéu t6 hinh hoc xdc dinh mat cong
dé; déng thdi vé dudng bao quanh cic hinh chi€u clia mét cong va chi rd nhan biét su
thdy - khuat trén céc hinh chiéu.

S - B
Ly
K M1EN1!
B
|
A |E=Fy | B
)
e
Py Kz\ 8,

Hinh 104

Hinh 104 biéu dién mat nén tron xoay cd truc la dudng thang chi€u bang va dudng
chuin 12 mét vong tron thudc mat phéng hinh chi€u bang. Biét hinh chi€u ding cta hai
diém M va N thuéc mat nén dé& dang xdc dinh dugc hinh chiéu bing cia ching bing
~ céch gén M va N vio céc dudng sinh SE, SF hoac coi M va N thu¢c vong tron vi tuyén
di qua hai diém do.
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Hinh 105 biéu dién mat nén dinh S va dudng chudn la mot elip thuoc mat phing

chiéu ding K (c6 hinh chi€u bing la mét vong tron). Trén hinh vE chi rd cich xdc dinh

hinh chiéu bing M,, N, clia diém M va N khi bi€t hinh chi€u ding cua ching.

S

Hinh 105

Hinh 106 biéu dién mét mat tru cé dudng chuan la
dudng tron thuéc mat phang hinh chiéu bang.

Trén hinh V& chi ra viéc xdc dinh hinh chi€u bing cla
diém M va N thudc mat tru khi cho hinh chiéu ding cua
ching.

Hinh 107 biéu dién mot mat cdu tam O, ban kinh R.
Hinh chi€u dimg va hinh chi€u bang cta né la hai dudng
tron bing nhau c6 tam 1an luot 1a hinh chi€u ding va hinh
chiéu bing clia tdim cdu ban kinh R.

Hinh chiéu ding clia vong tron k bao quanh hinh chiéu
ding clia mat cdu c6 hinh chi€u bang tuong Ung la dudng
kinh k,.

Hinh chiéu bing ciia vong tron v bao quanh hinh chiéu
bing clia mat cau c6 hinh chiéu ding tuong lng la dudng
kinh v,.

Trén hinh ciing chi rd cach xdc dinh hinh chi€u bing
M, v& N, cia hai diém M, N thugc mét cu khi cho trude
M, = N, va biét M thdy, N khuat trén hinh chiéu ding.

Hinh 106

Hinh 107
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| Vong trdn k chia mit cdu thanh nira ngoai va nita trong - cdc diém thudc nita ngoai
ctia mit cdu thdy trén hinh chi€u ding, cdn cdc diém thudc nira trong la khuat.
Vong tron v chia mit cdu thanh nira trén va nita duéi - céc diém thudc nira trén cla
mit cu thdy trén hinh chiéu bing, con cic diém thudc nira dudi 1a khuat.
§2. GIAO TUYEN CUA MAT PHANG VA MAT CONG
Giao tuyén clia mot mit phing va mit cong, néi chung, 12 mot dudng cong phing.
Sau day trinh bay mot s6 bai todn vé giao tuyén clia mat phang vdi cdc mit cong
thudng gap.
Bai todn I: V& giao tuyén clia mat phang chiéu ding R v6i mét nén cho trudc.
Nhu di biét, mit nén dugc cit bdi mot mat phing cé giao tuyén:
- L mot elip (hodc tron) néu mit phing cit
tat ca cdc dudng sinh ctia nén. -
- La mot parabol néu mat phang song song ,
véi mot dudng sinh ctia mat nén.
- L3 mot hypecbol néu mat phing song song ;
véi hai duong sinh cia mat nén. pils
- LA hai dudng sinh thang khi mat phang di qua B

dinh nén.
Trong trudng hop ndy, (hinh 108) mat phang /

QR cit tat ca cac dudng sinh clia nén nén giao e e S
tuyén la mot dudng elip c¢é hinh chi€u ding > c, ‘\\

trung v6i TR 12 doan AB,, hinh chi€u bing

i_

cla elip giao tuyén la mot elip cé truc dai la o
5 Z N - . ;[\2 I 52 B |

A}B, va truc ngan la C,D, dugc xédc dinh nhu l \ \ g ;

sau: Goi C, = D, 12 diém giita clia AB, suy ra G /

C,, D, bi€t Cva D 1a hai diém thudc mat nén.

i ~ ! -~

Hinh 109 biéu dién giao tuyén cua mat e '“I_ 3T
phing R song song véi dudng sinh SP clia mit s o
nén nén giao tuyén la mdt parabol.

Hinh 110 mat phing R song song véi hai dudng sinh SE, SF cla mét nén nén giao
tuyén 12 mot hypecbol.

Khi v& giao tuyén ctia mat phang bat ky véi mat nén cé thé dua vé dang trinh bay trén
bing cich thay mat phang hinh chiéu dé mat phing cit tré thanh mat phing chiéu. Tuy
nhién ciing c6 thé gidi quyét bai todn bing nhitng cdch khic.

THU VIEN
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Hinh 109

Bai todn 2: V& giao tuyén clia mat phang Yvéi mat tru tron xoay (hinh 111).

Vi mat tru c¢6 dudng sinh l1a dudng
thing chi€u bing nén giao tuyén cia mat
phing  v6i mat nén 12 mot elip c6 hinh
chiéu bing tring véi hinh chi€u bing cua
mat tru.

Hinh chiéu dimg cla giao tuyén la mot
elip, c6 thé vé timg diém cua né. Tuy
nhién can Iuu ¥ cdc diém sau:

- Cap diém cao nhat va thdp nhat (truc
dai AB).

- Truc ngén CD 12 dudng bang.

- Gi6i han thdy - khuat trén hinh chi€u
dimg P va Q.

- Cap diém gan nhat va xa nhat E, F.

Chit y: A\B,, C,D, la cap dudng kinh
lién hiép cta elip hinh chiéu ding.

'R

| N
RN
! N\
EaF, :
E ’l_ N
1 T~
q\‘\ / \
\
! N | A \
¢ 1_% b
| |
‘< | 2 !
/
/
|
F2
TR
Hinh 110

Hinh 111
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D6i v6i mat tru bat ky cit bdi mat phing bat ky ta s& thay mat phang hinh chiéu dé mat
phang cat tr& thinh mat phang chiéu va gidi quyét bai todn tuong tu nhu d6i v6i mat non.

Bai todn 3: V& giao tuyén cia mat phing chiéu ding R véi mat cau.

Giao tuyén clia mit phang véi mat cau 12 mot dudng trdn, c6 tam la chan dudng
vuong géc ha tir tam cdu téi mat phing cit. Néu mat phing di qua tam cdu s& cat cdu
theo vong tron 16n.

Hinh 112 chi r5 cdch v& giao tuyén cha mat phing chiéu dimg R véi mat cdu. Hinh
chiéu ding cua giao 1a doan A B,. Dé dang suy ra hinh chi€u bang ctia vong tron giao
tuy&n 12 mot elip c6 truc dai C,D, = AB, (véi C; = D, 1a diém giita clia A B,) va truc
ngin la A,B,.

Vong tron Vi tuyén chinh cit mat phang R tai hai diém M, N la gi6i han thdy khuat
clia giao trén hinh chi€u béng.

Hinh 113 v& giao tuyén clia mat phing chiéu bing & véi mat cau.

R

on
L]
R
1
2
1
: =]
L)
]
1

S

i ¢ [ -

Hinh 112 Hinh 113
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§3. GIAO CUA PUGNG THANG VOI MAT CONG

Pé xdc dinh giao diém clia mot dudng thang d véi mit cong - thudng dung phudng
phap mat phang phu trg, noi dung nhu sau: :

- Qua dudng thang d lap mat phéng phu trg R

- VE giao tuyén clia R v6i mat cong.

- X4c dinh cdc giao diém cua dudng thdng d véi giao tuyén phu vira vé. D6 1a cac
giao diém ctia dudng thang d véi mat cong.

Can luu ¥: Mat phang phu R can chon sao cho viéc v& giao tuyén phu dugc dé dang
v chinh xdc, sau day 12 mot s6 vi du cu thé:

Vi du I: Xéc dinh giao diém cla dudng thing d véi mit nén c6 ddy thudc mat phang
chiéu diing 2. :

N6i chung khi vé giao clia dudng thang v6i mat nén, thudng chon mat phang phu trg
chita dudng thing d va di qua dinh nén s& cét nén theo cac dudng sinh thang

Trén hinh 114 chi rd céch v& giao tuyén clia mit phu trg v6i mat nén. Lay A ed.
B=SAN2; C=drnZl

Giao tuyén BC clia mat phing phu trg véi mat phang D cit dudong chuin clha mat nén
(ddy nén) tai E va F. Giao tuyén phu trg la tam gidc SEF cit dudng thing d tai hai dém I
va K 1a giao diém clia dudng thang d v6i mat nén.

Trén hinh biéu dién I, thay K, khut va I, khuat K, thay.

Hinh 114
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Vi du 2: X4c dinh giao diém clia dudng thang / véi mat tru c6 ddy thudc mat phang
hinh chiéu bang.
' Mit phing phu tro duoc dung qua dudng thing / va song song véi dudng sinh clia mat tru.
Trén hinh 115 qua diém A€ [ vé dudng thing n song song véi huéng dudng sinh cla tru.
V& giao tuyén clia mat phing phu trg véi mat phing hinh chiéu bang 13 dudng thing BC.
Gd6B=nn9, C=InD,

Hinh 115

Pudng thing BC cat ddy tru tai E va F. Nghia l1a mat phang phu trg cat mat tru theo
hai dudng sinh di qua E va F.

Hai dudng sinh d6 cdt / tai I va K 13 giao diém ctia / vi mat tru. Sy thdy khuét ctia
cic giao diém dugc chi rd trén hinh ve.

Vi du 3: Xéc dinh giao diém clia dudng thing AB vé6i mat cdu.

Trén hinh 116, qua AB dung mit phing chiéu bing R (R, = A;B)).
Thay mat phang hinh chiéu diing dé mat phing phu trg R 1a mat phing mat.

Chon x’//A,B,.

V& hinh chiéu ditng méi ciia vong tron giao phu 1a mot vong tron.

V& hinh chiéu ding méi ctia AB 1a A’ B’; cdt vong tron d6 tai I', va K', 14 hinh chiéu
ditng méi clia hai giao diém can x4c dinh.
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Tul, vaK' suyraly, K, valj, K;.

I va K 1a giao diém cla AB v6i mat cau.

Chii V- C6 thé giai quyét bai todn bing cich ding mat phing phu tro chita AB va di

y glal quy g phang

qua tim cdu, s€ cit ciu theo vong tron 16n. Bing cich quay mat phéng phu tro (OAB)
quanh dudng bang (hay dudng mat) clia né ciing xac dinh dugc cdc giao diém cua AB
v6i mit cau.
B1

Hinh 116

§4. GIAO CUA DA DIEN VOI MAT CONG

Giao tuyén clia da dién véi mit cong 12 mot hay nhiéu cic dudng cong phang riéng
biét ndi véi nhau tai céc giao diém clia cdc canh da dién v6i mit cong. D€ vé giao tuyén
chia da dién v6i mat cong ngudi ta v giao tuyén clia timg mat bén cla da dién vGi mat
cong. Sau day 1a mot s6 vi du:

Vi du 1: V& giao tuyén cla lang tru (pqr) v6i mit nén, hinh 117.

Lang tru c6 cic mat bén la cdc mat phang chi€u ding nén hinh chiéu ding cua giao
tuyén triing véi hinh chiéu ding clia lang tru.

Mat bén (p//r) cat mat nén theo mot dudng tron, con cdc mat bén (p//q) va (q//r) cat
mat nén theo cic cung elip.
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Hinh 117 Hinh 118

Vi du 2: V& giao tuyén cua lang tru

vOl mat cau, hinh 118.

Cic mat bén cua lang tru 1a cdc mat
phing chiéu bing nén giao tuyén trung

v6i hinh chiéu bang cua lang tru.

Ba mat bén cta lang tru cat mat cau

theo 3 vong tron. ti€p xiic nhau tai A,
BC

| Vidu 3: V& giao tuyén cla lang tru

luc gidc déu thang ding véi mat non

tron xoay. Giao tuyén la céc cung -
hypecbol ¢6 dinh 1a 1. J. K. H. E. F
(hinh 119).

Hinh 119
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§5. GIAO TUYEN CUA HAI MAT CONG

Giao tuyén clia hai mat cong thudng 12 mot hay nhiéu cdc dudng cong ghénh. Bac cua
dudng cong giao tuyén bang tich s6 bac cla hai mat cong dai so.

Dé vé giao tuyén ctia hai mét cong nguoi ta xac dinh mét s6 diém dong thoi thudc ca
hai mat cong d6 bing cdch cat ca hai mat cong bdi mat phu tro thir ba. cdc giao tuyén
phu trg cit nhau tai céc diém thudc giao can tim.

Vi du 1: V& giao tuyén clia mat nén va mat tru (hinh 120).

Giao clia hai mat bac hai 1a dudng cong ghénh bac bon. Vi mat tru c6 dudng sinh [a
dudng thing chiéu ding nén hinh chi€u ding clia giao tuyén tring v6i hinh chiéu ding
clia mit tru, d6 1a cung tron 16n 1,2, hinh chiéu bang cua giao tuyén xdc dinh duge nho
cdc mat phang chiéu dimg cat ca hai mat cong.

Vi du 2: V& giao tuyén cua mat tru v6i mat cau.

Trén hinh 121 chi 6 cich vé giao tuyén ciia mat tru v6i mat cdu bang cach su dung
cic mat phéng cit 1 cdc mat phang bang.

Mat phing bing % vaB cit mit cdu theo cic vong tron. cat mat tru theo cac dudng
sinh 12 cdc dudng thang chiéu ding, cho mot s6 diém cua giao tuyén la 1. 2, 3.4 va

1,234

Hinh 120 Hinh 121
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§6. KHAI TRIEN MAT CONG
| C6 mat cong nhu mat tru, mat nén.... cé thé khai trién dugc, néi mot cach khéc cé thé
trai chiing 1én mot mat phing. Cic mit cong khdc nhu miat cu, mat xuyén... khong khai
trién thanh hinh phing duoc, khi d6 ngudi ta phai khai trién gin ddng céc mat d6.
Duéi day chi gidi thiéu cdch v& hinh khai trién clla mat nén va mit try.
Vi du 1: V& hinh khai trién clia mat nén trdn xoay, dudng tron ddy c6 ban kinh 1a r va
dqﬁmg_ sinh ¢6 do dai 1a / (hinh 122).

Hinh khai trién gdm mot hinh trdn ban kinh r va mot hinh quat tron ban kinhlalva

7 a s r ~ . - = L] - s
géc otam la o = 3600? - hinh khai trién mat xung quanh cua mat non.

Hinh 122

Chii ¥: D6i v6i mat nén xién, dé vé hinh khai trién ta c6 thé noi (iép mit nén d6 bang
mot mit chép cé dinh 1a dinh nén, ddy 1a mot da giac noi ti€p dav nén. Khai trién mat
chép niy ta duge hinh khai trién gdn ding ctia mat nén. S6 canh ciia da gidc ddy chop

cing nhiéu thi hinh khai trién clia mat nén cang chinh xac.
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Vi du 2: VE hinh khai trién clia mait try trdn xoay thang ding, ddy 1a dudng tron ban
kinh r va bi cit bdi mat phing chiéu diing R (hinh 123).

V& hinh khai trién mat xung quanh clia mat tru. Chia dudng trdn ddy tru lam moét s6
phan déu nhau, thi du 8 phan va-vé hinh chiéu diing ciia cdc dudng sinh di qua cdc diém
chia dé cua mat tru.

Trén dudng thang ndm ngang d dat mét doan thing MN, = 27r va ciing chia MgN, la
8 phan déu nhau. Qua cdc diém chia My, 1g, 29, 3----» 7o, Ny V& céc duong thing vuong
géc véi d va dat trén d6 céc doan thang c6 chiéu dai bang chiéu dai clia cdc dudng sinh
V& qua céc diém chia twong tng trén mit tru. N6i cdc diém Mg, 1'g, 2'g, 3, - 7' bang
dudng cong tron déu.

- Hinh khai trién clia ddy dudi cla tru 1a hinh tron bén kinh r.

- Hinh khai trién clia ddy trén 12 moét elip ma do 1én cé thé x4c dinh bang céch thay

mat phéng hinh chi€u bing P, bang %, // R

/ .
\ £ 4
X 345,
/N
o >
2£6

Hinh 123
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BAI TAP CHUONG 1

' Bai tap 1.1. V& hinh chiéu canh ctia cic di€ém A, B, C, D cho truéc nhu hinh BT 1-1
Bai tap 1.2. Khi n2o hai diém E va F ¢6 hinh chi€u diing ctia di€ém nay tring v6i hinh
chi€u bing clia diém kia (E1= F2, E2= F1). Hinh BT 1-2

B,
A ’ Ei=F,
2
B
C1
Ao Ey=Fy
Gy D,
Hinh BT 1-1 Hinh BT 1-2

Bai tap 1.3. Qua diém A vé dudng thing / cit hai dudng thang chéo nhau p va q.
Hinh BT 1-3a, b

Py
A, g4 A / o |
X X
az Pz
4
AZ L AZ L
P2
Hinh BT 1-3a Hinh BT 1-3b

Bai tap 1.4. V& duong thing / song song véi duong thing d v cat hai dudng thing
chéo nhau p, q. Hinh BT 1-4a, b

18



P4
. d1 p1 q1 x /

X | X
q;
d; Q2 % } / d,
P2
Hinh BT 1-4a Hinh BT 1-4b

Bai tap 1.5. Cho dudng thing d nhu hinh BT 1-5. Hay tim trén dudng thing d:
- Diém A c6 do cao bang 0.

- Diém B c6 do xa bang 0.

- Diém C c¢6 hai hinh chi€u tring nhau.

- Piém D ¢6 hai hinh chiéu d6i xiing nhau qua x. .

- Nhan xét vi tri cdc diém A, B, C, D. 7

Bai tap 1.6. V& céc vét chia mat phing P (a M b), 5d6 a; =b,, 2, =b,. Hinh BT 1-6

a,=b
\ /12

X
\ /
a;="b,

Hinh BT 1-5 Hinh BT 1-6

X

Bai tap 1.7. V& hinh chiéu cdn lai cta tam gidc IKH thudc mat phang P cho trong
céc trudng hop sau:

-%P@nb). Hinh BT 1-7a
- % (m // n). Hinh BT 1-7b
- @PCO'P VP, Hinh 1-7¢

- PEOIP="T"F). Hinh 1-7d
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I
K

my H1
Ny X

Ny

8 b, m; '
K,
H,

30

L

Hinh BT 1-7a Hinh BT 1-7b
[1 "‘(\]19‘)

KT
H1
X K X
KZ
Hl’
0P VPP
| >
Hinh BT 1-7¢ Hinh BT 1-7d



BAI TAP CHUONG 2

Bai tap 2.1. X4c dinh giao diém ciia dudng thing d véi mat phang P cho trong céc
truong hop sau:

-%P(ax b). Hinh BT 2-1a

- (ABC). Hinh BT 2-1b

- %P (m//n). Hinh BT 2-1c¢

- P(O'PT*P). Hinh BT 2-1d

A
g dy \
a; Cy
b, B,
dz b2 d2 Cz
a, B
Hinh BT 2-1a Hinh BT 2-1b
V'Y
d
X X \
“ Y
Hinh BT 2-1¢ Hinh BT 2-1d
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Bai tap 2.2. V& giao tuyén clhia mat phang P v6i mat phang 9 cho trong cic trudng
~ hop sau:

- PLO'PTP) va 200 Q,TP2Q). Hinh BT 2-2a

- XABC) va 2 (m//n). Hinh BT 2-2b

m, A
Il
G
B,
X X \
m, ,
Ny
B,
Ay
Hinh BT 2-2a Hinh BT 2-2b

Bai tap 2.3. V& giao tuyén va xét thdy khust hai hinh phang (ABC) va (DEF).
Hinh BT 2-3. ‘

E, A
Fi
Cy
h ¥4l
X D)
D
C,
B £
& A, Hinh BT 2-3
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Bai tap 2.4. Qua diém A, vé dudng thang d cit ca hai dudng thing chéo nhau p vaq.
Hinh BT 2-4.

Bai tap 2.5. V& dudng thing d song song véi dudng thing 1 va cit hai dutmg thing
chéo nhau p, q. Hinh BT 2-5. :

B .
q § q
P \ 1 P1 !
X X
/Q'z : %
/[2
b Py
P2 &
Hinh BT 2-4 Hinh BT 2-5

Bai tap 2.6. Xéc dinh khoang c4ch tir di€ém K dén mat phing & (ABC). Hinh BT 2-6.

K Ay

Cs

Hinh BT 2-6
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Bai tap 2.7. X4c dinh khoéng c4ch tir diém A dén mat phing P (0'P, TP, Hinh BT 2-7
Bai tap 2.8. X4c dinh khoang céch tir diém A dén mat phing 2 (" Q,T%%). Hinh BT 2-8
' G|

V'

%P

Hinh BT 2-7 Hinh BT 2-8

Bai tap 2.9. Xac dinh khoang cach tir diém A dén duong thang d. Hinh BT 2-9
Bai tap 2.10. X4c dinh khoang cich tir diém A dén dudng thang BC. Hinh BT 2-10

A

dy ) 1 B
A‘I
G
X / X

B
A, % 2

Ay
C,

Hinh BT 2-9 Hinh BT 2-10
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BAI TAP CHUONG 3

Bai tap 3.1. Xéc dinh giao diém ciia dudng canh MN v6i mét phing Ptrong cdc trudng
hop sau: ;

-P(A, B, C). Hinh BT 3-1a.

- PEO'P TXP). Hinh BT 3-1b

My g :

/]
VPP

N, ' N,.\

Gy
A, M, M, .
CZ
Nz 2 ’ N?.

Hinh BT 3-1a Hinh BT 3-1b

Bai tap 3.2. X4c dinh khoang céch tir diém K dén mat phang & trong céc trudng hop sau:
-P(A, B, C). Hinh BT 3-2a.
- PP V2P, Hinh BT 3-2b.

Ky

X T /0P
V .
Ay
Gy
B

Ay

I, \
= \’c)@
G

Hinh BT 3-2a Hinh BT 3-2b

2
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Bai tap 3.3. Xdc dinh khoang cdch clia hai dudng thang song song AB//CD. Hinh BT 3-3. '
Bai tap 3.4. Xac dinh d6 16n cla tam gidc ABC. Hinh BT 3-4.

s » .
/ A, |
s Ci9
\01
B :
/ 2 L D2 AZ
Az 1//
G; C2
B,

Hinh BT 3-3 Hinh BT 3-4

Bai tap 3.5. V& trong mat phing & tam gidc vuong can ABC (vuéng tai A va cho trudc
AB) frong cac trudng hop:
-9 (1, A. B). Hinh BT 3-5a.

- P EO'P XP). Hinh BT 3-5b.
IT
A1
Bi
%BZ

Hinh BT 3-5a Hinh BT 3-5b
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Bai tap 3.6. V& trong mat phing P (1'P TPP), vong tron tam O, bén kinh R cho trude.

Hinh BT 3-6a; Hinh BT 3-6b.

'

N

TP
Hinh BT 3-6a

Ve
—!i \' _—
01
02
VY
Hinh BT 3-6b
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BAI TAP CHUONG 4

Bai tap 4.1. V& giao tuyén clia mit phing chi€u ding (R) véi mat chép. Xét thdy -
khuat va tim d 16n cua thiét dién. (Hinh BT 4-1a; Hinh BT 4-1b).

V'R )
\
\
\
\
\
\
\

/g/\ DV AN
:/ NP

VR
Hinh BT 4-1a ' Hinh BT 4-1b

TR

Bai tap 4.2. V& giao tuyén clia mat phang (2) véi lang try va xét thdy - khuat.
(Hinh BT 4-2a; Hinh BT 4-2b).

3 %SQE“‘(‘FQ

'9

A
b e

TV

Hinh BT 4-2a Hinh BT 4-2b
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Bai tap 4.3. V& giao tuyén va xét thdy - khuat hai lang tn.l (Hinh BT 4-3a; Hinh BT 4-3b;
Hinh BT 4-3c¢). ‘

/\
TN

7 X\

W I i

Hinh BT 4-3a Hinh BT 4-3b

Bai tap 4.4. V& giao tuyén va xét thay - khuit ctia mat chép va lang tru. (Hinh BT 4-4).

T 7 LN

™ /7
N [V

Hinh BT 4-3c¢ Hinh BT 4-4
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Bai tap 4.5. VE giao tuyén va xét thdy - khuat mat chép va lang tru. (Hinh BT 4-5a;
Hinh BT 4-5b). '

]

7

/L

Hinh BT 4-5a Hinh BT 4-5b



BAI TAP CHUONG 5

Bai tap 5.1. V& giao tuyén clia mat phang chi€u ding (R) véi mat nén tron xoay.

Xét thay - khuat va tim d6 16n cha thiét dién. (Hinh BT 5-1a; Hinh BT 5-1b).

V'R

V'R,

2
VR | V'R
Hinh BT 5-1a Hinh BT 5-1b
Bai tap 5.2. VE giao tuyén cha mat phing 2 (0'Q1?Q) véi mat tru va xét thdy -
khust, (Hinh BT 5-2). _ |
Bai tap 5.3. V& giao tuyén clia mat phang chiéu bang (C) v6i mat cdu va xét thay -
khuét, (Hinh BT 5-3).
e
VR

Hinh BT 5-2 Hinh BT 5-3

191



Bai tap 5.4. X4c dinh giao diém cia dudng thing d v6i mat nén. (Hinh BT 5-4).
Bai tap 5.5. Xic dinh giao diém clia dudng théng d véi mat tru. (Hinh BT 5-5).

Hinh BT 5-4 Hinh BT 5-5

Bai tap 5.6. V& giao tuyén va xét thdy - khuét clia ling try v6i mat try. (Hinh BT 5-6a;
Hinh BT 5-6b).

Hi:»h BT 5-6a Hinh BT 5-6b
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Bai tap 5.7. V& giao tuyén va xét thdy - khuit cta lang tru v6i mat nén. (Hinh BT 5-7a;
Hinh BT 5-7b).

T

IR

Hinh BT 5-7a i Hinh BT 5-7b

Bai tap 5.8. V& giao tuyén va xét thdy - khuét clia lang tru véi mat cau. (Hinh BT 5-8a;
Hinh BT 5-8b). '

Hinh BT 5-8a " Hinh BT 5-8b
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Bdng 3 (tiép)

4a

4b

ke

6a

Ve=r9

D9



Bdng 3 (tiép)

vlp i 7 Ve # o
I \&FD| K
\L// ' \ E
(Fcpw 4 ’ \ i
88' 8b 8c
VIP=0"P : , i \ ’\
1N @
NG i
5o | &y
9a 9b 9c

WP=Rp >
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Bdng 3 (tiép)

10c

1le

11b

12b
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HINH HOC HOA HINH

PHUGNG PHAP HINH CHIEU THANG GOC

(Tdi ben)

Chiu trach nhiém xudt ban :

TRINH XUAN SON

Bién tdp VU HONG THANH
Ché bén : TRAN THU HOAI
Stta bén in : v HONG THANH
Trinh bay bia : vU BINH MINH

In 500 cuén khé 19 x 27cm tai Xudng in Nha xuit ban Xay dung. Gidly chip nhan ding ky k& hoach
xuét ban s6 18-2012/CXB/657-160/XD ngay 29-12- 2011. Quyét dinh xuit ban s6 223/QD-XBXD
ngay 7-8-2012. In xong nép luu chiéu thang 8 -2012.
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