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Chương ì 

H À M S Ố N H I Ề U B I Ế N S Ố 

1.1. KHÁI NIỆM M Ở ĐẦU 

1.1.1. Định nghĩa hàm số nhiều biến số 

Xét không gian Euclide n chiều R n (n > 1). Một phần tử X G R n ] 

một bộ n số thực (Xj , x 2 x n ) . D là một tập hợp trong R n . Người ta g< 

ánh xạ 

f : D —> R 

xác định bởi 

X = (Xj , x 2 , . . . , X „ ) Ẽ D H u = f (x) = f ( X j , x 2 , . . . , x n ) e R là một hà 
số của n biến số xắc định trên D ; D được gọ i là miền xác định của hài 

số f ; X), x 2 , .» , x n được gọ i là các biến số độc lập. Nếu xem X j , x 2 > . . . , 3 

là các toa độ của một điểm M e R n trong một hệ toa độ nào đó thì CŨI 

có thể viết u = f ( M ) . 

Trong trường hợp thường gặp n = 2 hay n = 3, người ta dùng kí hi< 
z = f (x , y) hay u = f(x, y, z). 

Trong giáo trình này ta sẽ chỉ xét những hệ toa độ đêcac vuông góc. 

1.1.2. Tập hợp trong Rn 

• Giả sử M(Xị, x 2 , - , Xn), N ( y j , y 2 , - y n ) là hai điểm ương B 
Khoảng cách giữa hai điểm ấy, kí hiệu là d(M, N), được cho b 

công thức 
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d(M, N) = 
t n N ' / 2 

I > i - y i ) 2 

V 1=1 

Có thể chứng minh được rằng với ba điểm A, B, c bất kì trong R n , ta có 

d(A, C) < d(A, B) + d(B, C) (bất đẳng thức tam giác) 

• M Q là một điểm thuộc R n Người ta gọi e - lân cận cùa M 0 là tập 

hợp tất cả những điểm M của R n sao cho d ( M 0 , M ) < £. Người ta gọ i lán 

cận của M Q là mọ i tập hợp chứa một £ - lân cận nào đó của M 0 . 

• E là một tập hợp trong R n . Điểm M e E được gọ i là điểm trong của 
E nếu tồn tại một e - lân cận nào đó của M nằm hoàn toàn trong E. Tập 
hợp E được gọ i là mà nếu mọ i điểm của nó đều là điểm trong. 

• Điểm N e R n được gọ i là điểm biên của tập hợp E nếu mọ i e - lân 
cận của N đều vừa chứa những điểm thuộc E, vừa chứa những điểm 
không thuộc E. Điểm biên của tập hợp E có thể thuộc E, cũng có thể 
không thuộc E. Tập hợp tất cả những điểm biên của E được gọ i là biên 
của nó. 

• Tập hợp E được gọ i là đóng nếu nó chứa mọ i điểm biên của nó (tức 
là biên của E là một bộ phận của E). 

Ví dụ : Tập hợp tất cả những điểm M sao cho CKMQ, M ) < r, ương đó 

Mợ là một điểm cố định, r là một số dương, là một tập hợp mở. Thật vậy, 

gọi E là tập hợp ấy. Giả sử M là một điểm bất kì của E, ta có d(Mo, M ) < r. 

Đặt e = r - d ( M 0 , M ) . e - lân cận của M nằm hoàn toàn trong E vì nếu p 

là một điểm cùa lân cận ấy thì ta có d(M, P) < E, do đó theo bất đẳng 
thức tam giác. 

d(Mo, P) < d ( M 0 , M ) + d (M, P) < d(Mo, M ) + E = r. • 

Tập hợp E ấy được gọ i là quả cầu mở tâm M 0 , bán kính r. Biên cùa 

tập hợp ấy gồm những điểm M sao cho d(Mo, M ) = r, được gói là mặt 

cầu tâm Mo bán kính r. Tập hợp những điểm M sao cho d ( M 0 , M ) < r là 

một tập hợp đóng được gọi là quả cầu đóng tâm Mo bán kính r. 
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Hình Lia Hình í. í Ế 

• Tập hợp E được 
gọ i là bị chặn nếu 

tồn tại một quả cầu 
nào đó chứa nó. 

• Tập hợp E được 
gọi là liên thông nếu 

có thể nối hai điểm 

bất kì M ị , M 2 của E 

bởi một đường liên 
tục nằm hoàn toàn 
trong E ; tập hợp liên thông được gọi là đơn liên nếu nó bị giới thiệu bờ 
một mặt kín (hình L i a ) , là đa liên nếu nó bị giới hạn bởi nhiều mặt kír 

rời nhau từng đôi một (hình l . l b ) . 

1.1.3. Miền xác <ỉịnh của hàm số nhiều biến số 

Ta quy ước rằng nếu hàm số u được cho bởi biểu thức u = f ( M ) mi 
không nói gì thêm về miền xác định của nó thi miền xác định cùa u đượ 
hiểu là tập hợp tất cả những điểm M sao cho biểu thức f (M) có nghĩa 

thường đó là một tập hợp liên thông. 

Ví dụ Ì : Hàm số 

z = Jl-X2 -y2 được xác định 

trong miền X 2 + y 2 < Ì, tức là trong 

quả cầu đóng tâm o bán kính Ì 

(hình 1.2). 

Ví dụ 2 : Miền xác định của 

hàm số z = ln(x + y - 1) là miền 

X + y > Ì (hình 1.3). 

Hình 1.2 
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Ví dụ 3 : Hàm số 

u = ĩ đươc xác 
V l - x 2 - y 2 - z 2 

định khi X2 + y2 + z2 < Ì, miền 

xác định của nó là quả cầu mở 
tâm o bán kính Ì. 

Sau này các khái niệm sẽ 

được trình bầy chi tiết cho 

trường hợp Tì = 2 hay n = 3 ; các 
khái niệm ấy cũng được mở 
rộng cho trường hợp n nguyên 
dương bất kì. 

Hình 1.3 

1.1.4. Giới hạn của hàm s ố nhiều biến s ố 

• Ta nói rằng dãy điểm {M„(xn, yn)} dần tới điểm M0(x0, y0) trong 
R 2 và viết M n —> M Q khi n —> °° nếu l im d ( M ơ , M n ) = 0 hay nếu 

n—>=» 
l im x n = x 0 , l im y n = y 0 . 

n—>°° n—>°° 

• Giả SỬ hàm số z = f ( M ) = f(x, y) xác định trong một lân cận V nào 
đó của điểm M Q ( X 0 , y 0 ) , có thể trừ tại MQ. Ta nói rằng hàm số f ( M ) có 

giới hạn ỉ khi M(x, y) dần đến M Q nếu với mọ i dãy điểm Mn(x n , y n ) 

(khác M 0 ) thuộc lân cận V dần đến Mo ta đều có 

l im f ( x n , y n ) = /. 
ri—>°° 

Khi đó ta viết 

l i m f ( x , y ) = / hay l i m f ( M ) = /. 
(x,yH(%Jn) M->M(, 

Cũng như khi xét giới hạn của hàm số một biến số, có thể chứng 
minh rằng định nghĩa trên tương đương với định nghĩa sau : Hàm sô 

f (M) có giới hạn / khi M dần đến Mo nếu Ve > 0, 30 > 0 sao cho 

d(M0,M)<£=> |f(M)-/| <e. 
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• Khái niệm giới hạn vô hạn cũng được định nghĩa tương tự như đối 
với hàm số một biến số. Chẳng hạn 

= - , -> +°° khi (X, y) -> (0, 0). 

• Các định lí về giới hạn của tổng, tích, thương đối với hàm số 
một biến số cũng đúng cho hàm số nhiều biến số và được chứng minh 
tương tự. 

xy 
Ví dụ ỉ : Tìm l i m f ( x , y ) , với f (x ,y ) = 

(x,y)^(0.0) x 2 + y 2 

Hàm số f(x, y) xác định trên R\{(0, 0)}. Nếu cho (x, y) -> (0, 0) 

theo phương của đường thẳng y = kx, ta có 
> 

f(x, kx) = —^— khi X * 0. 
1 + k 2 

Do đó 

k 
l im f ( x , k x ) : 
x-»ò Ì + k 2 . 

Vậy khi (x, y) -> (0, 0) theo những phương khác nhau, f(x, y) dần tới 
những giới hạn khác nhau. Do đó không tồn tại lim f(x,y). 

(x,y )->((),()) 

Ví dụ 2 : Tim lim g(x,y), với g(x, y) = j x^ ự-' 
(x.y)->(0,0) ^ x 2 + y 2 

Ixl 
Hàm số g(x, y) xác định trên R \ {(0, 0 ) Ị . Vì - = = < ! , 

Ặ ĩ + y 2 

V(x, y) * (0, 0) nên 
r 

|g(x,y)| = -rÌU|y|<|y|. 

Vậy 
l im g(x,y) = 0 

(x,yH(0,0) 
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Ví dụ 3 : Tìm lim h(x.y), với h(x, y) = — ỉ ^ - - . 
(x.y)-HO,0) 2 x 2 + 3 y 6 

Hàm số h(x, y) xác định trên R2 \ Ị(0, 0)Ị. Nếu cho (x, y) -> (0, 0) 

theo phương của đường thẳng y = kx, ta có 

k3x2 

h(x ,kx)= ± — y x ± 0 
2 + 3 k 6 x 4 

Do đó h(x, y) -> 0 khi (x, y) -» (0, 0) theo mọi phương y = kx. 
Nhưng điều đó không có nghĩa là giới hạn phải tìm tồn tại và bằng 0. 

Thật vậy, nếu cho (x, y) -> (0, 0) trên đường X = y3, ta có 

h(y3,y)=^ị = ^. 
5y 6 5 

Do đó h(x, y) -> - khi (x, y) -> (0, 0) dọc theo đường parabôn 

bậc ba X = y3. 

1.1.5. Tính liên tục của hàm số nhiều biến số 

• Giả sử hàm số f(M) xác định trong miền D, Mo là mội điểm thuộc D. 

Ta nói rằng hàm số f(M) liên tục tại Mo nếu tồn tại giới hạn 

lim f(M) = f(Mn). 
M->M ( ) 

Nếu miền D đóng, M 0 là một điểm biên của D thì l im f ( M ) được 
M-^M 0 

hiểu là giới hạn của f(M) khi M dần đến Mo ở bên trong của D. 

Giả sử M0 có toa độ là (x0, y0), M có toa độ là (Xo + Ax, y0 + Áy). 

Đặt Af = f(0 + Ax, y0 + Áy) - f(xQ, y0). Định nghĩa trên có thể phát biểu 

như sau : Hàm số f(x, y) được gọi là liên tục tại (Xo, y0) nếu nó xác định 

tại đó và nếu Af -» 0 khi Ax -> 0, Áy —> 0. 
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Hàm số f ( M ) được gọ i là liên tục trong miền D nếu nó liên tục tại 
mọ i điểm thuộc D. 

• Hàm số f (M) được gọi là liên tục đều trên miền D nếu V E > 0, 38 > 0 

sao cho với mọ i cặp điểm M ' , M " thuộc D mà d(M', M") < ỗ ta đều có 

|f(M')-f(M")|<£ 

• Hàm số nhiều biến số liên tục cũng có những tính chất như hàm số 
một biến số liên tục. Chẳng hạn, nếu hàm số nhiều biến số liên tục trong 
một miền đóng, bị chặn thì nó bị chặn trong miền ấy, nó đạt giá trị 
lớn nhất và giá trị bé nhất của nó trong miền ấy, nó liên tục đểu trong 
miền ấy. 

Ví dụ 4 : Khảo sát tính liên tục của hàm số 

f(x, y) = X 2 + y 2 

nếu(x, y) * (0,0) 

0 nếu (x, y) = (0, 0) 

trong đó a là một hằng số dương. 

f(x, y) liên tục V(x, y) * (0, 0) vì là thương của hai hàm số liên tục 
mà mẫu số khác không. Vậy chỉ cần xét tại điểm (0, 0). Theo bất đẳng 
thức Cauchy, ta có 

|xy| < ^(x2 + y2) => |f (x,y)| < -Ù*2 + y2 )a_1 • 
2 2 

Do đó nếu a > Ì thì l im f (x ,y ) = 0, vậy f(x, y) liên tục 
(x.y)-KO.O) 

tại (0, 0). 

Giả sử a < 1. Ta có 

ria 
f(x, X) = 

Ì 
2 x 2 2 x 2 ( l - a ) 

không liên tục tại (0, 0). 

không dần tới 0 khi X —> 0, vậy f(x, y) 
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1.2. ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN 

1.2.1. Đạo hàm riêng 

Cho hàm số u = f(x, y) xác định trong một miền D ; MQÍXQ, y0) là 
một điểm của D. Nếu cho y = y 0 > hàm số một biến số X H-> f(x, y 0 ) có 

đạo hàm tại X = x 0 , thì đạo hàm đó được gọi là đạo hàm riêng cùa f đối 
với X tại M Q và được kí hiệu là 

f'x(xo>yo) hay 1^ (x0, y0) hay ì <xo>yo)-
dx dx 

Đặt A x f = f ( x 0 + Ax, y 0 ) - f ( x 0 , y 0 ) . Biểu thức đó được gọ i là số gia 
riêng của f(x, y) theo X tại (Xọ, y 0 ) . Ta có 

a (x0.yo)= lim ~T~~-
àx Ax->0 Ax 

Tương tự như vậy, người ta định nghĩa đạo hàm riêng của f đ ố i với y 
tại MQ, kí hiệu là 

rw_ NÌ dí, , t du 
f y ( x 0 , yo) hay ^ ( x 0 . y 0 ) hay ^ - ( X Q ^ O ) . 

Các đạo hàm riêng của hàm số n biến số (n > 3) được định nghĩa 

tương tự. Khi tính đạo hàm riêng của một hàm số theo biến số nào, chỉ 
việc xem như hàm số chỉ phụ thuộc biến số ấy, các biến số khác đươc 
coi như không đ ổ i , rồ i áp dụng các quy tắc tính đạo hàm của hàm số mót 
biến số. 

Ví dụ Ì : z = x y (x > 0). 

dz y-1 dz y,_ 
— = y x ' , 7T- = x y lnx . 
ơx dy 

Ví dụ 2 : u = x3zarctg— (z * 0). 
z 

^u ó s_ y du V Ì 1 x3z2 

- r - = 3x z zarc tg - , ^ - = X J Z — — . - = ; 
dx z dy . y z y + z 2 

1 + ^ 7 
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()u , y , Ì í y ^ -,( ý yz 
- — = x Jarctg^- + x J z — T = x a r c t g ^ - — r ^ — . 
dz z , y 2 l z 2 y V z ỳ + z ì 

z 2 

c/ííí r/;;'c/ỉ . — là mót kí hiêu, chứ không phải là mót thương ; dĩ và 8x 
dx 

đứng riêng rẽ không có ý nghĩa gì. 

1.2.2. Vi phân toàn phẩn 

• Cho hàm số z = f(x, y) xác định trong miền D. Lấy các điểm 

M 0 ( x 0 , y 0 ) e D, M ( x 0 + Ax, y 0 + Áy) € D. Biểu thức Af = f ( x 0 + Ax, 

y 0 + Áy) - f ( x 0 , y 0 ) được gọi là số gia toàn phần của f tại MQ. Nếu có thể 
biểu diễn nó dưới dạng 

(1.1) A f = A.Ax + B.Ay + CíAx + pAy, 

trong đó A, B là những số chỉ phụ thuộc x 0 , yo- còn oe, p dần tớ i 0 khi 

M —> M 0 , tức là khi Ax —> 0, Áy —> 0, thì ta nói rằng hàm số z là khả vi 

tại M 0 , còn biểu thức AAx + BAy được gọi là vi phân toàn phần của 

z = f(x, y) tại Mo và được kí hiệu là dz hay dí. 

Hàm số z = f(x, y) được gọi là khả vi trong miền D nếu nó khả vi tại 
mọ i điểm của miền ấy. 

Chú thích. Nếu hàm số f(x, y) khả vi tại M 0 ( x 0 , y 0 ) thì từ đẳng thức 

(1.1) suy ra rằng Af —> 0 khi Ax —ỳ 0, Áy —> 0, vậy f(x, y) liên tục 

tại MQ. 

• Đ ố i với hàm số một biến số y = f(x) , nếu tại X = x 0 tồn tại đạo hàm 

(hữu hạn) f ( x 0 ) thì ta có 

Áy = f(xQ + Ax) - f ( x 0 ) = f (x 0 )Ax + aAx, 

trong đó oe —> 0 khi Ax —> 0, tức là f (x) khả vi tại X = x 0 . Đố i với hàm số 

nhiều biến số z = f(x, y), sự tồn tại của các đạo hàm riêng tại M Q ( X 0 , y 0 ) 
chưa đủ để hàm số khả vi tại đó. Thật vậy, xét ví dụ sau : 

l i 
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Cho hàm số 

f(x, y) = 
xy 

X 2 + y 2 

nếu (x,y)*(Q.Q) 

0 nếu(x,y) = (0,0) 

Ta có 

f ( h , 0 ) - f ( 0 , 0 ) _ ,. f(h,0) _ n 

f• (0,0) = lim v •' = u

l i m

n ^ l T - = °-
x h-*ô h h->0 h 

vì f(h,0) = 0 nếu h * 0. Tương tự, ta có f y(0, 0) = 0. Các đạo hàm 

riêng f , f tại (0, 0) đều tồn tại , nhưng hàm số f(x, y) không liên tục 
tại (0,0) (xem ví dụ 3, mục 1.1.5) nên không khả vi tại (0, 0). 

Định lí sau đây cho ta điều kiện đủ để hàm số z = f(x, y) khả vi tại 

M 0 ( x 0 , y 0 ) . 

Định li LI. Nếu hàm sốt = f(x, y) có các đạo hàm riêng ở lân cận 

điểm Mịịxữ, yQ) và nếu các đạo hàm riêng ấy liên tục tại M0 thì fịx, y) 

khả vi tại Mị) và tơ có 

(1.2) dz = f x A x + f y A y . 

Thật vậy, ta có 

Af = f ( x 0 + Ax, y 0 + Áy) - f ( x 0 , y 0 ) = 

= [ f ( x 0 + Ax, y 0 + Áy) - f ( x 0 , y 0 + Áy)] + [ f ( x 0 , y 0 + Áy) - f ( x 0 , y„)]. 

Áp dụng công thức số gia giới nội cho hàm số một biến số, ta được 

f ( x 0 + Ax, y 0 + A y ) r f ( x 0 , y 0 + Áy) = Ax. f X(XQ + e,Ax, y 0 + Áy) 

f ( x 0 , y 0 + Áy) - f ( x 0 , y 0 ) = Ay . f y(x 0 , y 0 + e 2 Ay), 

trong đ ó 0 < e , < l , 0 < e 2 < l . Nhưng vì f x và f y liên tục tại Mo nên 

fX(XQ + 0,Ax, y 0 + Áy) = f x ( x 0 , y 0 ) + a, 

fy (x 0 yo + e 2 A y ) = f y^ x0' y o ) + p 

12 
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trong đó a - > 0, P-> 0 khi Ax -> 0, Áy -> 0. Do đó 

Af = f X(XQ, y 0).Ax + f y(x 0 , y 0 ) .Ay + ocAx + (3Ay, 

vậy f(x, y) khả vi tại M 0 và ta có đảng thức (1.2). 
Chú thích. Cũng như dối với hàm số một biến số, nếu X, y là biến số 

độc lập thì dx = Ax, dy = Áy, do đó 

dz = f x dx + f ydy. 

• Từ định nghĩa ta thấy rằng vi phân toàn phần df chí khác số gia 

toàn phần Af một vô cùng bé bậc cao hơn p = Ì]AX2 + Á y 2 . Do đó khi 

Ax và Áy có trị số tuyệt đối khá bé, ta có thể xem Af = df, tức là 

(1.3) f ( x 0 + Ax, y 0 + Áy) = f ( x 0 , y 0 ) + f x ( x 0 , y 0 )Ax + f y ( x 0 , y 0 )Ay 

1,02 
Ví diị : Tính gần đúng arctg 

0,95 

y 
Xét hàm sô z = arctg—. Ta cần tính Z(XQ + Ax, y 0 + Áy), với Xo = Ì, 

X 
y 0 = Ì, Ax = -0,05, Áy = 0,02. Ta có z' x = — - 2 — ; z 

x 2 + y 2 y x 2 + y 2 

Theo công thức (3), ta có z( l - 0,05 ; Ì + 0,02) = z ( l , l ) + 

+ 1 0 ' 0 2 + 1 Q ' 0 5 = - + 0,035 = 0,785 + 0,035 = 0,82 radian. 
2 4 

1.2.3. Đạo hàm của hàm s ố hợp 

D là một tập hợp trong R n Xét hai ánh xạ ọ : D - » R m , f : (p(D) - > R. 
Ánh xạ tích fo(p xác định bởi 

(p f 
f o ọ : (Xị,..., x n ) e D H-4 (UịíXị x n ) , . . . , u m (x, , . . . , x n ) ) G (p(D) •-> 

f(Uị(X! x n ) . . . , u m ( x 1 , . . . , x n ) ) 6 R 

được gọi là hàm số hợp của các biến số Xị,..., x n qua các biến số 

trung gian U ] u m . Để cho đơn giản, ta xét trường hợp n = m = 2. Đặt 
F = fo(p, ta có 

<p Ì 
F : ( x , y ) Ẽ D u (u(x, y), v(x, y)) G (p(D) H-> f(u(x, y), v(x, y)) = F(x, y) 

13 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



dĩ dí 
Định lí 1.2. Nếu Ị có các đao hàm riêng — , — liên túc trong ẹ(D) 

du ờx 
và nếu tí, V có các đao hàm riêng —,—,—,— trong D thì trong ũ 

dx dy ^x dy 

* 8F dF 
tôn tại các đao hàm riêng —,—— và ta có 

dx dy 

(1.4) 

dF=ỊX_du df_dv 
3x 3u 8x dv 3x 

* a F _ a f 8 u d f ã v 

3y du dy dv dy 

Chứng minh. Giả sử (XQ, y 0 ) e D, (Xo + h, y 0 ) e D. Đặt 

ô = F(xo + h, y0) - F(xo, y0) 

= f(u(X{) + h, y0), v(xo + h, y0)) - f(u(xo, y0), V(XQ, y0)) và kí hiệu 
u0 = U(XQ, y0), Uị = U(XQ + h, y0), v0 = V(XQ, y0), Vị = v(xo + h, y0). Ta có 

ô = f(Uị, Vị) - f(uo, vo) = [tím, Vị) - f(uo, Vi)] + [f(uo, Vị) - f(uo, vo)] 

5_f(U1,Vl)-f(U0,V1) UỊ-UQ | f(U0,V1)-f(Uo,Vo) VỊ -Vọ 
u l " u O Vi - V r 

dĩ dĩ 

^ 9 ' dv l i ê n t ụ c t r O I Ì g A n ê n C Ô n g t h ứ c S Ô g i a g ớ i n ^ á p d ụ n g v à o 

f(Uị, Vị) - f(uo, Vị) và f(uo, Vị) - f(uo, v0) cho ta 

Ồ df 

h au' 
/ A u l - u 0 3f . Vị - V A 

trong đó u 2 = Uọ + 0,(11! - UQ), v 2 = v 0 + 82(V! - Vo), 0 < e, < 1.0 < e 2 < 1. 
Cho h —> 0, ta được 

SÌ(Xo'yo)i(Uo'Vo)?Xũ'yo)+?°'Vo)ỉ(x«-yo»' au 

Đó là đẳng thức đầu của (1.4). Đẳng thức thứ hai của (1.4) được 
chứng minh tương tự. • 
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Các công thức (Ì .4) có thể viết dưới dạng ma trận 

dĩ 3F 

3x dy, 

trong đó ma trận 

'au au^Ị 
'dĩ a r ax ày 

V. du du J av 

1 

' a u du} 

dx dy 

dv 3v 

3x ày , 

được gọi là ma trận Jacobi của ánh xạ ọ hay ma trận Jacobi của u, V đối 
vớ i X, y, còn định thức của ma trận ấy dược gọi là định thức Jacobi của 

D(u,v) 
u, V đ ố i với X, y và được kí hiệu là 

D(x,y) 

Trong tính toán, người ta không phân biệt f và F, chúng lấy cùng giá 
trị tại những điểm tương ứng (u, v) và (x, y). Có thể viết 

df__df_du 3f dv 

3x du 3x dv dx' 

3 f _ a f a u a f d v 

dy du 3y dv dy 

Ví dụ : Cho z = e ulnv, u = xy, V = X 2 + y 2 . Ta có 

^=eulnv.y + eu.!.2x = ex' yln(x2+y2) + -
dx V 

2x 

dz Ui u Ì n xy 
— = e In v.x + e . — .2y = e 3 

X 4 + y z 

xln(x2 +y2)+ ,2y 

u HI V .À. ĩ \y . .í, í - -,. 
8y V 

Chú thích ỉ. Nếu z = f(x, y), y = y(x) thì z là hàm số hợp của 
X, z = f(x, y(x)). Khi đó ta có 

dz df df 
— = — + —-y (x). 
dx 3x dy 
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Nếu z = f(x, y), X = x(t), y = y(t) thì z là hàm sô hợp cùa t thõng qua 
hai biến trung gian X, y. Khi đó ta có 
dz_ af„v X tí X 
* ix<0V(,)-

3 3 3 3 
Chú thích 2. Nếu giả thiết thêm rằng — , — , ^ - , - 7 - liên tục thì từ 

3x ơy ơx ơy 
dĩ dí 
(1.4) suy ra rằng — , — liên túc, do đó z xem như hàm số của X, y là 

dx dy 
khả vi và ta có 

dz = —dx +—dy. 
ơx ơy 

Thế các công thức (Ì .4) vào, ta có 

, Ị dí du dĩ dv 
dz = — . — + — . — dx + 

df_ 

du 

du , du , 
- ^ d x + - ^ d y 
ơx ày 

^ dĩ 
+ — 

3f au 3f dv 

^du dy 3v 3y 

ídv, dv ^ 
— d x + — d y 
dx dy 

áy = 

= — d u + — d v . 
ơy ơv 

Vậy vi phân toàn phần của hàm số z = f(u, v) có cùng một dạng 
cho u, V là các biến số độc lập hay là các hàm số của những biến số độ< 
lập khác. Do đó vi phân toàn phần của hàm số nhiều biến số cũng cc 

dạng bất biến như vi phần của hàm số một biến số. 
Các công thức 
vdu - udv 

d(u ±v) = du ± dv, d(uv) = udv + vdu, d đúng khi 

u, V là các biến số độc lập nên cũng đúng khi u, V là những hàm số cùa 
các biến số khác. 

1.2.4. Đạo hàm và vi phân cấp cao 

• Cho hàm số hai biến số z = f(x, y). Các đạo hàm riêng ị\, f [ị 
những đạo hàm riêng cấp một. Các đạo hàm riêng của các đạo hàm né. 

ló 
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cấp một nếu tồn tại được gọi là những đạo hàm riêng cấp hai. Ta có bốn 
đạo hàm riêng cấp hai được kí hiệu như sau : 

d ' a n a 2 f 

dx \dx) 3x 2 

d ' a n a 2 f 

dy <d\) dydx 

à ' a n _ Ví . 
dx &J dxdy 

d ịdĩ^ _ a 2 f _ 

dx 8y 2 

Các đạo hàm riêng của các đạo hàm riêng cấp hai, nếu tồn tại , được 
gọ i là các đạo hàm riêng cấp ba,... 

Ví dụ : 2 3 4 
z = X y + X 
z'x =2xy3 + 4x3 

zx2 = 2y3 + 12x3 

2. .2 z v = 3x y 

°yx = 6xy 

= 6xy" Ỷ = 6x y. 

Trong ví dụ ưên ta nhận thấy rằng z'xy = ZyX. L iệu điều đó có luôn 

luôn đúng không ? Ta có định lí quan trọng sau đây : 
Định lí 1.3 (Schwarz). Nếu trong một lân cận u nào đó của điểm 

MQ(X0, y()) hàm số z = fịx, y) có các đạo hàm riêng f" fỳ'x và nếu các 

đạo hàm ấy liên tục tại M0 thì fxy = fỳ'x tại MQ. 

Chứng minh. Giả sử h, k là những số đủ nhỏ, khác 0 sao cho các điểm 

(Xo + h, y 0 ) , (Xo, y 0 + k), (Xo + h, y 0 + k) thuộc miền u . Tính biểu thức 

A = [ f ( x 0 + h, y 0 + k) - f ( x 0 , y 0 + k)] - [ f ( x 0 + h, y 0 ) - f(XQ, y 0 ) ] theo 
hai cách khác nhau. Trước hết, đặt 

2- TOÁNCAOCẤP • T3 

é THÀI N G Ữ ™ 

TRƯNG TÂM HỌC L I Ê U 
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ta có 

A = <p(y0 + k) - (p(yn). 
Theo công thức số gia giới nội , ta được 

A = kọ ' ( y 0

 + Qik), 

trong đó 0 < 9 Ị < Ì. Nhưng 

<p'(y)= [ f ỳ ( x 0 + h , y ) - f ỳ ( x ò , y ) ] . 

Vì vậy A = k [ f ỳ ( x 0 + h , y 0 + e l k ) - f ; ( x 0 , y 0 + e 1 k ) ] . 

L ạ i áp dụng cồng thức số gia giới nội đối với biến X ớ vê phải, ta 

được A = khfỳ ' x (x 0 +0Th,y o + 0 1 k ) , 

trong đó 0 < e 2 < Ì. Bây giờ viết lạ i 

A = [f(xo + h, y 0 + k) - f ( x 0 + h, y 0 ) ] - [ f ( x 0 , y 0 + k) - f(xQ, y 0 ) l = 

= \ị/(X() + h) - \ị/(x 0), 
trong đó 

ự(x) = f(x, y 0 + k) - f (x, y 0 ) . 

Cũng như trên, tồn tại hai số 9 3 , 64, 0 < 0 3 < Ì, 0 < 0 4 < Ì, sao cho 

A = hv|/'(Xo + 0 3h) = 

= h [ f ; ( x 0 + e 3 h , y 0 + k) - f ; (Xo + e 3 h , y 0 ) ] = 

= hkf^'y(x 0 + e 3 h , y 0 + 0 4 k ) . 

So sánh hai kết quả tính trên, ta thấy 

f ; x ( x 0 + 0 2 h , y o + e , k ) = f ; y ( x 0 + e 3 h , y 0 + e 4 k ) 

cho h -> 0, k - » 0, do giả thiết liên tục của fy X và fxy tại M 0 , ta được 

fyx(xO-yo) = fxy(*0'yo)-
Định lí ấy cũng đúng cho các đạo hàm riêng cấp cao hơn cùa 

hàm số n biến số với n > 3. Chẳng hạn, nếu u = f(x, y, 2) thì 

ù"'. = ù " . ' = u'" , = u'" = nếu các đạo hàm ấy liên tục. 
uxyz uyzx uzxy uxzy ••• • 

18 
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• Xét hàm số z = f(x, y). Vì phân toàn phần của nó 

dz= fxdx + f ịdy, 

nếu tồn tại , cũng là một hàm số của X, y. V i phàn toàn phần của dz nếu 

tồn tại , được gọi là vi phân toàn phần cấp hai của z và được kí hiệu là 
d 2z. Vậy : 

d 2z = d(dz)= d(f;dx + fỳdy). 

Cứ tiếp tục như vậy người ta định nghĩa các vi phân cấp cao hơn 

d 3z = d(d 2z) 

d nz = d(d n "'z). 

Giả sứ X, y là những biến số độc lập, khi ấy dx = Ax, dy = Áy, đó là 
những hằng số không phụ thuộc X, y. Giả sử d z tồn tại . Ta có 

d 2z = d(dz) = (fxáx + fỳdy)' x dx + ựKàx + fỳdy)'y dy = 

= f ; ' 2 d x 2 + ( f ; y + f ; x ) d x d y + r 2 d y 2 . 

Giả thiết rằng fxy và fy X liên tục, khi đó chúng bằng nhau, vì vậy 

d 2 z = f ; ' 2 dx 2 +2f ;ydxdy + f y 2 d y 2 . 

Người ta thường dùng kí hiệu tượng trưng 

' a . ỏ 
(1.5) d 2 x = ^ - d x + ^ - d y 

dx ày 
d d d ơ 

trong đó các bình phương của — , — chỉ phép lấy đao hàm riêng hai 
dx dy 
d2 . . . . . . . s , 

lần đối với X, hai lần đối với y, — — chỉ phép lấy đao hàm riêng một lân 
ơxơy 

đối với y, một lần đối với X. 
Tiếp tục tính toán như vậy, ta được công thức lũy thừa tượng trưng 

(1.6) d n z = — d x + — d y 
dx ơy 

f. 
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Bây giờ giả sử X, y không phải là biến số độc lập, mà là các hàm sò 
của các biến số độc lập s, t. Khi ấy dx, dy không phải là những hàng sò 
nữa, mà phụ thuộc vào s, t. Do đó 

d2z = d(dz)= d(f;dx + fydy) = 

= d(f; )dx + £d(dx) + d(fỳ )dy + fỳd(dy) 

= f"2dx2 + 2fxydxdy + ộdy2 + f;d2x + fỳd2y. 

Rõ ràng trong trường hợp này, công thức (1.5) không Vòn đúng nữa. 
V i phân toàn phần cấp lớn hơn hoặc bằng 2 của hàm số^ứiiều biến số 
không có dạng bất biến. 

1.2.5. Hàm số thuần nhất 

D là một tập hợp trong Rn có tính chất sau : nếu điểm 

M(X|, X 2 , . . . , x n ) e D, thì Vt > 0 điểm (tXị, tx-),..., t x n ) cũng thuộc D. 
tức là nếu D chứa điểm M thì D cũng chứa tia nối o với M . 

Hàm số f(X|, x 2 , . . . , x n ) xác định trên D được gọi là thuần nhất 
bậc k nếu 

(1.7) f(tX|, tx 2 , . . . , t x n ) = t k f ( x , , x 2,..., x n )Vt > 0. 

t7í , rrr 2 ,_ X2 X x3y + y2z2 +xz3 , 
Ví dụ : - y / x z + y ^ , l n - T a r c t g - , — J ^ — l à những hàm sô 

y1 y xl+yiL+zz 

ì 
thuần nhất theo thứ tự có bậc Ì xác định trên R , bậc 0 xác định trên 
R\{ (0,0) Ị, bậc 2 xác định trên R \ ( (0, 0 ,0 )} . 

• Nếu Ị là một hàm số thuần nhát bậc k thì các đạo hàm riêng cáp 
một của nó là những hàm số thuần nhất bậc k - 1 . 

Thật vậy, đạo hàm hai vế của (1.7) đôi với Xj, ta được 

(txl-tx2 txn)= tkfx,(xl'X2

 xn) 

do đó ĩ'x (tXj, tx2,..., txn) = tk_If^ (Xị, x2,..., xn) • 

• Hàm sốfịxh x2,.:, xn) là thuần nhất bậc k khi và chỉ khi 
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(1.8) f x , 7 ? f - k l . 
— 1 (h. 

Công thức (! .8) được gọi là cônq thức Eulei. 
Thật vậy, giả sử f là hàm số thuần nhất bậc k, nó thoa mãn (1.7). Lấy 

đạo hàm hai vế của (Ì .7) đối với t, ta được 

n 
] T Xịf; (tX| tXn) = k t k _ l f ( X ! , . . . , x n ) . 
i=l 

Cho t = Ì trong đẳng thức đó, ta được (1.8). 

Đảo lạ i , giả sử hàm số f thoa mãn đẳng thức (1.8). Trong (1.8) thay Xj 

bởi tXị với mọ i i ta được 
n 

^ t X j f x (tX| tx n ) = kf(tX| tx n ) . 
i = l 

k~l 
Nhân hai vê với t , ta có 

n 
] T x j f ; . ( tXj, . . . , t x n ) t k - k t k _ i f ( t x , , . . . , t x n ) = 0. 
i=l 

ị(ỊX tx ) , . 
V ế trái là tử số của đạo hàm theo t của L i p — — . Đạo hàm đó 

t k 
f ( tx tx ) 

bằng không, nên —— bằng hằng số c. Muốn tìm c chỉ việc 

cho t = Ì, ta được c = f(Xị xn). Do đó 

f(tXị txn) = tkf(Xị,...,xn). 

Đó chính là đẳng thức (Ì .7). • 

1.2.6. Đạo hàm theo hướng. Građiên 

• u(x, y, z) là một hàm số xác định trong một miền D c R3. Qua 

điểm M 0 ( x 0 , y 0 , ZQ) G D vẽ một đường thẳng định hướng mà vectơ đơn 

vị là / ; M là một điểm trên đường thẳng ấy, ta có M 0 M = p/, trong đó 
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p là độ dài đại số của vectơ M 0 M (hình 1.4). Nêu khi p —> 0 (tức là M 

dần tới MQ theo hướng 7), tỉ số 

Au _ u(M)-u(Mọ) 

p ~ p 
dần tới một giới hạn hữu hạn thì giới hạn ấy được gọi là đạo hàm cùa 

hàm số li theo hướng 1 tại Mo và được ki hiệu là ^Ịị(M0). 
di 

Nếu / trùng với vectơ đơn vị 1 của trục Ox thì 

au(M )= lim u(xo+p,y0,z0)-u(x0,y0,z0)_au(x0) 

di p-»0 dx 

du 
Vây đao hàm riêng — chính 

dx 
là đạo hàm của u theo hướng của 
„ . du du ,v , 
trúc Ox. Cũng vây — , — là đao 

dy dz 
hàm của u theo hướng của Oy, Oz. 

Đạo hàm của hàm sô u theo 

hướng / biểu thị 'tốc độ biến 

thiên của u theo hướng /. 
Hình Ú 

Định lí 1.4. Nếu hàm số u = u(x, y, z) khả vi tại điểm M0(xfí, y0, z0) 

thì tại điểm ấy nó có đạo hàm theo mọi hướng ì và ta có 

(1.9) ^ = ^ c o s a + ^ c o s P + ^ 
dì dx ày 

COSỴ 

trong đó cosa, cosỊỈ, cosọlà các thành phần của ì. 

Chứng minh. Vì u(x, y, z) khả vi tại M, nên 

3 f) 3 
Au = U(M) - U(MQ) = ^ ( M 0 ) A x + ̂ ( M 0 ) A y + ̂ ( M 0 ) A z + a(p), 

ơx ỏy oz 
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trong đó oc(p) là vô cùng bé bậc cao đối với p. Vì 

Ax = pcosa, Áy = pcosp, Az = pcosy 
nên 

Au âu du „ , , „  ằ „ , . a(p) 
— = -T 1 (Mn) cos a + ^ - (Mo) cos (3 + ( M 0 ) cos Y + — ^ • 

p d\ ây ơz Ọ 
Chuyển qua giới hạn khi p -> 0, ta được (1.9). • 
• u(x, y, z) là hàm số có các đạo hàm riêng tại MQÌXQ, y 0 , ZQ). Người 

ta gọ i građiên của u tại M 0 là vectơ có các thành phần là 

f i < M 0 ) , f í < M 0 ) ệ < M 0 ) 

và kí hiệu nó là gradu(M 0 ) . Nếu ỉ , J,k là các vectơ đơn vị của các trục 

Ox, Oy, Oz, ta có 
3 ò 3 

(1.10) g ^ ( M 0 ) = ^ ( M 0 ) ĩ + ̂ ( M 0 ) j + ^ ( M 0 ) k . 

Định lí 1.5. Nếu hàm số u(x, y, z) khả vi tại M() thì tại đó ta có 

du , 
(1.11) -^- = ch7gradu. 

dĩ 1 

Thật vậy, vì 7 = cosaĩ + cospj + cosYĨc, nên công thức (1.9) có thể 

viết là 

í ( M 0 ) = grãdu(M 0 ) .7 = t?|.chygrãdu(M 0) = c h í - g r ã d ( M 0 ) « 
di 

Chú thích. Từ (1.11) suy ra rằng 
3 u ( M 0 ) 

di 
đạt giá trị lớn nhất bằng 

| g r a đ u ( M 0 ) . Kh i / đồng phương với gradu. Vậy gradu(M 0 ) cho ta 

biết phương theo nó tốc độ biến thiên của u tại Mị) có giá trị tuyệt đối 
cúc đại. 

au 
Ví du : Cho u = X + y + z + 3xyz. Tứứi gradu và tại MẠI, 2, -1 ) 

di » 

biết ỉ là vectơ đơn vị của M 0 M j với Mị(2 , 0, 1). 

23 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Ta có u x = 3x 2 + 3yz, Uy = 3y 2 + 3zx, u z = 3z 2 + 3xy 

gradu = 3(x2 + yz) ĩ + 3(y2 + zx) j + 3(z2 + xy) ĩc 

gradu(M0) = 3(-ĩ + 3] + 3k). 

Vì M0Mị có các thành phần là (Ì, -2, 2} nên 

12 2 
cosa = - , cosp = -—, cosv = —, do đó 

3 3 3 
du ro (-2\ (2\ 

1.2.7. Công thứcTaylor 
Công thức số gia giới nội, công thức Taylor đối với hàm số một biến 

số cũng được mờ rộng cho hàm số nhiều biến số. 
Định lí 1.6. Giả sử hàm sốfịx, y) có các đạo hàm riêng đến cấp (n + ỉ) 
liên tục trong một lân cận nào đó cùa điểm M()(x0, y0). Nếu điểm 

M(x0 + AX, y0 + Áy) cũng nằm trong làn cận đó thì ta có 

(1.12) f(xo + Ax, y0 + Áy) - f(xo, y0) = df(xo, y0) + lị d2f(Xo, y0) +... + 

+ -^-dnf(xo, y0) + —i— dn+1f(xo + 0Ax, y0 + GAy), 
n! (n + 1)! 

0<e<l. 
Công thức (1.12) gọ i là công thức Taylor đ ố i với hàm số f(x, y). 

Cỉúmg minh. Đặt F(t) = Ĩ^XQ + tAx, y0 + tAy), 0 < t < 1. 

Vếttái của (1.12) bằng F(l)Ị - F(0). Vì f(x, y) có các đạo hàm riêng đến 

cấp (n + 1) liên tục, nên hàm số F(t) có các đạo hàm liên tục đến cấp (n + 1) 
trong đoạn [0,1] . Công thức Taylor áp dụng cho hàm số F(t) cho ta 

(1.13) F(1)-F(0) = F'(0)+ —F"(0) + ...+—F<n)(0) + 
2! n! 

+ —!—F(n+,xe> 
(n + 1)! 

0<e< 1. Nhưng 

24 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



F(0) = f x (Xo, y 0 ) Ax + fy ( x 0 , y 0 )Ay = d í ( x 0 , y 0 ) 

F"(0) = r2(x0,y0)Ax2 +2f;,

y(x0,y0)AxAy + 

+ f ỳ ' 2 ( x 0 , y 0 ) A y 2 = d 2 f ( x 0 , y 0 ) 

F ( n ) (0 ) = d n f ( x 0 , y 0 ) 

F ( n + I ) ( 9 ) = d n + 1 f ( x 0 + 0Ax, y 0 + 0Ay). 
Thế các đẳng thức này vào (1.13) ta được (1.12). • 
Dùng công thức lũy thừa tượng trưng để biểu diễn vi phân cấp cao ta 

có thể viết công thức Taylor (1.12) như sau : 

" Ì ( d d Ỷ 
(1.12*) f ( M ) - f ( M o ) = Z ^ [ a A x + a A y J f ( M ° ) + 

-^-Ax + ^ A y f ( M j ) 
3x ây J (n + 1)! 

với M ị nằm trên đoạn thẳng nối Mo với M . 
Chú thích. Nếu trong công thức (1.12) hay (1.12') cho n = Ì, ta được 

(1.14) f ( x 0 + Ax, y 0 + Áy) - f ( x 0 , y 0 ) = df(xo + 9Ax, y 0 + 0Ay) 

hay 

(1.14-) f ( M ) - f ( M o ) = Ax + — Á y 
v 3x dy 

f ( M , ) . 

Đó là công thức số giơ giới nội đối với hàm số f(x, y). 

1.3. CỰC TRỊ 

1.3.1. Cực trị của hàm số nhiều biến số 

Cho hàm số z = f(x, y) xác định trong một miền D nào đó, M 0 ( x 0 , y 0 ) 

là một điểm trong của D. Ta nói rằng f(x, y) đạt cực trị tại Mo nếu với 

moi điểm M trong một lân cận nào đó của M 0 , nhưng khác Mợ, hiệu số 
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f (M) - f ( M 0 ) có dấu không đổi . Nếu f ( M ) - f ( M 0 ) > 0, ta có cực tiểu ; 

nếu f (M) - f ( M 0 ) < 0 ta có cực đại . 

Trong phần này, ta sẽ dùng các kí hiệu sau : 

p = f-;(M), q = f ; ( M ) , r = r 2 ( M ) , s = f ; ' y ( M ) , t = r 2 ( M ) . 

Định lí 1.7. Nếu hàm số z = f(x, y) đạt cực trị tại Mị) mà tại dó các 

dạo hàm riêng p = f ^ (M) ,q = f y ( M ) tồn tại thì các đạo hàm riêng ấy 

bằng không : 

(1.15) p = 0 ,q = 0 t ạ i M o 

Thật vậy, vì f đạt cực trị tại M 0 nên nếu giữ y = y 0 thì hàm số một 

biến số X I—> f(x, y 0 ) đạt cực trị tại X = x 0 , vì đạo hàm riêng f X(XQ, y 0 ) 
tồn tại , nó phải bằng không theo định lí Fermat. Cũng vậy 

fị(Xo,yo) = 0" 

Điều kiện (1.15) là điều kiện ắt có của cực trị, nó cho phép ta thu hẹp 
việc tìm cực trị tại những điểm ở đó cả p và q đều triệt tiêu hoặc 
những điểm ở đó p hoặc q không tồn tạ i . Những điểm ấy được gọ i là 
điểm tới hạn. 

Định lí 1.8. Giả sử hàm số 2 = f{x, y) có các đạo hàm riêng đến cấp 

hai liền tục trong một lân cận nào đó của MQ(XQ, y0). Giả sử tại MQ ta có 

p = 0,q = 0. Khi đó tại M0. 

1) Nếu s2 - rí < 0 thì fịx, y) đạt cực trị tại M0. Đó là cực tiểu nếu 

r > 0, là cực đại nếu r < 0. 

2) Nếu s2 - rí > 0 thìỷịx, y) không đạt cực trị tại M0. 
2 

3) Nếu s - rí = 0 thì f(x, y) có thể đạt cực trị tại Mị), cũng có thể 
không đạt cực trị tại Mị) (trường hợp nghi ngờ). 

Chứng minh. Giả sử điểm M(XQ + h, y 0 + k) Ở lân cận M 0 . Đặt 

A = f ( M ) - f ( M 0 ) . Theo công thức Taylor, ta có 

(1.16) A=-(rh2 + 2shk + tk2) + R(h,k) 
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trong đó R(h, k) là mội vô cùng bé bậc ba đối với p = V h ^ + k 2 . Do đó 

khi h và k khá nhỏ thì A cùng dấu với g(h, k) = rh2 + 2shk + tk2. 

Nếu k * 0, g(h, k) = k2(ru2 + 2su +1), trong đó u = —. 
k 

Giả sử s - li < 0, tam thức bậc hai ru + 2su + t luôn cùng dấu với ĩ, 

A cũng vậy. Còn nếu k = 0 thì g(h, k) = rh2, nó luôn có dấu của r (r * 0, 

vìs2-rt<0). 
2 ì *> 

Giả sử s - rt > 0, tam thức ru + 2su + t đối dấu khi u biến thiên, do 

đó A cũng đổi dấu, f không đạt cực trị tại M0. 
2 2 

Giả sử s - rt = 0, tam thức ru + 2su + t có một nghiệm kép u 0 . Nếu 

— - u0, dấu của A là dấu của vô cùng bé bác ba R(h, k) trong công thức 
k 
(1.16). Điều này ta không làm ở đây. • 
3 3 

Ví dụ : Tìm cực trị của hàm số z = X + 2y - 3x - 6y. 
2 2 

Ta CÓ p = 3x - 3, q = 6y - 6, r = 6x, s = 0, t = 12y, p = 0 và q = 0 
khi X = ± Ì và y = ±1. Vậy ta có bốn điểm tới hạn là Mị(l,l), M2(-l,l), 

M3(-1,-1),M4(1,-1). 
2 ít 

Tại M ị ta có r = 6, s = 0, t = 12, s - ít = -72, M ị là điếm cực tiếu. 

2 ì 
Tại M 3 ta có r = - 6 , s = 0, t = -12, s - ít = -72, M 3 là điếm cực đạ i . 

Tại M2 ta CÓ r = -6, s = 0, t = 12, s - rt = 72, M2 không là điếm cực trị. 

Tại M4 ta có r = 6, s = 0, t = -12, s2 - ít = 72, M4 không là điểm cực trị. 

Chú thích. Nếu tại điểm MQ ta có p = q = r = s = t = 0, thì ta phải khai 
triển hàm số f theo công thức Taylor đến các số hạng cấp ba. Ta không 
xét trường hợp đó trong giáo trình này. 

Trong trường hợp hàm số n biến số, ta phải xét dấu của các số hạng 
cấp hai trong khai triển Taylor, tức là phần xét dấu một dạng toàn 
phương n biến số. Giáo trình này cũng không xét trường hợp đó. 
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1.3.2. G iá trị lớn n h ấ t v à n h ỏ n h ấ t của h à m s ố n h i ề u b i ế n 

so t r o n g m ộ t m i ề n đ ó n g bị c h ặ n . Ta biết rằng mọ i hàm sỏ nhiều 

biến số liên tục trong một miến đóng bị chặn D đều đạt giá trị lớn nhất 
và giá trị nhỏ nhất của nó trong miền ấy. Nếu hàm số đạt giá trị lớn nhất 
hay giá trị nhỏ nhất tại một điểm trong của miền D thì điểm ây phải là 
điểm cực trị của hàm số, do đó phải là điểm tới hạn. Hàm số cũng có thể 
đạt giá trị lớn nhất hay nhỏ nhất trên biên của miền D. Do đó muốn tìm 
giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số trong miền đóng D ta có 
thê tìm những điểm tới hạn cùa nó ở trong D, tính giá trị của hàm số tại 
các điểm ấy và so sánh chúng với những giá trị của hàm số trên biên 
của D. 

Ví dụ : Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số 
z = 8x 2 + 3y 2 + Ì - (2x 2 + y 2 + Ì ) 2 

trong miền tròn đóng D xác dinh bởi X 2 + y 2 < 1. 
Rõ ràng z liên tục với mọ i X, y nên nó đạt giá trị lớn nhất M và giá trị 

nhỏ nhất m trên miền D. ta có 

p = 16x - 2(2x 2 + y 2 + l)4x = 8x( l - 2x 2 - y 2 ) 

q = 6y - 2(2x 2 + y 2 + Ì )2y = 2y( Ì - 4x 2 - 2y 2 ) . 
Cho p = 0, q = 0, ta được 
l ) x = 0 ,y = 0 

2) X = 0, Ì - 2y2 = 0 hay X = 0, y = ±-L 
V2 

3) y = 0, Ì - 2x2 = 0 hay X = ±-L. y = 0 
, . ~ V ĩ 

[l-2x2-y2=0 
4)1 _ - , hê này vô nghiêm. 

[ l - 4 x 2 - 2 y 2 = 0 

Vậy ta có năm điểm tới hạn là gốc o, A 

- ị . 0 
V2 V ỉ 

. V 2 . 

Cả năm điểm tới hạn này đều nằm trong 

miền D. Tính giá trị của z tại các điểm ấy, ta được 
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z(0) = 0, z(Aị) = z (A 2 ) = ị , Z(A 3 ) = z (A 4 ) = 1. 

Bây giờ ta xét giá trị của z trên biên của miền D. Trên biên ấy 
2 2 2 2 

X + y = Ì, vậy y = Ì - X , do đó 
z = 8x2 + 3(1 - X2) + Ì - (2x2 + Ì - X2 + Ì)2 = 

= -x4

 + x2 = x2(l-x2). 

Ta phải tìm giá trị của hàm số ấy với - Ì < X < 1. 

Rõ ràng hàm số ấy bằng 0 khi X = ±1 và đạt giá trị lớn nhất khi 

X2 = Ì - X2 => 2x2 = Ì => X = ±-Ị= ; giá tri lớn nhất ấy bằng ị. 
yj2 4 

So sánh tất cả các giá trị đã tính, ta thấy rằng hàm số z đã cho đạt giá 
trị nhỏ nhất m = 0 tại gốc o và đạt giá trị lớn nhất M = Ì tại các điểm 

A 3 , A 4 . 

1.4. HÀM SÔ ẨN. Cực TRỊ c ố ĐIÊU KIỆN 

1.4.1. Khái niệm hàm số ẩn 

Cho phương trình 

(1.17) F(x ,y) = 0, 

trong đó F : u —> R là một hàm số xác định trên tập hợp u c R 2 . Nếu 

với mỗ i giá trị X = x 0 trong một khoảng ì nào đó, có một hay nhiều giá 

trị y 0 sao cho F(x 0 , y 0 ) = 0, ta nói rằng phương trình (1.17) xác định một 
hay nhiều hàm số ẩn y theo X trong khoảng ì. Vậy hàm số f : ì - > R là 
hàm số ẩn xác dinh bởi (1.17) nếu 

Vx e ì, (X, f(x)) G u và F(x, f(x)) = 0. 

Chẳng hạn từ phương trình 

4+4=1, 
a 2 b 2 1 
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ta được 

y = ±-Va2 -X2. 
a 

Phương trình ấy xác định hai hàm sô ẩn trong khoảng [-a, a]. 
Trong trường hợp này, ta đã tìm được biếu thức tường minh cùa y theo X. 
Điều này không phải lúc nào cũng làm được, chảng hạn. từ hệ thức 

x y = y x (x > 0, y > 0) không thể tính được tường minh y theo X. 

Tương tự như vậy, phương trình 

F(x, y, z) = 0 

trong đó F : u —> R là một hàm số xác định trên tập hợp mờ u c R \ có 
thể xác định một hay nhiều hàm sô ấn z của các biến số X, V. H ệ hai 
phương trình 

F(x,y,z,u,v) = 0 
G(x,y,z,u,v) = 0 

trong đó F : u —ỳ R, G : u —> R là các hàm số xác định trên tập hợp 
u c R 5 , có thể xác định một hay nhiều cặp hàm số ẩn u, V của các biến 

số X, y, z. 

Ta có các định lí sau về sự tồn tại , tính liên tục và tính khả vi của các 
hàm số ẩn. 

Định lí 1.9. Cho phương trình 

(1.17) F (x ,y ) = 0, 

trong đó F : u —> R là một hàm số có các đạo hàm riêng liền tục trên 
một tập hợp mở u c R 2 . Giả sử (XQ, y 0 ) e ù , F(x 0 , y 0 ) = 0. Nếu 

Fỳ(xO<yo) * 0 t Ị l ỉ phương trình (1.17) xác định trong một lân cận nào 

đó của x 0 một hàm số ẩn y = f(x) duy nhất, hàm số ấy có giá trị bằng y 0 

khi X = XQ, liên tục và có đạo hàm liên tục trong lân cận nói trên. 

Chứng minh. Không giảm tính tổng quát, có thể giả thiết 

F ỳ ( x 0 , y 0 ) > 0. V I Fỳ liên tục trên u nên tồn tại số a > 0 sao cho 

Fy(x,y)> 0, V(x, y) G [Xo - a, Xo + a] X [y0 - a, y0 + a]. 
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Hàm sấy h-> f(xo, y) có đạo hàm Fy(x 0 , y ) > 0 trên đoạn [y 0 - a, y 0 + a] , 

nên tăng ngặt trên đoạn đó. Vì F(x 0 , y 0 ) = 0, nên 

f ( x 0 , y 0 - a) < 0, f(xo, y 0 + a) > 0. 

Các hàm số X i-» F(x, y 0 - a) và X t—• F(x, y 0 + oe) liên tục trên 

đoạn [ x 0 - a, x 0 + oe], nên tồn tại số ỏ > 0 sao cho 

F(x, y 0 - a) < 0, F(x, y 0 + a) > 0, Vx 6 ( x 0 - ô, x 0 + ô). Lấy X bất kì 

trên ( x 0 - s, x 0 + ô). Hàm số y M> F(x, y) liên tục trên đoạn 

[ y 0 - a, y 0 + a ] , lấy những giá trị khác dấu tại y 0 - oe và y 0 + a. Do đó 

tồn tại y E ( y 0 - a, y 0 + a) để cho F(x, y) = 0. Giá trị y ấy duy nhất, vì 

hàm số y •-> F(x, y) tăng ngặt trên [ y 0 - oe, y 0 + a ] . Vậy hệ thức (1.17) 

xác định y là hàm số ẩn của X duy nhất trên ( x 0 - ô, x 0 + ỏ) . 

Đặt y = f(x), đương nhiên f ( x 0 ) = y 0 . Ta sẽ chứng minh rằng hàm số 

ẩn f liên tục trên ( x 0 - ô, x 0 + ô). Thật vậy, giả sử X] e ( x 0 - ô, Xo + ô), e 

là một số dương cho trước. Đật Ỵị = f(Xị). Theo trên, Ỵ| G (y 0 - a, y 0 + a), 

f(X), Ỵị) = 0. Khi đó, V a j > 0 đủ nhỏ, tồn tại ôị > 0 sao cho hệ thức 

(1.17) xác định một hàm số ẩn duy nhất f J : 

(Xj - S.J, X| + Sj) —> (y j - ƠJ, y j + a j ) . Chọn (Xị < £ sao cho 

(Xj - S p X ị + S ị ) x ( y j - a j , y j + a 1 ) c ( x 0 - ô , x 0 + ô ) x ( y 0 - ô , y 0 + ỗ) . 
Rõ ràng ta có 

f ị (x ) = f (x) Vx e (Xj - Sị, Xị + ô ị ) . 

Vậy 

| x - X ị | < ô | kéo theo | f 1 ( x ) - y 1 | = | f ( x ) - f ( x 1 ) | < e. Do đó f(x) liên 

tục tại X|. 

Cuối cùng, ta chứng minh rằng f khả vi trên (Xọ - ô, x 0 + ô). Giả sử 

x e ( x 0 - ô, Xo + ô), X + h e ( x 0 - ô, x 0 + ô). Khi đó F(x, f(x)) = 0, 
F(x + h, f(x + h)) = 0. 

Theo công thức số gia giới nội , ta có 

0 = F(x + h ; f(x + h)) - F(x, f(x)) = 
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= hF^(x + 9h,f(x) + 6(f(x + h ) - f ( x ) ) ) + 

+(f(x + h ) - f (x ) )Fỳ (x + 8h. f (x) + 8(f(x + h ) - f ( x ) ) ) . 

Do đó 

f (x + h ) - f ( x ) _ Fx(x + 6h,f(x) + e(f(x + h ) - f ( x ) ) ) 

h Fỳ(x + 9h.f(x) + e(f(x + h ) - f ( x ) ) ) 

Cho h -4 0, vì F'x và Fỳ liên tục tại (x, f(x)) , f liên tục tại X nên vế 

phải của đảng thức trên có giới hạn là 

F ; (x , f (x) ) 

Fý(x,f(x))" 

Do đó hàm f có đạo hàm tại X, cho bởi 

Fy(x,f(x)) 

đạo hàm ấy liên tục vì F^ ,Fỳ và f liên tục. 

Chú thích. Nếu F y ( x 0 , y 0 ) = 0, nhưng F^(x 0 , yo) * 0 thì định lí 1.9 

khẳng định rằng phương trình (1.17) xác định trong một lân cận nào đó của 
y 0 một hàm số  ẩn duy nhất X = g(y), hàm số ấy có giá trị bằng XQ khi y = y 0 , 
liên tục và có đạo hàm liên tục trong lân cận nói trên. Nếu 

Fỳ (x o ,yo) = Fx(x0 ,y o ) = 0 thì không kết luận được gì về sự tồn tại của 

hàm số ẩn xác định bởi (1.17). Điểm (XQ, y 0 ) tại đó Fx(x 0 ,yo) = 

Fỳ ( x 0 , yo) = 0 được gọi là điểm kì dị của phương trình (1.17). 

Định lí 1.10. Cho phương trình 
(1.18) F ( x , y , z ) = 0, 

trong đó F : u —ỳ. R là một hàm số có các đạo hàm riêng liên tục trên 

một tập hợp mở u c R 3 . Giở sử (XQ, y 0 , ZQ) e u , F(XQ, y 0 , ZQ) = 0. Nếu 

F" ( x 0 , y 0 , Z o ) * 0 thì phương trình (1.18) xác định trong một lán càn 
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nào đó của điểm (XQ, y 0 ) một hàm số ẩn duy nhất z = f(x, y), hàm số ấy 

có giá trị bằng Zg khi X = XQ. y = y 0 , liên tục và có các đạo hàm riêng 

liên tục trong lăn cận nói trên. 

Chứng minh tương tự như chứng minh định lí Ì .9. 

Định lí 1.11. Cho hệ hai phương trình 

(1.19) 
|F(x,y,z,u,z) = 0 
ỊF(x,y,z,u,v) = 0, 

trong đó F : u -> R, G : u - > R là hai hàm số có các đạo hàm riêng liên 

tục trên một tập hợp mà u c R 5 . Giả sử (XQ, y 0 , ZQ, U 0 , V 0 ) € u , F(Xo, y 0 , 

ZQ, U 0 , VO) = 0, G(xo, y 0 , ZQ. "ũ' V O ) = °- N ế u & đ i ề m này> đ i n h t h ứ c 

Jacobi 

D(F,G) 
D(u,v) 

F ; F ; 

G'„ G' 
* 0 

thì hệ (1.19) xấc định trong một lân cận nào đó cùa điểm (Xo, y 0 , ZQ) một 
cặp hàm số  ẩn duy nhất u = f (x , y, z), V = g(x, y, z), các hàm số ấy có 

giá trị theo thứ tự bằng UQ, V 0 thì X = XQ, y = y 0 , z = Zo, chúng liên tục và 
có các đạo hàm riêng liên tục trong lăn cận nói trên. 

Ta thừa nhận định lí này. 

1.4.2. Đạo hàm của hàm số  ẩn 

• Giả sử các giả thiết của định lí 1.9 được thoa mãn. K h i ấy phương 
trình (1.17) xác định một hàm số ẩn y = f (x) , liên tục và có đạo hàm liên 
tục trong một khoảng nào đó. Trong khoảng ấy ta có 

F(x , f (x ) ) = 0. 

Lấy đạo hàm hai vế đ ố i vớ i X, ta được 

F;+F^=O. 
* y dx 

3- TOÁNCAOCẤP - T3 
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Vì F'y * 0, ta có 

d y _ Fị y 
dx F' 

2 2 
Ví dụ. F ( x , y ) = Í 1 + Ị 1 - 1 = 0 

a 2 b 2 

* p' = 2 x . 2y 
x &2,y b2' 

Vớ i y * 0, ta có Fỳ * 0. Khi đó phương ư ình trên xác định một hàm 

số ẩn y = f(x) , và 

a2 y 

• Giả sử các giả thiết của định lí 1.10 được thoa mãn. Phương trình 
(1.18) xác định một hàm số ẩn z = f(x, y), liên tục và có các đạo hàm 
riêng liên tục trong một miền nào đó. Trong miền ấy ta có 

F(x, y, f(x, y)) = 0. 
Lấy đạo hàm hai vế lần lượt đố i với X và y, ta được 

F ; + F ; . Z ' X = 0 

Fỳ +F'z.z'y = 0. 

Vì F'z * 0, ta được 

F' Ri 
' _ X ' y 

Zy  Ị J \ 
F' F' 
1 z 1 z 

Ví dụ : F(x, y, z) = e z + xy + X 2 + z 3 - Ì = 0 
F; = y + 2x,Fỳ =X,F ; = e z + 3 z 2 . 

Vì F'z * 0, Vz, nên phưcmg ưình trên xác định một hàm số ẩn 

z = f(x, y) liên tục và có các đạo hàm riêng liên tục : 
2x + y X 

Zx = - \ ,z. e z + 3 z 2 - ez+3z< 
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• Giả sử các giả thiết của định lí 1.11 được thoa mãn. H ệ phương 
trình (1.19) xác định hai hàm số ẩn u = f(x, y, z), V = g(x, y, z), liên tục 
và có các đạo hàm riêng liên tục trong một miền nào đó. Trong miền ấy, 
ta có 

ÍF(x,y,z,f(x,y,z) ,g(x,y,z)) = 0 
[G(x,y,z,f(x,y,z),g(x,y,z)) = 0. 

Lấy đạo hàm đối với X từng phương trình của hệ trên, ta được 

F ; + F > ' X + F > ' X = 0 

Ị G ^ + G X + G ^ v - =0 . 

Đó là một hệ hai phương trình tuyến tính đối với ùx,v\. Vì định 

thức của hệ ấy là 

G u G v 

D(F,G) 
D(u,v) 

* 0 , 

hệ ấy có một nghiệm duy nhất 
D(F,G) D(F,G) 

• D(x,v) , D(u,x) 
D(F,G) D(F,G) 

D(u,v) D(u,v) 

Tương tự như vậy, có thể tính được Uy ,v'y ,u' z ,v ' z . 

1.4.3. Định lí về ánh xạ ngược 
" 2 

Định lí 1.12. Giả sử u là một tập hợp mở trong R . Cho ánh xạ 
T .- u —> R 2 , (x, y) H-> (u(x,y),v(x,y)) các hàm íốư(x, 'y) , v(x, y) cố các đạo 
hàm riêng liên tục trên u . Giả SỬ(XQ, y 0 ) G u , u 0 = u(x ( ), y 0 ) , v 0 = v(x 0 , y 0 ) . 

Nếu tại (x 0 , y 0 ) , định thức Jacobi 

D(u,v) 
D(x,y) 

^ 0 , 

thì 
Ì) Có một làn cận V cùa (x 0 , y 0 ) sao cho w = T(V) là một lân cận 

của (u 0 , v 0 ) , ánh xạ T hạn chế trên V ị kí hiệu là Tlv) là một song ánh từ 
V lên w . 
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2) Ánh xạ ngược T 1 từ w lên V được xác định bài 

(u, v) »-»(x, u, v), y(u, v)), 
x(u, v), y(u, v) có các đạo hàm riêng liên tục trên w . 

D(u,v) D(x,y) 
3) (1.20) = 1. 

D(x,y) D(u,v) 

Chứng minh. Đặt u = u(x, y), V = v(x, y). Xét hệ phương trình 

n 7 n ÍF(x,y,u,v) = u ( x , y ) - u = 0 
K u lG(x,y,u,v) = v ( x , y ) - v = 0 , 

F và G là hai hàm số có đạo hàm riêng liên tục trên U x Q , ưong đó 
Q = F(U). Rõ ràng (XQ, y 0 , u 0 , v 0 ) là một nghiệm của hẹ (1.21). Vì 

D(u,v) D(F,G) 

D(x,y) 
( x 0 » y o ' u O ' v o ) = 

u x Uy 

v x v y 
( x 0 . y o ) = D(x,y) ( x 0 , y o ) * ° ' t h e o 

định lí 1.11, hệ (1.21) xác định một cặp hàm số ẩn duy nhất X = x(u, v), 
y = y(u, v) có các đạo hàm riêng liên tục trong một lân càn w củi 

(u 0 , v 0 ) . V = T _ 1 ( W ) là một lân cận cùa (XQ, y 0 ) . Tlv là một song ánh từ 

V i ê n w . 
Lấy đạo hàm các phương trình cùa hệ(1.21) theo u và V, ta được 

u ' x x ' u +u ' y y ' u - 1 = 0 

v' x x' u +v ' y y ' u = 0 u' xx' v + u' yy' v = 0 v' x x' v + v ' y y ' v - 1 = 0 

Từ đó, ta có 

D(u,v) EKx.y) 
D(x ,y ) 'D(u ,v ) V V 

x x x v 

y u y v 

u x x u + u

y y u u x x v + u y y v 

v x x u + v ' y y u v ' x x 'v+ v ' y y 'v 

Ì 0 
0 Ì 

= 1. 
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Chú thích. Vớ i hàm số f : R - » R khả vi liên tục, nếu f ' ( x ) * 0 Vx thì 

f có hàm số ngược toàn cục f 1 khả v i liên tục và ( f ' ) ' [ f (x)] = — ~ -
ì (X) 

Định lí 1.12 là mở rộng kết quả ấy sang ánh xạ T : R n - > R n , n > 2. 
Nhưng điều kiện định thức Jacobi của T khác không chỉ đảm bảo rằng 

ánh xạ ngược T 1 chỉ tồn tại địa phương ở lân cận mỗ i điểm. 

1.4.4. Cực trị c ó đ iểu kiện 

Người ta gọ i cực trị của hàm số 

(1.22) z = f ( x , y ) 

trong đó các biến số X và y bị ràng buộc bởi hệ thúc 

(1.23) g(x ,y) = 0 

là cực trị có điều kiện. 

• Điều kiện ắt có của cực trị có điều kiện 

Định lí. Giả sử MẶXQ, y0) là điểm cực trị có điều kiện cùa hàm số 
ị ỉ.22) với điều kiện (1.23). Giả sử 

DỞ lân cặn M() các hàm sốf(x, y), g(x, y) có các đạo /làm riêng cấp 

một liên tục, 

2) Các đạo hàm riêng g' x,gy không đồng thời bằng không tại M0. 

Khi dó ta có tại M0. 

(1.24) 
f f 

I I = 0. 

Chứng minh. Đương nhiên ta có g(xQ, y 0 ) = 0. Từ giả thiết 2, có thể 

xem như g ' y ( x 0 , y 0 ) * 0. Theo định lí về hàm số  ẩn, hệ thức (1.23) xác 

định một hàm số ẩn y = y(x) khả vi ở lân cận XQ. Thế y = y(x) vào 

(1.22), hàm số một biến số X H-» f(x, y(x)) đạt cực trị tại X = XQ, do đó 
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f x ( x o > y o ) + f y ( x o ' y o ) y ' ( x o ) = 0 

hay 

(1.25) fx(x0,y0)dx + fý(x0,y0)dy =0. 

Mặt khác, lấy vi phân hai vế của (Ì .23), ta được 

(Ì .26) g'x (x0, y0 )dx + g'y (Xo, y0 )dy = 0. 

Xem hệ (1.25), (1.26) là hệ hai phương trình tuyến tính thuần nhất 
đối với dx, dy, hệ ấy có nghiệm không tầm thường, vậy định thức của nó 
bằng không 

fx(x0>yo) fỳ<xo>yo) =0 

g'x( xo>yo) g'y( xo>yo) 

Đó chính là hệ thức (Ì .24) mà ta cần chứng minh. 

H ệ thức (Ì .24) cùng với điều kiện (Ì .23) cho phép ta xác định (XQ, y 0 ) . 

Chú thích 1. H ệ thức (1.24) l ạ i là điều kiện cần và đủ để cho hệ 
phương trình 

fx(xo>yo)+xg'x(xo>yo)=0 

f ỳ ( x o , y o ) + * g y ( x o . y o ) = ° > 

xem là hệ phương ư ình tuyến tính thuần nhất đ ố i với Ì , Ả có nghiêm 
không tầm thường. Do đó nếu các điểu kiện của định lí được thoa mãn 

thì tồn tại một số  Ả sao cho tại điểm Mộ ta có 
• 

(127) K ( x , y ) + Xg' x (x,y) = 0 
Ị fỳ (x ,y ) + Xg'y(x,y) = 0. 

Hệ phương trình (1.27) cùng với phương trình (1.23) cho phép ta tìm 

Ằ, XQ và y 0 . Số X được gọ i là nhân tửLagrange. Phương pháp tìm (Xộ, yo) 
như vừa trình bầy được gọ i là phương pháp nhân từLagrange. 

Chú thích 2. Định lí ưên cùng như phương pháp nhân tử Lagrange 
giúp ta thu hẹp việc tìm cục trị có điều kiện của hàm số (1.22) vói điểu 
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kiện (1.23) tại những điểm có toa độ thoa mãn hệ thức (1.24) hay hệ 
(1.27) hoặc tại những điểm ở đó các điều kiện Ì/ hoặc 2/ của định lí 
không được thoa mãn. Những điểm ấy được gọi là điểm tới hạn. Ta còn 
phải xét xem những điểm ấy có thực sự là điểm cực trị không. 

Ví dụ Ì : Tìm cực trị của hàm số z = X 2 + y 2 với điều kiện 

ax + by + c = 0 (c * 0) 

Điều kiện (1.24) cho ta 

X 
a 

y 
b 

Giải hệ phương trình 

- - 1 
a b 
ax + by + c = 0, 

ta được một điểm tớ i hạn duy nhất 

be > 
M ác 

V a 
2 + b 2 ' a 2 + b 2 J 

Hình 1.5 

V ề mặt hình học, ta phải tìm cực trị của bình phương khoảng cách từ 
gốc o đến một điểm trên đường thẳng ax + by + c = 0 (hình 1.5). Bài 
toán này có một cực tiểu, không có cực đại , do đó cực tiểu chỉ có thể đạt 

/ .., , c 2 

đươc tai điểm tớ i han, cưc tiểu ấy bằng . , đây là một kết quả 

quen thuộc. 

• Phương pháp khảo sát trên cũng được mở rộng cho hàm số n biến 

số (n > 3). 

Giả sửM0ịx0, y0, z0) là điểm cực trị có điều kiện của hàm số 

(1.28) u = f(x,y, z) 

với điều kiện 

(1.29) g (x ,y , z ) = 0 
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Giả sử : ỉ )  Ở lán cận M0 các hàm sốf(x, y, z), g(x, y, z) có các đạo 
hàm riêng cấp một liên tục. 

2) Các dạo hàm riêng gx,g'y,g'z không đồng thời bằng không tại M0. 

Khi đó tại M0 ta có 

(1.30) fl = Í J l 
gx g g 2 

Thật vậy, từ giả thiết 21, có thể xem như g ' z ( M 0 ) * 0. Theo định lí 

về hàm số ẩn, hệ thức (1.29) xác định một hàm số ẩn z = z(x, y) 

khả vi ở lần cận điểm (XQ, y 0 ) . Thế z = z(x, y) vào (1.28), hàm số 

(x, y) H-» f(x, y, z(x, y)) đạt cực trị tại (Xo, y 0 ) , do đó ta có tại Mo 

f ; + f ; z ' x = o 

L ; + f ; z ' y = o . 

Mặ t khác, lấy đạo hàm riêng hai vế của (1.29) đ ố i vớ i X và đ ố i với y 
ta có tại M Q 

, gx+gzzx=0 

g y + g ' z z y = 0 . 

Khử zâ,z'y từ các hệ thức trên ta được hệ thức (1.30). • 

Như vậy (Xọ, y 0 , ZQ) là nghiệm của (1.30) và (1.29). 

Phương pháp nhân tử Lagrange trong trường hợp này được phát biểu 

như sau : Tun bốn số X, Xo, y 0 , Zọ thoa mãn hệ phương trình 

£ ( x , y , z ) + X g ' x ( x , y , z ) = 0 

(1.31) < f y ( x . y t z ) + Xgy(x,y,z) = 0 

f Ì ( x t y , z ) + Xg' z(x,y,z) = 0 
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Ví dụ 2 : Tìm cực trị của hàm số u = X - 2y + 2z với điều kiện 

X2 + y2 + z2 - Ì = 0. 

Các hệ thức (Ì .30) cho ta - = — = -. Giải hộ phương trình 
Ì - 2 2 

X _ y _ £ 

X2 + y2 + z2 = Ì 

ta tìm được hai điểm tới hạn M ị 
J_ 2 2 

ư 3'3 
và M 2 

Ị 2 _ 2 

3'3' 3 

Đ ể xét xem điểm M ị có là điểm cực trị không, ta cho X, y, z những số 

gia h, k, / ở lân cận Mị và xét dấu cùa số gia 

Au = 
Ì 
- + h 1-2 

\3 
í 2 s 

- - + k 
l 3 

Ì 

+ 2 1 ^ + / ! -

Mặ t khác, ta phải có 

3 

- - 2 - - + 2 -

(2 

= h - 2 k + 2/. 

^ 3 
- - + k I + - + / = 1 

Ù 

hay 

Do đó 

2h 4k 4/ , 2 , 2 , ,2 _ ^ 
— - — + — + h 2 + k 2 + / z =0 . 

3 3 3 

ì 
Au = h - 2 k + 2 / = - - ( h 2 + k 2 + / 2 ) < 0 

2 

nếu h, k, / không đồng thời bằng không. Vậy Mị là điểm cực đạ i , 

u(Mị) = 3, tương tự, có thể thấy M2 là điểm cực tiểu, u(M2) = -3. 

Cũng có thể nhận xét như sau : Hàm số u = X - 2y + 3z liên tục trong 
R3 nên nếu chỉ xét u trên mặt cầu X2 + y2 + z2 = Ì thì u cũng liên tục. 
Đương nhiên mặt cầu là một tập hợp đóng bị chặn, nên thu hẹp của u 
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trên mặt cầu đạt giá trị lớn nhất và bé nhất của nó trên mặt cầu, vậy chi 

có thể có các giá trị ấy tại hai điểm tới hạn M ị , M 2 . 

• Trường hợp hàm số ba biến số bị ràng buộc với nhau bời hai 
hệ thức : 

Giả sử MQÍXQ, y 0 , ZQ) là điểm cực trị của hàm số 

(1.32) u = f ( x , y . z ) , 
trong đó các biến số X, y, z thoa mãn hai hệ thức 
(1.33) g (x ,y , z ) = 0 
(1.34) h (x ,y , z ) = 0. 
Giả sử: 1) các hàm số f, g, h có các đạo hàm riêng cấp một liên tục ở 

lân cận Mo, 

2) định thức Jacobi 

D(g,h) 
D(y,z) 

Khi đó ta có tại Mo 

* 0 tại MQ. 

(1.35) 

, , , 
*x Ay lz 

ì t t 
ẽx Sy 8z 
h' x hy h' z 

= 0. 

Thật vậy, lập luận như trong các trường hợp trên ta có tại Mo 

x+fyyx+fzzx=0 

• g ^ + g y y ^ + g ' ^ ^ 0 

h x + h y y x + h z z ' x = 0 . 

Xem đó là một hệ ba phương trình tuyến tính thuần nhất đ ố i với 

Ì, y' x ,z'x ; hộ ấy có nghiệm không tầm thường nên định thúc của nó bằng 

không, vậy ta được hệ thức (1.35). • 

H ệ thức (1.35) cùng với các điều kiện (1.33), (1.34) giúp ta tìm 

(Xo. yo. 2o)" 
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Trong trường hợp này phương pháp nhân tử Lagrange được phát biểu 
như sau : Tim năm số Ằ, ịi, x 0 , y 0 , ZQ thoa mãn hệ phương trình 

f;+Ằg'x+nh;=0 
fy+Ằg'y+nh'y = 0 

' f ; + Ằ g ' z + n h ' z = 0 
g(x,y,z) = 0 
h(x,y,z) = 0. 

TÓM TẮT CHƯƠNG I 

• Giới hạn của hàm số f(x, y) tại một điểm 

Ta nói rằng f(x, y) dần đến / khi (x, y) dần tới (x 0 , y 0 ) nếu Ve > 0, 

Bò > 0 sao cho 

V ( x - x 0 ) 2 + ( y - y 0 ) 2 < ô => | f (x ,y) - lị < e. 

Kí hiệu l i m f ( x , y ) = / . 
(X,y)-Kx 0,y 0) 

• Tính liên tục của hàm số f(x, y) tại một điểm 

Ta nói rằng f(x, y) liên tục tại điểm (Xo, y 0 ) nếu f(x, y) xác định tại 

( x 0 , y o ) v à l i m f ( x ' y ) = f ( x o . y o ) -
(x,y)-Kx 0,y 0) 

• Đạo hàm riêng 
f / - X. ì : - f ( x 0 + h , y 0 ) - f ( x 0 , y 0 ) 

Khi tính đạo hàm riêng của f theo X thì y được xem như không đổi. 
df 

Định nghĩa tương tự với f ỳ ( x 0 , y 0 ) = y - ( x 0 , y o ) -

• Vi phân toàn phần 

df(x, y) = fx(x,y)dx + fỳ(x,y)dy. 

Dạng của nó không đổi dù X, y là biến số độc lập hay X, y là hàm số 
cùa các biến số khác. 
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df(x, y) là phần chính cùa số gia f (x + Ax, y + Áy) - f (x, y). 

Công thúc tính gần đúng 

f(x + A x , y + Ay) ~ f ( x , y ) + f ; (x ,y )Ax + f ; (x ,y )Ay. 

• Đạo hàm của hàm số hợp 

F = f0<p : (X, y) £ (u(x,y), v(x, y)) ~ f(u(x,y), v(x, y)) 

f8F _ df du df dv 

dx du d\ dv dx 
ă F _ ă f Bu d f d v 

8y du dy dv dy 

• Đạo hàm của hàm số ẩn 
V ớ i một số điều k iện, hệ thức F(x, y) = 0 xác định một hàm số ẩn 

y = y(x). Ta có 

F; (x ,y) 
y ' ( x ) = -

F ' (x ,y ) 

V ớ i một số điều k iện, hệ thức F(x, y, z) = 0 xác định một hàm số ẩn 
z = z(x, y) . Ta có 

, x ( x , y ) = . ^ , 4 ( I , y ) = - 5 ^ . 
F;(x,y,z) F;(x,y,z) 

• Đạo hàm riêng cấp cao 

tlùirts dyUr dy xr 

ạ ị dí Y d2f r i _ f e l = í l = f " 
èx{dy)~dxdy y x * d y l a y j dy2 y 2 ' " ' 

Nếu hàm số f(x, y) có các đạo hàm riêng  Ỳito'ityh g 

và nếu các đạo hàm riêng ấy liên tục tại điểm Mo e D thì tại đ iểm ấy 

44 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



á 2 f = 3 2 f 
dxdy dy3x 

• V i phân cấp cao 

d(df) = d 2 f , d(d 2 f ) = d 3f, . 
Nếu z = f(x, y) thi 

d 2 f = í | _ d x + | _ d y 

1 dx dy 

\2 

d n f = 

Ị - ì í i - u i à v « q u y ư O c x e m ^ j ( ^ J ' » ^ 7 -

Vi phân cấp n > Ì không có dạng bất biến. 
—* 

• Đạo hàm theo hướng xác định bởi vectơ đơn vị / 

* (Mo) = l i m U ( M ) " U ( M o ) . trong đó Ô M = ÕMo -
dì p->0 • p 

• Građiên của hàm số u 
3 d du 

ị ^ d u ( M 0 ) = | ^ ( M 0 ) T + ^ ( M 0 ) j + — ( M 0 ) k . 

Ta có 

è ( M 0 ) = ch 7 gradu(M 0 ) . 
di 1 

• Hàm số thuần nhất 

Hàm số f(Xị, x 2 x n ) được gọ i là thuần nhất bậc k nếu 

f ( tXj , t x 2 ten) = t k f (Xị , x 2 , . . . , x n ) , Vt > 0. 

Hàm số f ( X j , x 2 Xn) là thuần nhất bậc k khi và chỉ khi 

Ỷ Xi — = kí (công thức Euler). 

i=i 
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• Cống thức số gia giới nội 

f ( x 0 + Ax, y 0 + Áy) - f(xo, y 0 ) = Ax. f ; ( x 0 + 0Ax, y 0 + 0Ay) + 

+ A y . f ỳ ( x o + 0 A x , y o + e A y ) , O < e < 1. 

• Công thức Taylor 

Ì 2 
f ( x 0 + Ax, y 0 + Áy) - f(xQ, y 0 ) = df(xo, y 0 ) + -ịd f ( x 0 , y 0 ) + ... + 

+—d"f(x0,y0) + —-—dn+1f(xo + 0Ax,yo + eAy), 0< e < 1. 
n! (n + 1)! 

• Cực trị của hàm số 
Điều kiện cần của cực trị : Nếu hàm số f(x, y) đạt cực trị tại 

M o ( x O ' y o ) t h ì tại đó p = q = 0 (p = fx (x ,y ) , q = fỳ (x ,y)) . 

Điều kiện đủ của cực trị : Giả sử tại MQ(XQ, YO) ta có p = q = 0. Nếu 

tại MQ, S - rt < 0 thì M Q là điếm cực trị, đó là điếm cực đại nếu r < 0, là 
l i 2 • 

điếm cực tiếu nếu r > 0. Nếu tại MQ, S - ít > 0 thì M Q không là điểm cực 
trị (r = ộ (x,y) , s = fxy(x,y) , t = ọ (x,y)) . 

• Cực trị có điều kiện 
Điều kiện cần của cực trị có điều k iện : Nếu hàm số u = f(x, y, z) 

trong đó các biến số X, y, z thoa mãn điều k iện g(x, y, z) = 0 đạt cực trị 

tại điểm M Q ( X 0 ' yo> ^ thì l íM đó 

i = 2 L i 
I I I 

êx êy 8z 
CÓ thể tìm (x 0 , y 0 , ZQ) bằng phưcrng pháp nhân tử Lagrange như sau : 

Tim bốn số À, XQ, y 0 , ZQ thoa mãn hệ bốn phương trình 

f ; + X g ' x = 0 

J'y+Ằgy=0 

f'z+Ằgz=0 
g(x,y,zj = 0. 
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BÀI TẬP 

1. Tun miền xác đinh của các hàm số sau 

a) z = lnxy ; b) z = - y 2 + -y/x2 + y 2 - 1 

Ì Ì „ y-1 
c) z = Ị + ; d) z = arcsin 

>/x + y v x ~ y x 

e)z = 1y/xlny ; f) z = 
Ì 

_ 2 
y = x z 

2. T im giới hạn khi (x, y) —> (0,0) của các hàm số f(x, y) sau : 
2 2 
a) f(x, y) = ~ y . ; b) f(x, y = xarctg-

X 2 + y 2 X 
v3_|_v3 I _J_ x2 1 v2 
c) f(x, y) = ; d) f(x- y) = 0 (Ì- cosy)-

3. Tính đạo hàm riêng của các hàm số sau : 

a)z=4±zị ; b)z=ln(x + Vx2+y2) 
x z + y z 

c)z=y2sin-; d) z = x?" (x > 0) 
y 

e) z = arctg — ; f) z = arcsin(x - 2y) 
X 

J x 2 + y 2 - x x 2 - y 2 

Ng)z = l n v . y ; ì i ) z = arctg 
Ậ 2 + y 2 + x V x + y 

i) u = X*' (X > 0, y > 0 ) ; j ) u = e x +y + z 

V 
k) u = e x y z s i n J 

z 
4. Khảo sát sự liên tục và sự tồn tại, liên tục của các đạo hàm riêng 
của các hàm số f(x, y) sau : 
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a ) f ( x , y H X a r C t g l t 

b) f(x, y) = • 

0 

x s i n y - y s i n x 

X 2 + y 2 

0 

khi x * 0 

khi x = 0 

khi (x ,y )* (0 ,0 ) 

khi (x,y) = (0,0). 

5. Chứng minh rằng hàm số z = yln(x 2 - y 2 ) thoa mãn phương trình 

z 
- z + - z , = — 

\ c \ , y 2 
X y y 

1 . 1 . 
: x + y z : 

6. Tính đạo hàm của các hàm số hợp sau đây : 

a) z = é " 2 " 2 * 2 , u = cosx, V = > / x 2 + y 2 

b) z = ln(u2 + V2), u = xy, V = -
y 

c) z = x2lny, X = -, y = 3u - 2v. 
V 

7. Bằng phép đ ổ i biến số u = X + y, V = X + ly, tìm hàm số z(x, y) 
thoa mãn phương trình 

2z'x - z'y = 0 

8. Tun vi phân toàn phần của các hàm s ố : 

b) z = e x (cosy + xsiny) 

d) z = arctg 
x + y 

x - y 

a) z = sin(x 2 + y 2 ) ; 
y 

c) z = lntg— ; 
X 

e ) u = x * 2 z ( x > 0 ) . 

9. Tính gần đúng 

a)^(1,02)2+(0,05)2 ; b) l n ( # T Õ 3 + 3 / 0 9 8 - l ) . 

10. Tính đạo hàm của các hàm số ẩn xác định bởi các phương 

trình sau: 
a) x 3 y - y 3 x = a 4, tính V ; b) xe" + ye x - e x y = 0, tính y 

48 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



c) a r c t g ^ - ^ = ^ , tính ý ' ; d) InẬ2+y2 = arc tg- , tính y \ y" 
a a X 

e) X + y + z = e z, tính z'x ,z'y 

3 3 3 
f ) X + y + z - 3xyz = 0, tính z'x,z'y. 

z 

l i . z = f(x, y) là hàm số ẩn xác định từ phương ưình z - x.e* = 0. 
Tính gần đúng f(Ó,02 ; 0,99). 

12. Cho u = Tính u' x ,u' v biết rằng z là hàm số ẩn của X, y xác 
y + z y 

định bởi phương trình 
z X V 

ze = xe + ye J . 
13. Tính đạo hàm của các hàm số ẩn y(x), z(x) xác định bởi hệ 

J x + y + z = 0 

\ x 2 + y 2 + z 2 = 1 . 

14. Phương trình z2 + - = ^y2 -z2 xác định hàm số ẩn z = z(x, y). 
X 

Chứng minh rằng 

2 . 1 . - 1 
x y y z 

15. Tính các đạo hàm riêng cấp hai của các hàm số sau : 

a) z = - V ( x 2 + y 2 ) 3 ; b) z = x 2 ln(x + y) 

c)z= ln(x + Vx2 +y2) ; d)z=arctg^-. 

16. a) Tun hàm số f(x, y), thoa mãn phương trình fxy = 0. 

b) Tim hàm số f(x, y) thoa mãn phương trình ộ = 0. 

c) Tim hàm số u(x, y, z) thoa mãn phương trình Ux'y z = 0. 
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d) Tìm hàm số f(x, y) biết rằng f^'x = 12x 2y + 2, 

f'y=\- 30xy5, f(0,0) = 1. f(l. 1) = -2. 

e) Tim hàm số u(x, y) biắ rằng u'x = X2 - 2xy2 + 3, Uy = y2 - 2x2y + 3. 

17. Chứng minh rằng hàm số z = xf - , trong đó f là một hàm sô 
V X ) 

có đạo hàm cấp hai liên tục, thoa mãn phương ưình 

zx2.zy2 =(ZXy) • 

18. Chứng minh rằng hàm số : 
Ì 

a) u = In 
V x 2 + y 2 

thoa mãn phương trình 

a 2 u a 2 u _ n 

• + —T = 0 
3 x 2 3y 2 

b) 11 = 
Ì 

yjx2+y2 +z2 

thoa mãn phương trình 

a 2 u a 2 u a 2 u _ n 

dx2 dy2 dz2 

19. Tim hàm số f(x, y, z) có dạng g(r), trong đó r = yjx2 +y2 +z2 

sao cho 
a 2 f a 2 f a 2 f _ n 

- + — r + — ^ - = 0 . 
8 x 2 à y 2 3z 2 

20. Tính đạo hàm cùa hàm số ẩn y = y(x) xác định bởi hệ thúc 

• J x 3 + y 3 - 3 x 2 y 
arcsinS— — - — í 

\ x 3 + y 3 - 3 x y : 

= a, a là hằng số. 

21 . Chứng minh rằng nếu f(x, y) là một hàm số thuần nhất bậc Ì thì 
ta có 
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22. Tính đạo hàm của hàm số u = xy z tại điểm Mo( l , 2 , - 1 ) theo 

hướng xác định bởi vectơ M Q M Ị với M | (0 , 4, - 3 ) . 

z^ 
23. Tính đao hàm của hàm số u = —z-+ •—•+—T theo hướng của bán 

a 2 b 2 c 2 

kính vectơ ĩ . Kh i nào đạo hàm ấy bằng |grandu| ? 

24. Tính đạo hàm của hàm số u = - - Ị ì theo hướng của 
r Ậ2+y2+z2 

vectơ /, vớ i /(cosa,cosP,cosy). Khi nào thì đạo hàm ấy triệt tiêu ? 

2 2 2 ' " ~* 
25. Cho u = X y z . Tính grad u và —^ tai M n ( l , - Ì , 3) biết rằng / 

3/ " 
được xác định bởi vectơ M 0 M ị với M Ị ( 0 , Ì, 1). 

26. Chứng minh rằng : 

a) grad(CỊUj + C 2 U 2 ) = c ịgradU| +c 2 gradu 2 

. • ' (cị, c 2 là hai hằng số) 
b) grad(Uj . u 2 ) = Uj .gradu2 + u 2 graduj 

c) grad(f(u)) = f'(u).gradu. 

27. Tim cực trị của các hàm số sau : 

a) z = 4(x - y) - X 2 - y 2 ; b) z = X 2 + xy + y 2 + X - y + Ì 

c) z = X + y - xe y d) z = 2x 4 + y 4 - X 2 - 2y 2 . 

e )z = ( x 2 + y V ( x 2 + y 2 ) ; 
28. Tứih giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của các hàm số sau : 

a) z = X - y trong miền ưòn X + y < 4. 

b) z = X y(4 - X - y) trong hình tam giác giới hạn bởi các đường 
thẳng x = 0 ,y = 0 ,x + y = 6 

c) z = X + 2xy - 4x + 8y trong hình chữ nhật giới hạn bởi các đường 
thẳng X = 0, X = Ì, y = 0, y = 2 

d) z = e ~ ( x 2 + y 2 ) ( 2 x 2 + 3y 2 ) trong miền tròn X 2 + y 2 < Ì 
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e) z = sinx + siny + sin(x + y) trong hình chữ nhật giới hạn bởi X = 0, 

_ n « n 

29. Tìm cực trị có điều kiện : 

V . 1 , 1 w . . Ì l i 
a ) z = - + — với điều kiên - ^ - + - ^ r = - ^ r 

X y • X 2 y 2 a 2 

b) z = xy vói điều kiện X + y = Ì 

c) u = X + y + z vói điều kiện — + — + - = Ì 
X y z 

-2 2 2 
2 2 2 X y z 

d) u = X + y + z vớ i điều kiện 7 + T + - T = Ì (a > b > c) 
a z b 2 c 2 

30. Hình hộp chữ nhật nào nội t iếp trong hình cầu bán lánh R có thể 
tích lớn nhất. 

S á p SỐ Và gợ i ý 

1. a) {(X, y ) : x > 0 , y > 0 } u {(x, y ) : x < 0 , y < 0 } . 

b) Vành tròn đóng giới hạn bởi các đường tròn X + y = Ì , X + y = 4. 

c) Miền mở nằm giũa hai dường y = X, y = -X, nằm ở bên phải trục Oy. 

d) ị ( x , y ) : x > 0 , l - x < y < l + x ị u | ( x , y ) : x < 0 , Ì + x < y < Ì - x } . 

e) {(X, y ) : x > 0 , y > l } u {(X, y ) : X < 0 ,0 < y < Ì  Ị, 

f ) { ( x , y ) : y * x 2 } . 

2. a) Giớ i hạn không tồn t ạ i : l im í(x,0) = Ì, l im ĩ(0,y) = - Ì . 
x-*0 y-»0 

b) 0 ; c) 0 ; d) ị . 

, x 4 + 3 x 2 y 2 - 2 x y 3 , _ y 4 +3x2y2 - 2 x 3 y 
3 - a ) Z x " ( x 2

+ y 2 ) 2 , Z y " ( x 2 + y 2 ) 2 
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b) z'x = 
Ì 

V x 2 + y 2 

, z y = 
X 2 + y 2 + -^x 2 + y 2 

x 2 + y 2 ' y x 2 + y 2 

c) z'x =ycos—, z'v = 2ysin—-xcos—. 
y y y 

d) z'x =y3xy3_1, z'y = xy\lnx.3y2 

e) z'x 

f).z'x 

g) z'x =• 

hịz'x =• 

V l - ( x - 2 y ) 2 ' " y yỊl-(x-2y)2 

2 , 2x 

; V x 4 - y 4 ' Z y v * ^ 

y 

i ) U X 

j) u'x=-

x -v /x^ -y" V x y 

yZxy'-lj Uy =xy/.lnx.zyz-1, =xyZ.lnx.yz.lny. 

2x , 2y , 2z 

( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 " ' U y , ( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 " ' ~ z ( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 

k) u'x =yzexyzsin—, Uy =xzexyzsin—+ exyz.—cos— 

u, u 7 =— 

u' 7 =xye x y z s in—-e x y z . - ^ -cos—. 
z z 2 z 

4. a) f liên túc trên R 2 ; f ' = arctg -
\2 2 x 2 y 2

 f , 2 x 3 y 

x4 + y4' y~x4+y4 

Chúng liên tục với X * 0. Cần khảo sát thêm khi X = 0. fỳ (x ,y) liên 

tục khắp nơi, f"x(x,y) liên tục khắp nơi trừ tại (0,0). 

b) f liên tục trôn R2, f'x(0,0) = fỹ(0,0)= 0, nhưng f;,fý không liên 

tục tại (0, 0). 
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6. a) z'x = - e c o s 2 x - 2 < x 2 + y 2 ) . ( 2 c o s x s i n x + 4x) 

Zy = -eCos 2 x-2 (x 2 +y 2 ) 4 y 

X y y(y4+l) 

c) z'u = 2-^ln(3u-2v) + —— 
V 2 v 2 ( 3 u - 2 v ) 

z'v = - 2 ^ - l n ( 3 u - 2 v ) 
2 2 u 2 

y v 3 ~ ' v " ' - v 2 ( 3 u - 2 v ) 

7. z(x, y) = F(x + 2y), F là một hàm số khả vi tuy ý. 

Vớ i phép đ ổ i biến số, phương trình trở thành z'u = 0, vậy z không 

phụ thuộc u, nó chỉ phụ thuộc V. 

8. a) 2(xdx + ydy)cos(x 2 + y 2 ) 

b) e x[(xcosy - siny)dy + (siny + cosy + xsiny)dx] 

2(xdx - ydx) 

2 • 2y 
f r s i n — 

X 
x d y - y d x 

X 2 + y 2 

e) y 2 z x y 2 z _ 1 d x + x y 2 z lnx.2yzdy + x^ 2 *. Inx.y 2 dz. 

9. a) 1,013 b) 0,005. 

1 0 . a ) y . = y ( 3 x * - y * ) ; b ) y . = e * + y e * - y e * y 

x ( 3 y 2 - x 2 ) ' - x e y - e x + x e x y 

(x + yr x-y (x-y)3 

, . _ . Ị - . X 2 - y z , y 2 - xz 
CJ z x — Zy — ì) z x — » > Zy -

' x + y + z - l z z - x y z - x y 
l i . 0,02. 
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12 u' = 1 Ị y ~ x e * ( 1 + x ) 
x y + z (y + z ) 2 e z ( l + z) 

u' = x + z Ị y - x e y ( l + y) 
y (y + z ) 2 (y + z ) 2 ' e z ( l + z) 

lí ,_z-x , y-x 
13. y = z = -

y - z z - y 
„ 2 x 2 + y 2 „ xy „ _ x 2 + 2 y 2 

V x + y 2 v * 2 + y 2 V x 2 + y 2 

b) z ^ = 2 1 n ( x + y ) - f - ^ L +

X + 2 x y 
x + y (x + y ) 2 

2x X2 „ X2 

z *y x + v r v 4 . ^ 2 ' V ~ ~ " x + y (x + y ) 2 y (x + y) 

_* li X „ y 
( x 2 + y 2 ) 3 / 2 ' xy ( x 2 + y 2 ) 3 / 2 

„ X3 +(x2 -y2)Vx2 + y2 

V / ; — — . 2 
( x 2 + y 2 ) 3 / 2 ( x + V x 2 + y 2 J 

rtì li 2xy „ y2-x2 ,, 2xy 

' 2x2 = (x2 + y2)2 ' Zxy = (x2 + y2)' V = "ữíyĩỹ-

16. a) f(x, y) = F(x) + G(y), F và G là hai hàm số tuy ý 
b) f(x, y) = xF(y) + G(y), F và G là hai hàm số tuy ị. 
c) u(x, y, z) = G(y, z) + H(x, z) + F(x, y), F, G, H là các hàm số tuy ý 

d) f(x, y) = x4y - 5xy6 + X2 + Ì 

3 3 
e) u(x, y) = * y - x 2 y 2 + 3(x + y) + c. 

19. g(r) = —- + b, (a, b là những hằng số tuy ý). 
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Đặt F(x, y) = arcsin3ị x + y — - a, F(x, y) là một hàm số 
X 3 + y 3 - 3xy 2 

thuần nhất bậc 0, nên theo công thức Euler 

x F ; + y F ; = 0 . 

Mặt khác F; +Fýy' = 0=>y"=^. 

21. Dùng công thức Euler. 
Hàm số ở bài tập 17 là một hàm số thuần nhất bậc một nên cũng thoa 

mãn hệ thức này. 

22. - — . 
3 

3u 2u 
2 3 . — = — ; a = b = c. 

ơr r 
du cos(7,ĩ) . . . . . 7 . -. 

2 4 . - 9 = — - , triêt tiêu khi / Ì r. 
di r 2 

25. gradu(M 0 ) = - 6 ( - 3 i + 3 j - k ) 

^(M0) = -22. 

27.a)zm„ = 8tại(2,-2) 

0 ) ^ = 0 tại ( -1 ,1) . 

c) Không có cực trị. 

.1 — . 1 1 , 

e) z m i n = 0 t ạ i ( 0 , 0 ) ; z m a x = - trên đường tròn X 2 + y 2 = Ì. 
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28. a) Giá trị lớn nhất là 4 tại (2,0), (-2, 0) 

Giá ư ị nhỏ nhất là - 4 tại (0, 2), (0, - 2 ) . 

b) Giá trị lớn nhất là 4 tại (2, 1) 

Giá trị nhỏ nhất là -64 tại (4, 2). 

c) Giá trị lớn nhất là 17 tại ( Ì , 2) 

Giá ư ị nhỏ nhí t là -3 tại ( Ì , 0). 

d) Giá trị lớn nhất là - t ạ i (0,1) , (0, - 1 ) 
e 

Giá ư ị nhỏ nhất là 0 tại (0, 0). 

3V3 
e) Giá trị lớn nhất là —L- tại 

1 n 
K3 3) 

Giá trị nhỏ nh í t là 0 tại (0,0) . 

X _ . . ( - a -a 
max —— tại 

a a 

b) z max 
Ì . ( ì Ì 

= — tạ i — , -
4 u 2 

c) u m i n = 9 t ạ i (3 ,3 ,3 ) 

d) "min = c2 tại (°- °>1 c>« umax = a2 (tại (± a. 0. 0). 

30. Hình lập phương có cạnh bằng 
2R 
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Chương l i 

ỨNG D Ụ N G C Ủ A P H É P T Í N H V I P H Â N 

T R O N G H Ì N H H Ọ C 

2.1. ỨNG DỤNG TRONG HỈNH HỌC PHANG 

2.1.1. Tiếp tuyến của đường tạ i một đ iểm của n ó 

Trong hệ toa độ đề các vuông góc, phương trình f(x, y) = 0 nói chung 

biểu diễn một đường L . Điểm MQÍXQ, y 0 ) € L được gọ i là điểm chính 

quy nếu f x ( x 0 , y 0 ) và f x ( x 0 , y 0 ) không đồng thời bằng không, là điểm 
kì dị trong trường hợp trái l ạ i . 

Giả sử Mo là một điểm chính quy của L . 

Có thể xem như f x ( x 0 , y 0 ) * 0. Theo định lí 

vé hàm số ẩn, phương trình f(x, y) = 0 xác 

định một hàm số ẩn y = y(x), có giá trị y 0 

khi X = XQ, khả vi trong một lân cận nào đó 

của Xo- Trong lân cận ấy ta có f(x, y(x)) = 0. 

Lấy đạo hàm hai v ế đ ố i với X tại X = XQ, ta 

được fx(xo,yo) + f x ( x o > y o ) y ' ( x o ) = 0 h a y 

f x ( x O ' y o ) d x + f x ( x O ' y o ) d y = 0 t r o n ẽ đ ó dy = y'(Xo)dx. Gọ i n là vectơ 

có thành phần ( f x ( x 0 , y o ) » f i ( x 0 , y o ) ) , d M là vectơ có thành phần 

(dx, dy). H ệ thúc trên chứng tỏ rằng H.dM = 0, vậy n Ì dM, mà d M nằm 

trên tiếp tuyến của L tại M Q , do đó n là vectơ pháp tuyến của L tại M Q . 

Điểm P(x, y) nằm trên tiếp tuyến của L tại Mo khi và chi khi M 0 P . n = 0, 

tức là 
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(2.1) ( x - x 0 ) f ; ( x 0 , y 0 ) + ( y - y 0 ) f x ( x O ' y o ) = 0 -

Đó là phương trình của t iếp tuyến của đường L tại M 0 . 

Nếu M 0 là điểm kì dị của đường L thì vectơ pháp tuyến của L tại Mo 

là vectơ không, tiếp tuyến của L tại M 0 không được xác định. 

2.1.2. Độ cong 

• Cho một đường L không tự giao nhau và có tiếp tuyến tại mọ i điểm. 
Trên L chọn một chiều chạy làm chiều dương. Trên tiếp tuyến của L 
tại M , ta chọn một hướng ứng với chiều dương của L , gọ i nó là "tiếp 

tuyến dương". 

Định nghĩa ỉ. M , M ' là hai điểm trên L . 
M T và M T là hai tiếp tuyến dương. Người 

ta gọi độ cong trung bình của cung M M ' là 
tỉ số của góc giữa hai t iếp tuyến dương M T 

và M T vớ i độ dài của cung M M ' 

(hình 2.2). Kí hiệu C,b(MM'). Vậy 

Ctb(MM') = ^. 
M M ' 

ưong đó a = |(MT,MT')|. 

Định nghĩa 2. Người ta gọ i độ cong 
của đường L tại M là giới hạn, nếu có, 

của độ cong ưung bình C t b ( M M ' ) khi 

M ' dần tới M trên L . Kí hiệu C(M). Vậy 

C(M)= lim Ctb(MM'). 
M - T M Hình 2.3 

Ví dụ Ì : Trên đường thẳng, Ctb(MM') trên mọi đoạn MM' đều bằng 

không, do đó C(M) = 0, V M . 

Ví dụ 2 : Trên đường ưòn bán kính R, ta có (hình 2.3) 
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C t b ( M M ' ) = = — = — với moi cung M M ' . 
M M ' Ra R 

C(M)=-VM. 
R 

• Công thức tinh. Giả sử đường L có 
phương trình ương hệ toa độ đế các 

vuông góc là y = f(x) . K ẻ các tiếp tuyến 

của L tại M và M" có hoành độ X và 
X + Ax. Gọ i ọ và <p + A<p là các góc 
nghiêng của chúng. Khi tiếp điểm di 
chuyển từ M đến M \ tiếp tuyến dương 
quay một góc bằng |A<p|, còn độ dài 

cung MM' bằng |AsỊ, S là hoành độ 
cong (hình 2.4). Do đó 

Do đó 

Hình 2.4 

C ( M ) = l im 
As-»0 As 

d ọ 

ds 

d ọ y" 
Vì tg<p = ý', nên ọ = arctgy', do đó — = — - — -

dx 1 + y ' 2 

của vi phân cung cho ta ds = ^l + y'2dx, do đó 

y" 

Mặ t khác biểu thức 

d ọ _ d ọ dx _ 

ds ~ d x ' d s ~ ( l + y ' 2 ) 3 / 2 

Vậy 

(2.2) C(M) = 
( 1 + y -2)3/2-

Nếu L được cho bởi phương trình tham số X = x(t), y = y(t), thì 

Ẻ L = m do đó ^ ỵ = ^ ( t ) n t ) - y ( t ) x " ( t ) ^ ^ ( 2 . 2 ) ^ ^ 
dx x ' ( t ) ' d x 2 x" 3 ( t ) 

(2.3) C(M) = 
|x y - y x"| 

(x'2 + y - 2)3/2 
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Nếu L được cho bởi phương trình trong toa độ cực r = f(<p), ta viết 

X = f((p)cos(p, y = f(ọ)sin(p. Xem đó là những phương trình của L theo 
tham số (p, ta có 

x' = r'cos<p - rsincp, y' = r'sin(p + rcosọ, 

x" = r"cos(p - 2r'sin(p - rcosq), y" = r"sin(p + 2r'cos(p - rsinọ , thế vào 

(2.3) và rút gọn, ta được 

( r 2 + r . 2 ) 3 / 2 • 

X 
Ví du Ì : Tính độ cong của đường dây xích y = á c h - (a > 0) tại một 

a 
điểm bất kì. 

Ta có ý- = s h - , V l + y ' 2 = c h - = K y" = - c h - = \ 
a a a a a a z 

Công thức (2.2) cho ta 

c= — — = — 
a 2 y3 y2 

Ví dụ 2 : Tính độ cong của đường xy-c lô- i t 

X = a(t - sim), y = a( l - cost) (a > 0) 

Ta có x ' = a( l - cost), ý ' = asint 

x" = asint, y" = acost, 

thế vào (2.3), ta được 

lcost - l i Ì 
c = 

2 ^ a ( l - c o s t ) 3 / 2 - | 4 a s i n l j 

Đ ộ cong chỉ xác định tạ i các điểm  ứng với t * 2kn. 

Ví dụ 3 : Xác định độ cong của đường r = ae 1^ (a > 0, b > 0). Ta có 

r' = abe 1^, r" = ab 2 e b ( p . T h ế vào (2.4), ta được 

ỉ 
c = r _ . - , 

V l + b 2 . r 
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2.1.3. Đường t ròn chính khúc . Khúc tâm 

Tại mỗ i điểm M của đường L , vẽ 

đường pháp tuyến hướng về phía lõm 
của L , ưên đó lấy một điểm ì sao cho 

M I = — - — (hình 2.5). Đường tròn tâm ì 
C(M) 

Hình 2.5 
với L tại M , vì có chung với L đường 
tiếp tuyến, và có tại M cùng độ cong 

C(M) = — với đường L. Tâm của đường tròn chính khúc ấy được gọi là 

kính. Đương nhiên ờ lần cận M , xấp xỉ L bởi đường tròn chính khúc tốt 
hơn bởi đường tiếp tuyến. 

Bây giờ, hãy xác định toa độ X , Y của khúc tâm ì ứng với điểm 
M(x, y) e L . Giả sử phương trình của L là y = f (x) . 

Pháp tuyến của L tại M có phương trình là 

1-y= —TT(^-X), 
y 

%, Tì là toa độ những điểm chạy trên pháp tuyến ấy. Khúc tâm ì nằm trên 
pháp tuyến ấy, nên 

R 

khúc tâm ứng với M , bán kính của nó R = 
C(M) 

được gọ i là khúc bán 

(2.5) Y - y 
y 

Vì M I = R nên 

(2.6) (X-x)2 + (Y-y)2 = R2. 

Từ (2.5) và (2.6) suy ra 

, Y = y T 
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1 + y ' 2 

Nếu y" > 0, đường L lõm, nên Y > y, vậy Y = y + „ . 

1 + y'2 1 + y'2 

N ế u y " < 0 , t h ì Y < y , t a c ó Y = y — j 4 p = y + - 4 ^ . 

1 + y'2 

Trong cả hai trường hợp Y = y + - , do đó từ (2.5) suy ra 

vYl + v'2) 1 + v'2 

(2.7) x = x - y u v )-,Y = y + ^ r - . 
y y 

Nếu L được cho bối phương trình tham số X = x(t), y = y(t), thì 

(28) X = x-Ĩ;^ Y = y^. 
v } x , y " - y ' x " 3 x ' y " - y ' x " 

2.1.4. Đường t ú c bế . Đường thân khai 
Định nghĩa ỉ. Người ta gọi đường túc bế của đường L là quỹ tích, nếu 

có, của các khúc tâm của đường ấy. 
Như vậy (2.7) hay (2.8) cho ta phương trình tham số của đường túc 
bế của L. 

2 
Vi dụ ỉ : Tun đường túc bế của parabôn y = 2px (p > 0). 

Lấy đạo hàm hai v ế đ ố i với X, ta được 2yy' = 2p => y' = -

,2 
=> y" = - ^ = T h ế vào (2.7), ta có 

y2 y3 

ỵ _ 3X + p Y = - -4=—. Có thể xem đó là phương trình của đường 
VP 
túc bế phải tìm theo tham số X. Khử X từ hai phương trình ấy, ta được 

Y2 = (X - p)3, 
27p 

đó là phương trình của parabôn bán lập phưcmg (hình 2.6). 
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Hình 2.6 Hình 2.7 

Ví dụ 2 : Tìm bán kính chính khúc và đường túc bế của elip X = acost, 
y = bsint (a > b > 0). 

Ta có x' = -asint, y' = bcost, x" = -acost, y" = -bsint, thế vào (2.3), ta 

1 _ (à2 sin21 + b2 cos2 t)3/2 

(lược K. — — — . 
c ab 

Công thức (2.8) cho ta 

X = — c o s 3 1 , Y = — s i n 3 1 
a 

,2 

b~ 
2 2 2 

trong d ó c = a - b . Đ ó l à phương trình của đường ax-trô-it lệch (hình 2.7). 
Định nghĩa 2. Nếu đường L nhận r làm đường túc bế thì L được gọi 
là đường thân kỉiai của r. 
2 

Từ hai ví dụ trên, ta thấy rằng parabôn y = 2px là đường thân khai 
8 3 
của parabôn bán lập phương y 2 = —— (x - p) , elip X = acost, y = bsint 27p 

c 2 y c 2 

là đường thân khai của đường ax-ưô-it lêch X = — cos t, y = — s i n 3 1 . 
a b 

Ta thừa nhận hai tính chất quan trọng sau đây của đường túc bế và 

thân khai. 
Tính chất ỉ. Pháp tuyến tại mỗi điểm Mịx, y) của đường L là tiếp 

tuyến của đường túc bế rcủa L tại khúc tám ì ứng với M. 
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Tinh chất 2. Độ dài của một cung tiên đường rbằng trị sổ tuyệt đối 
của hiệu các khúc bán kính của dường thân khui L của nỏ tại hai mút 
của cung ấy, nếu dọc theo cung ấy khúc bán kính biến thiên đơn điệu. 

Từ tính chất này suy ra rằng 
đường thân khai của đường L là 
quỹ tích của một điểm A trên 
nửa đường thẳng M A tiếp xúc 

với L tại M khi nửa đường thẳng 
này lăn mà không trượt trên L 
(hình 2.8) 

Hình 2.8 

2.1.5. Hình bao của một họ đường phụ thuộc một tham số 

• Cho một họ đường (I phụ 

thuộc một hay tìhiều tham số. 

Nếu mọ i đường của họ ý đều tiếp 

xúc với một đường E và ngược lại 
tại mỗ i điểm của đường E có một 

đường của họ (f tiếp xúc với E tại 

điểm ấy thì E được gọi là hình 

bao của họ '/' (hình 2.9). 

2 2 2 
Ví dụ ì : Phương trình (x - c) + y = R , trong đó R là một số cố 

đinh c là một tham số, biểu diễn một họ đường tròn bán kính R có tâm 
trên trục Ox. Hình bao của họ ấy là hai đường thẳng X = ± R (hình 2.10) 

Ví dụ 2 : Phương trình 
xcosa + ysina - 1 = 0 , trong đó 

a là tham số, biểu diễn một họ 
đường thẳng mà khoảng cách từ 
gốc o đến đường thẳng ấy bằng 1. 
Hình bao của họ ấy là đường tròn 
tâm o bán kính bằng Ì. 

Hình 2.9 

Hình 2.10 

5- TOANCAOCẤP - T3 
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(2.9) 

Ví dụ 3 : Phương trình y - cx = 0, trong đó c là tham sô. biểu diễn 
một chùm đường thẳng đi qua gốc o . Hình bao cùa họ ấy là góc o 
(đường tròn tâm o bán kính bằng 0). 

Ví dụ 4 : Đường túc bế của một đường L là hình bao cùa họ các 
đường pháp tuyến của L (xem tính chất Ì cùa đường túc bế). Vì vậy 
đường túc bế của L còn được gọi là đường pháp bao của L. 

• Quy tắc tìm hình bao của một họ đường phụ thuộc một tham số. 
Định lí. Cho họ đường F(x, V, c) = 0 phụ thuộc thơm sò c. Nếu các 

đường của họ ấy không có điểm kì dị (tức là điếm tại dó 

Fx(x,y,c) = Fy(.x,y,c) = ớ thì phương trình các hình bao E cùa họ áy 

được xác định bằng cách khử c từ hai phương trình 

ÍF(x,y,c) = 0 

[F ; (x ,y ,c ) = 0. 

Chứng minh. Với mỗi giá trị của tham số c, có một đường Lc cùa họ, 

do đó có một tiếp điểm M c của L c với E. Hình bao E là quỹ tích cùa 

những điểm M c ấy, toa độ của chúng là những hàm số x(c), y(c) mà ta 

phải tìm. Vì điểm M c (x(c) , y(c)) G L c nên F(x(c), y(c),c) = 0. Lấy dạo 
hàm hai vế đối với c, ta được 

(2.10) F;(x(c),y(c),c)x,(c) + Fỳ(x(c),y(c),c)y'(c) + 

+Fè(x(c),y(c),c)=0. 

Mặt khác tại Mc các đường E và Lc tiếp xúc nhau. Hệ sô góc cùa tiếp 

y'(c) 
tuyến của E tại M c là kị = — — . Vì L không có điểm kì dị nén hệ sổ 

x'(c) 
F (x y c) 
góc của L c tại M c là k 2 = - — . Vì kị = k 2 nên ta được 

Fý(x,y,c) 

(2.11) F;(x(c),y(c),c)x,(c) + Fỳ(x(c),y(c),c)y,(c) = 0. 

Từ (2.10), (2.11) suy ra Fc(x.y,c) = 0. Vậy toa độ cùa các điểm Mc 

cùa hình bao phải thoa mãn hệ (2.9). • 
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Chú thích. Nếu các dường F(x, y, c) = 0 có điếm kì dị thì hệ (2.9) bao 
gom cà phương trình hình bao E và quỹ tích của các điểm kì dị. 

\ í du ỉ : Tìm hình bao cùa họ đường tháng 

xcosa + ysina - 1 = 0 . 

Các đường thảng không có điểm kì dị, vậy toa độ các điểm của hình 
bao thoa mãn hệ 

F(x, y, oe) = xcosa + ysina - 1 = 0 

F^(x,y,a) = -xs ina + ycosa = 0. 

H ệ đó cho ta X = cosa, y = sintt. Vậy hình bao phải tìm là đường tròn 
tâm o bán kính Ì. 

2 3 
Ví dụ 2. Tìm hình bao của họ parabôn bán lập phương (y - c) = (x - c) . 

Đạo hàm hai vế theo c, ta được 
,2 

2 ( y - c ) : 3 ( x - c ) 

Thế và phương trình của họ , ta được 

(X - cỹ l - - ( x - c ) 
4 

- 0 

Hình 2.11 

Nếu X c = 0 thì y - c = 0, vậy y = X. 

Nhưng y = X là quỹ tích cùa những 
điểm kì dị cứa họ parabôn bán lập 
phương (dó là những điểm lùi). 

9 4 , , 8 , . . 4 
Nếu l - - ( x - c ) = 0 h a y x - c = - t h ì y - c = - - , d o đ ó x - y = — . 

4 9 27 27 

- 4 

Vây hình bao phủi tìm là dường tháng X - y = — (hình 2.11). 

2 3 
Chít thích• Giá sử ta xét họ parabôn bán lập phương (y - c) = X 

Đao ham hai vế đôi với c, ta được 2(y - c) - 0. Khử c từ hai phương 
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trình trên, ta được X = 0, đó là phương trình cùa quỹ 
tích các điểm lùi (hình 2.12). Vậy họ đường cong 
này không có hình bao. 

Bây giờ xét họ parabôn bán lập phương 

y 2 = (X - c ) 3 . Đạo hàm hai vế đối với c, ta được 

3(x - c ) 2 = 0. Khử c từ hai phương trình trên, ta được 
y = 0, đó là quỹ tích của các điểm lùi, đồng thời 
cũng là hình bao của họ đường cong (hình 2.13). 

Ví dụ 3 . Xét họ quỹ đạo của viên dạn bấn từ 

một khẩu pháo với vận tốc Vọ, phụ thuộc góc bắn a. 
Phương trình chuyển dộng của viên đạn nếu chọn 
trúc toa đó như ở hình 2.14 là 

Hình 2.12 

X = v 0 t cosa 
1 2 .. : 

y = —-g t z + \ ' 0 t s ina 

trong đó g là gia tốc của ưọng trường. Khử 
t từ hai phương trình ấy, ta được 

< « ° < < 

Hình 2.13 
y = xtga 

2vịcos2 a 

Đặt tga = c, ta được họ parabôn phụ thuộc tham số c : 

g

T (1+cV. 
yt 

y = cx -
2 v 2 

Lấy đạo hàm hai 
vế đối với c, ta được 

0 = x 

=> c = 
V? 

Hình 2.14 
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Thê vào phương trình trên, ta được 

y-ề-A*2-
2g 2vẵ 

Đó là phương trình của hình bao của họ quỹ đạo, vì các đường 
parahôn không có điểm kì dị nên hình bao ấy là một parabôn cắt trục Ox 

tại X = +-—, đó là tầm bẳn xa nhất của viên đạn. Hình bao ấy được gọi 
g 

là parabôn an toàn. 

2.2.  ỨNG DỤNG TRONG HỈNH HỌC KHÔNG GIAN 

2.2.1. Hàm vec tơ 

• Giả sử ì là một khoảng trong R. 

Ánh xạ t € ì I—> r(t) G Rn được gọi 
là hàm vectơ của biến số t xác định 
trên ì. Trong phần này ta sẽ xét với 
n = 3. Nếu x(t), y(t), z(t) là ba thành 

phần của vectơ í(t) 6 R3, ĩ,j.klà 

các vectơ đơn vị trên ba trục toa độ, 
ta có 

r(t) = x(t)ĩ + y(t)j + x(t)k. 

X(t)y 

Hình 2.15 

Đặt O M = r( t) . Điểm M có các toa độ là x(t), y(t), z(t) (hình 2.15). 
3 

Quỹ tích của M khi t biến thiên trong ì là một đường L trong R , gọi là 
tốc dồ của hàm vectơ r(t). Người ta cũng nói rằng dường L có các 
phương trình tham số là X = x(t), y = y(t), z = z(t). 

• Người ta nói rằng hàm vectơ r(t) có giới hạn là ẩ khi t dần tới t0 

nếu |r(t)-ẩ| —> 0 khi t t0, tức là nếu Ve > 0, 30 > 0 sao cho 

|t_t0| <Ô=^ |r(t)-ẩ| <e. 

Kí hiệu : lim r(t) =  ẩ. 
t-»i„ 

69 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Hàm vectơ r( t) xác định trên ì được gọi là liên tục tai lị) G ì nếu 

lim ĩ ( t ) = ĩ ( t 0 ) . 

ì—H, 

Tính liên tục cùa r( t) tại lọ lương đương với tính liên tục cùa các 

thành phần x(t), y(t), z(t) của nó tại t 0 . 

• Giả sử hàm vectơ r( t) được xác định trên ì và t 0 G ì. Giớ i hạn. nếu 

có, của ti số 
Af = r ( t 0 + h ) - r ( t 0 ) 

h h 

khi h —> 0 được gọi là đạo hàm cùa r( t ) tại ÍQ, kí hiệu là r ' ( t 0 ) hay 

d^o) Đó là mót vectơ. Nếu đạo hàm r'(tn) tồn tại, ta nói rằng hàm 
dt 0 

vectơ khả vi tại tộ. 
Trên tốc đồ của r( t ) (hình 2.16) ta 

hr(to) 

Mo(to + h) 

Mo(to) 

thấy r ( t 0 ) = OMo, r ( t 0 + h) = O M , 

AĨ = M 0 M . Khi h -> 0, M dần đến Mo 

trên tốc đồ, dây M Q M dần đến tiếp 

tuyến của tóc đồ tại MQ.Vậy r'(to) là 

vectơ tiếp tuyến của tốc đồ tại M Q . Ta có 
A r = x ( t 0 + h ) - x ( t 0 ) r | y ( t 0 + h ) - y ( t 0 ) ^ | z(tọ + h ) - z ( t 0 ) ị -

h h h J h 

Do đó nếu các hàm số x(t), y(t), z(t) khả vi tại ÍQ thì r ( t ) cũng khả vi 
tại t và ta có 

?{t0) = x ' ( t 0 ) ĩ + y'(to) J + z ' ( t 0 )k . 

Hình 2.16 

Khi h khá nhỏ ta có thể xấp xỉ vectơ Ar = M 0 M bời vectơ tiếp t in én 

h .? ( t 0 ) . 

2.2.2. Đường 

• Tiếp tuyến và pỉiáp diện cùa đường tại một điếm 
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Cho đường L trong không gian có các phương trình tham số là X = x(t), 

y = y(t), z = z(t). Phương trình vectơ của nó là r(t) = x ( t ) ĩ + y(t)J + z(t)k, 

M Q là một điểm trên L , nó có các toa độ (x( t 0 ) , y( t 0 ) , z(t 0)). Ta biết rằng 

vectơ r ' ( t 0 ) = x'(t())i + y ' ( t o ) j + z"(t())k nằm trên tiếp tuyến của L tại 

M 0 . Giả sử \\t0), y'(t())> z ' ( t o) không đồng thời triệt tiêu, khi ấy vectơ 

r '( to) * 0. Điểm P(x, y, z) nằm trên tiếp tuyến của L tại Mợ khi và chỉ 

khi vectơ M 0 P đồng phương với vectơ r ' ( t 0 X tức là 

(2 12) X - x ( t 0 ) = Y - y ( t 0 ) = Z - z ( t o ) 
x ' ( t 0 ) y ' ( t 0 ) z ' ( t 0 ) 

Đó là phương trình của tiếp tuyến của L tại MQ. 

M ọ i đường thẳng đi qua M 0 vuông góc với tiếp tuyến của L tại đó 

được gọ i là pháp tuyến của L tại M 0 . Nếu đường L có tiếp tuyến tại M 0 

thì nó có vô số pháp tuyến tại M 0 , chúng cùng nằm trong mặt phang 

vuông góc với tiếp tuyến tại M 0 , mặt phảng ấy được gọi là pháp diện của 

đường tại M 0 . Điểm P(X, Y, Z) nằm trên pháp diện ấy khi và chỉ khi 

M^P Ì ? ( t 0 ) , tức là M^P.? ( t 0 ) = 0, hay 

(2.13) (X - x( t 0 ) )x ' ( t 0 ) + (Y - y( t 0 ))y ' ( t 0 ) + (Z - z(t 0))z'(t 0) = 0. 

Đó là phương trình của pháp diện của đường L tại MQ. 

• Đô cong. Cho đường L trong không gian có phương trình tham số là 
X = x(t) y = y(t), z = z(t). Tương tự như trong mặt phảng, ta có công thức 
vi phân cung 

(2.14) ds = V x ' 2 ( t ) + y ' 2 ( t ) + z' 2(t)dt-

Giả sử đường L có tại M t iếp tuyến dương MT, tại M ' tiếp tuyến 

dương M T . Đặt A a = ( M T . M T 1 ) (hình 2.17), As = M M ' . Giới hạn, 

A a 
nếu có, của tỉ sô 

As 
độ cong của đường cong L tại M , kí hiệu C(M) 

khi M ' dần đến M trên đường L được gọ i là 
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Người ta chứng minh được công thức tính độ cong cùa dường L 
như sau: 

(2.15) c = 
+ + 

( x ' 2 + y ' 2 + z ' 2 ) 3 / 2 

• Ví dụ. Lập phương trình quỹ đạo của điểm M có chuyên động vừa 
quay tròn đều quanh trục Oz với vận tốc góc (0 vừa tịnh tiến dọc theo Oz 
với vận tốc không đổi la ak. Quỹ đạo 

Hình 2.17 Hình 2.18 

này được gọ i là đường đinh ốc trụ tròn xoay nằm trên mặt trục tròn xoay 
có trục Oz, bán kính a (hình 2.18). 

Hình chiếu vuông góc trên mặt phảng Oxy của mọ i điểm M(x, y, z) 
của quỹ đạo đều nằm trên đường tròn tâm o bán kính a. Gọ i p là hình 
chiếu ấy, ta có 

r = Õ M = ÕP + PM 
Chiếu xuống ba trục tọa độ, ta được 

X = acosox, y = asinoot, z = akt, 
trong đó tham số t là thời gian chuyển động của chất điểm. Đó là các 
phương trình tham số cùa đường đinh ốc trụ tròn xoay. Ta có 

x'(t) = -aosincot, y'(t) = acocoscot, z'(t) = ak. 
Nếu ta chọn hướng dương của tiếp tuyến ứng với chiều tăng cùa tham 

số t, thì tiếp tuyến dương tại mọ i điểm của đường đinh ốc làm với trục 
Oz một góc không đ ổ i Y, với 
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tú 2 + k 2 

Phương trình của tiếp tuyến tại điểm của đường đinh ốc ứng với tham 
số t là 

X - a cos (Ót _ Y - a sin cót z - akt 
-acosincot acocosoot . ak 

Phương trình của pháp diện tại điểm đó là 
- acosincot(X - acoscot) + acocoscot(Y - asintot) + ak(Z - akt) = 0 
V i phân cung của đường đinh ốc bằng 

ds = aVơ>2+k 2 d t . 

Theo công thức (2.15), độ cong tại một điểm bất kì của dường đinh 
ốc bằng 

c = ^ — 
a ( ( 0 2 + k 2 ) 

Vậy độ con của đường đinh ốc tại mọ i điểm đều bằng nhau. 

2.2.3. Mặt 

Cho mặt s có phương trình f(x, y, z) = 0 ; M 0 là một điểm trên mặt s. 

Đường thẳng M Q T được gọi là tiếp tuyến của mặt s tại M 0 nếu nó là tiếp 

tuyến tại Mo của một đường nào đó trên mặt s đi qua M 0 . Tại mỗ i điểm 

M 0 trên mặt s nói chung có vô số đường thuộc mặt s đi qua, do đó tại 

Mo có thể có vô số tiếp tuyến cua mặt s. 

Điểm M 0 trên mặt s được gọ i 

là điểm chính quy nếu tại đó 

các đạo hàm riêng fx(x,y ,z) , 

fý(x,y,z), C(x,y,z) đều tồn tại, 

và không đồng thời triệt tiêu. Một 
điểm không chính quy được gọ i là 
(liếm kì dị. Hình 2.19 
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Định lí. Tập hợp rất cà 11I1ŨIỈÍỊ tiếp tuyến cùa mặt s tại một điếm 

chính quỵ MQ lờ một mật phang đi qua Mọ. 

Chứng minh. Giả sử L là một dường nào dó trẽn s di qua Mợ. các 
phương trình tham số của nó là 

X = xít), y = y(t), z = z(t). 

Điểm M ộ thuộc L, toa độ cùa nó là ( x 0 . y 0 , ZQ), trong đó Xo = x(to), 

yo = y(k))' ^ = z(k))- Phưcfiig trình véc tơ của L là r = 7(t). Vectơ 

r ' ( tọ) = (x'(to). y'(to), z'(t 0)) nằm trên tiếp tuyến cùa L tại Mọ . 

Mặt khác, vì đường L nằm trên mặt s nên x(t), y(t), z(t) phải thoa 
mãn phưcrng trình của mặt, tức là 

f(x(t), y(t), z(t)) = 0. 
Lấy đạo hàm hai vế theo t, ta được 

f ; .x ' ( t ) + fỵ .y ' ( t ) + f;.z'(O = 0. 

Tại điểm MO(XQ, y 0 , ZQ) ta có 

f ; ( M 0 ) x ' ( t 0 ) + f y ( M 0 ) y ' ( t 0 ) + f ; ( M 0 ) z ' ( t Q ) = 0. 

Gọ i ĩĩ là vectơ có các toa độ f^(Mo) , fy(Mo) ,F2(Mo) . Đó là một 

vectơ xác định, khác 0, vì M Q là một điểm chính quy cùa mặt s. Đẳng 

thức trên chứng tỏ ràng n . ^ r ^ ° ^ = 0, do đó mọ i t iếp tuyến của mặt s tại 
dt 

M Q đều Nuông góc với n tại M ộ , chúng nằm trong một mặt phang \uông 

góc với ri tại M Q . • 

Mặ t phảng chứa mọ i tiếp tuyến của s tại Mợ được gọi là tiếp diện cùa 

mặt s tại M Q . Đường thẳng đi qua Mợ, đồng phương với n được gọi là 

pháp tuyến cùa mặt s tại M Q . 

Phương trình của pháp tuyến của mặt s tại điểm chính quy M Q là 

(2.16) 2 L ^ Ọ . = Z z ỵ < L = l z £ o . 
f ; ( M o ) f ; ( M 0 ) f ; ( M 0 ) 
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Phương trình của tiếp diện của mặt s tại M 0 là 

(2.17) r; (Mo )(X - Xo) + f;(M0)(Y - y0) + f-;(M0 )(z - z0) = 0. 

Ví dụ : Viết phương trình của pháp tuyến và pháp diện của mặt 
.2 2 2 _ n 

X + y - z = 0 

tại điếm M 0 (3, 4, 5). 

Ta có f(x, y, z) = X2 + y2 - z2 => f; = 2x,fy = 2y,f; = -2z. 

Vậy phương trình của pháp tuyến của mặt tại MQ là 

X - 3 _ Y - 4 _ Z - 5 

6 ~ 8 ~ -10 • 

Phương trình của tiếp diện của mặt tại M Q là 

6(X - 3) + 8(Y - 4) - 10(Z - 5) = 0 

hay 

3X + 4Y - 5Z = 0. 

Chú thích. Ba hệ số chỉ phương của pháp tuyến của mặt f(x, y, z) = 0 

tại M 0 ( x 0 , y 0 , ZQ) là 

f;(M0),fỳ(M0),f;(M0). 

Nếu mặt được cho bởi phưcmg trình z = F(x, y) thì bằng cách đặt 
f (x, y, z) = -F(x, y) + z, ta thấy rằng ba hệ số chỉ phưcíng của pháp tuyến 

của mặt tại M 0 là -p , - q , Ì, trong đó p = z ' x ( M 0 ) , q = z 'y(M 0 ) . 

TÓM TẮT CHƯƠNG li 

• Phương trình tiếp tuyến của đường f(x, y) = 0 tại M(x, y) 

(X-x)f;(x.y) + (Y-y)fỳ(x,y) = 0. 
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• Công thức tính độ cong của đường thắng tại một điểm 

- Nếu đường được cho bởi phương trình y = f(x) thì 

- Nếu đường được cho bởi phương trình tham số 

X = xít), y = y(t) thì 

| x ' y " - y ' x " | 

( x ' 2 + y ' 2 ) 3 / 2 ' 

- Nếu đường dược cho bởi phương trình trong toa độ cực r = r (ọ ) thì 

c _ | r 2 + 2 r ' 2 - r r " | 

( r 2 + r ' 2 ) 3 / 2 

• Công thức tính toa độ cùa khúc tâm 

- Nếu đường được cho bởi phương trình y = f(x) thì 

x . , _ y X i ý * ) ; Ỵ 1 Ị £ 
y" y" 

- Nếu đường được cho bởi phương trình tham số 

X = xít), y = y(t) thì 

x=x-y'(x;;+;\,y+

 x'2,+y;2„. 
x ' y " - y ' x u x ' y " - y ' x " 

• Hình bao của họ đường phảng F(x, y, c) = 0 

Khử c từ hai phương trình 

F(x. y ,c ) = 0, Fê(x,y,c) = 0. 

ta được phương trình của hình bao và phương trình của quỹ tích của 
những điểm kì dị. 

• Cho đường trong không gian có phương trình tham sô 

x = x(t), y = y(t), z = z(t). 
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Phương trình tiếp tuyên của đường tại điểm Mị) ứng với tham số t 
X j ^ ( 0 = Y J 1 y ( 0 = Z ^ z ( t ) 

x '( t) y ' (0 z (Q 

Phương trình pháp diện của đường tại điểm M 0 : 
(X - xít)) x'(t) + (Y - y(t)) y'(t) + (Z - z(t)) z'(t) = 0. 

- Độ cong tại M 0 : 
ỉ 
x' ý' 
X" ý" 

2 
+ y ' ì 

ý" z" 

2 
+ z' x' 

z" x" 

( x ' 2 + y ' 2 + z ' 2 ) 3 / 2 

• Cho mặt có phương trình f(x, y, z) = 0 

- Phương trình pháp tuyến của mặt tại M U , y, z ) : 

x - x _ Y - y _ ZZ7L 

f ; ( M ) ~ f ; , ( M ) f ; ( M ) 

- Phương trình tiêp diện của mặt l ạ i M(x, y, z ) : 

(X - x)f ; ( M ) + (Y - y) f ; (M) + (Z - z ) f ; (M) = 0. 

Bài tập 

1. Tính độ cong của đường : 

a) y = - X 3 tại điểm có hoành độ X =  Ỷ 

2) xy = Ì tại điểm (1,1) 

3) b X + a 2 y 2 = a 2 b 2 tại (0, b) và (a, 0) 

4) X = e'sint, y = e'cost tại điểm  ứng với t = 1. 

2 Tính khúc bán kính của đường : 
2 2 

n — + — = Ì tại điểm (0, 3) 
} 25 9 

? Ì 
2) y = X tại diêm (4, 8) 
3) y = lnx tạ i t ỉ iểm (1,0) 
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Ì 
4) v~ = 2px tai điếm bất ki 

2 7 
X V 

5) —— -•=-— = Ì tai diêm bất kì 
a 2 b 2 

6) X = acos Y y = asin3t tại điểm bất kì 

7) X = a(cost + tsint). y = a(smt - tcost) tại diêm bất kì. (a > 0) 

8) r = a( Ì + cosọ) tại điếm bất kì. (a > 0) 

9) r = a"cos2(p tại điểm bất kì. ù > 0). 

3. Tim những điểm trẽn các đườns cho dưới dày tại đó khúc bán kính 
có giá trị nhỏ nhất : 

l ) y = lnx : 2) ý = e \ 

4. Xác định khúc tàm cùa đường 

1) X 3 + y 4 = 2 tại điếm (1 . 1) : 2) XV = Ì tại điểm ( 1 . 1). 

5. Viết phương trình đường túc bế cùa đường : 

ny2 = x+i 2>4-£ = ' 
ĩ a- t r 

3 ) x 2 / 3

 + y 2 / 3 = l 

4) X = a(cost + tsint), V = a(sint - tcost) (a > 0) 

5) X = a(t - sim), V = a( Ì - cost') (a > 0). 

6. Tun hình bao cùa họ đường : 

l ) y 2 = c \ x - c ) 2 ) y = c 2 ( x - c ) 2 

3)v = ^ + c 2 4 ) ^ - ^ = 2 
c c CJ 

5) (X - c ) 2 + Ỵ2 = 4c 6) (X - c ) 2 + (y - cỴ = 4 
Ì -> 

7) cx + c"y = 1. 
7. Một đoan thẳng di động trong mặt phảng Oxy sao cho tổng các 

đoạn mà nó chắn trẽn hai trúc toa độ không đổi và bằng a. Tim hình hdO 
cua ho đường than" ấy. 
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8. Chứng minh các công thức đạo hàm vectơ : 

, d _ - dp da 
di dt dt 

2) — (a.p) = a— + — p , a là hàm số khả vi của t 
dt dt dt 

3) l ( M ) = p . 4 + f . q 
dt dt dt 
d -. dq dp _. 

4) ^ - ( p A q ) = p A - 2 - + - ỉ - A q. 
dt dt dt 

9. Viết phương trình tiếp tuyến và pháp diện của đường : 

2 2 
1) X = a.sin t, y = b.sintcost, z = c.cos t tại điếm ứng với t 

e'sint , é'cost . , „ 
2) X = —"7=—, y = Ì, z = — - f = — tại điếm ứng với t = 0 

V2 V2 
2 3 

3) X = t, y = t , z = t tại điếm ứng với t = 3. 
10. Tính độ cong của đường : 

1) X = ec, y = e \z = t\Ỉ2 

2) X = e 'sint, y = e lcost, z = e1 

l i . Viết phương trình pháp tuyến và tiếp diện của mặ t : 

1) X 2 - 4y 2 + 2z 2 = 6 tại điểm (2, 2, 3) 

2) z = 2x 2 + 4y 2 tại điểm (2, Ì, 12). 

Đáp số 

ị 92 Ì b a Ì 
1. a) 477 ; 2) -7= 3 > - T v à TT : 4) 

125 ' >/2 ' ' a 2 b 2 eV2 

2.1) 
/ 2 x Y > / 2 

Ì + — 
p . 
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5) 
( £ 2 x 2 - a 2 ) _ V a 2 + b 2 

ab 
VỚI £ = • , 6) 3asintcost 

7) alt 

3. 1) 

4. 1) 

8 ) ệ cos-

- — , —— In 2 
K 2 2 

9) 

2) 

3r 

• I l „ 2 . ^ 
2 2 

( í ! 26 
U s ' 5 1 

5. 1) Y 2 = — X 3 ; 
27 

2) X 

2) (2, 2). 

a2 +b2 

X 3 , Y = 
a 2 + 

3) X = X + 3 x 1 / 3 y 2 / 3 ; Y = y + 3 x 2 / 3 y 1 / 3 ; 4) X 2 + Y 2 = 

5) X = -7ia + a(T - sim), Y = -2a + a( Ì - COST), T = t 

6. 1) y = ±ị ; 2) V = 0, y =— ; 3) 27x2 = 4y3 ; 4) 27v 
2 16 

5) y2 = 4x + 4 ; 6) (x - y)2 = 8 ; 7) X4 + 4y = 0. 

7. Vx + yịỹ = Vã. 

9. 1) 

a b c 
X — y — z - — 2 _2 

2 _ 2 _ 2 a z - c z 

- = - = ; ax - cz = 0 
a 0 -c 2 

Ì z— r 

x _ y - l _ V2 Ì 
2) 7 = ^ — = — : x + z - -j= = 0 

l o i V ĩ 
x-3 _ y-9 z-27 

3) = - = — ; x + 6y + 2 7 z - 7 8 6 = 0. 
Ì 6 27 

10.1) -4- ; 2) ệz~y. 
(x + y ) 2 3 

li. l)x-2 = -^. = — ;x-4y + 3z-3 = 0 
- 4 3 

2) X - 2 = y - Ì = 8(12 - z); 8x + 8y-z - 12 = 0. 
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Chương HI 

T Í C H P H Â N B Ộ I 

3 .1 . TÍCH PHÂN PHỤ THUỘC THAM s ô 

3.1.3. Trường hợp tích phân xác định 

Xét tích phân xác định phụ thuộc tham số y 

b 
(3.1) I(y) = J f (x ,y)dx 

a 

trong đó hàm số f(x, y) xác định trên [a, b] X [c, d] sao cho f(x, y) khả 

tích theo X trên [a, b] với mọ i y e [c, d]. Rõ ràng tích phân ấy phụ thuộc 
vào tham số y. Sau đây là một số tính chất của tích phân ấy. 

Định lí 3.1. Nếu hàm sốfịx, y) liên tục trên [à, bì X [c, ả] thì Uy) là 

một hàm số liên tục của y trên [c, ả]. 

Thật vậy lấy y e (c, d), cho nó một số gia h sao cho y + h G (c, d). 

Ta có 
b 

I(x + h ) - I ( y ) = J [ f ( x , y + h ) - f ( x , y ) d x . 

a 

Do đó 

b 
| l (y + h) - I(y) | < J | f (x ,y + h) - f (x,y)|dx. 

a 

81 
(ì- TOANCAOCAP - T3 
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Vì f(x, y) liên tục trên [a, b] X [c, d] nên nó cũng liên tục đều trẽn đó. 
Do đó Ve > 0, BÔ > 0, số ô này chi phụ thuộc e, sao cho 

thi <5=> |f(x,y + h)-f(x,y)|<—^— Vx G [a,b]. 
b - a 

Do đó Ihl < ô => | l (y + h) - I(y) | < e, vậy I(y) liên tục tại y G (c. d). Dễ 

thấy rằng I(y) cũng liên tục tại y = c và y = d. 

Định lí 3.2. Nếu hàm sốf(x, y) liên tục trên [a, bj X[c, d] thì 

á bà 
(3.2) j l ( y ) d y =  Ị ( j f ( x , y ) d y ) d x . 

c á c 
Công thức (3.2) có thể viết là 

d b b d 

(3.2') } ( } f ( x , y ) d x ) d y = J(Jf(x,y)dy)dx. 

c a á c 

Đây là công thức đổ i thứ tự tích phân khi tính tích phân kép, sẽ được 
chứng minh ở phần tích phân kép. 

Đó là định lí về lấy tích phân dưới dấu tích phân. 
Định lí 3.3. Giả sử hàm sốf(x, y) liên tục theo X trẽn [a, bj với mọi y 

không đổi trong [c, ả] và giả sử đạo hàm riêng f^ (x ,y) liên tục trên 

[à, bỉ X le ả]. Khi dó ta có 
b 

(3.3) F(y) = j f ; ( x , y ) d x 
a 

(định lí về lấy đạo hàm dưới dấu tích phân). 
Thật vậy, vì f (x , y) liên tục theo X trên [a, b] với y không đổi thuộc 

b b 
[c, d] nên các tích phân ịf(x,y + h)dx, j f ( x , y ) d x tồn tại . Xét 

a a 

ĩ(y + h ) - I ( y ) = f f ( x , y + h ) - f ( x , y ) d , 

h J h 
a 
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Áp dụng định lí số gia giới nội vào biểu thức dưới dấu tích phân, 
ta dược 

I(y + h ) - I ( y ) J f , d x 

h J y 

trong dó 0 < e < 1. Khi h - > 0 thì 0h - » 0, do đó fỳ (x ,y + 9h) -» 

f ị ( x , y ) vì fý(x,y) liên tục theo giả thiết. Lập luận như trong chứng 

minh định lí Ì, ta có thể làm cho 

f ; ( x , y + G h ) - f ; ( x , y ) 

miễn là h khá nhỏ. Do đó 

< b - a 
Vx e [a, b] 

I(x + h ) - I ( y ) _ Ị-, . . , 
l im - i — r n : — = fỳ(x,y)dx 
h-»0 

Ví dụ / : Tính ì 
-

x b - x a 

lnx 
dx ( 0 < a < b ) . 

Ì b 
Vì — = Ị x y d y nên ì = ĩ ( í xydy)đx. Theo định lí 3.2 ta có 

lnx J í J 

a Oa 
b Ì t / 

I = j ( | x y d x ) d y = j 

a 0 
b 

\y +1 
y + 1 

x = l 

x=0 d y ^ 

J v + 1 
ln-

a 

b + 1 

a + r 

I 
Ví dụ 2 : Xét I ( y ) = Ị 

dx Ì Ì 
_ = - a r c t g - với y *0. 

x 2 + y 2 y y 

Lấy đạo hàm hai vế đối với y, ta có 

Xy) = - 2 y j 
dx 

2^2 J

0 ( x ^ + y z ) 
Ì < Ì 

y y ( i + y 2 ) 
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Từ đó suy ra rằng với y * 0 ta có 

Ị- dx l i Ì 
= , - = — T a r c t g - + — — —. 

J ( x 2 + y 2 ) 2 2 y 3 y 2 y 2 ( l + y 2 ) 

Chú thích. Bây giờ xét tích phân xác định phụ thuộc tham số y sau dãy 

b(y) 
(3.4) I ( y ) = J f(x,y)dx. 

a(y) 

trong đó hàm số f(x, y) xác định trên [a, b] G [c, d], các hàm số a(y), 
b(y) xác định trên [c, d] và thoa mãn 

(3.5) a < a(y) < b, a < b(y) < b, Vy e [e, d]. 

Có thể chứng minh được các kết quả sau : 

• Nếu hàm số fịx, y) liên tục trên la, b] X [c, ả], các hàm số a(y), 
bịy) liên tục trên [c, d] và thoa mãn điều kiện (3.5) thỉ I(y) là một hàm 
sô liên tục đôi với y trên [c, ả]. 

• Nếu ngoài ra hàm sốf(x, ỵ) có đạo hàm riêng fỳ(x,y) liên tục trên 

la, bỉ X /c, ả] và nếu các hàm số a(\). b(y) khả vi trên [c, d] thì hàm số 
ỉ(ỵ) khả vi theo y e [c, d] và ta có 

b(y) 
(3.6) r ( y ) = ĩ f ; (x ,y)dx + f (b (y) ,y )b ' (y ) - f (a (y) ,y )aXy) . 

a(y) 

3.1.2. Trường hợp tích phân suy rộng 

Xét tích phân suy rộng phụ thuộc tham số y 

(3.7) I(y)= ị f(x,y)dx 

a 

trong đó hàm số f(x, y) xác định trên [a, +o°) X [c, d] sao cho tích phàn 
suy rộng (3.7) hội tụ với mọ i y G [c, d]. Các khái niệm và kết quả trình 
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bày ở dày cũng có thế áp dụng một cách thích hợp cho tích phân suy 
b 

rộng | f ( x , y ) d x , trong đó f -> °° khi \ - » a hay X -> b. 

a 
Ở đây ta gặp những tình huống tương tự như khi khảo sát các chuối 

hàm số. Chẳng hạn điều kiện f(x, y) liên tục chưa đủ để Ky) liên tục theo y. 
• Khái niệm tích phàn suy rộng hội tụ đểu : Trước hết ta nhắc lạ i 

rằng tích phân suy rộng (3.7) hội tụ nếu 

l im I b ( y ) = Ky) 
b—>-H» 

b 
trong đó I b ( y ) = í f (x ,y)dx, với b > a, tức là Ve > 0, 3 B > 0 sao cho 

b > B = > | l ( y ) - I b ( y ) | < E hay ị f (x ,y)dx < e. 

Số B nói chung phụ thuộc e và y € [c, d]. Ta nói rằng tích phân suy 
rộng (3.7) hội tụ đều dối với y G [c, d] nếu Ve > 0, 3B > 0, số B chi phụ 

thuộc e, sao cho 
+00 

b > B ị f (x ,y)dx < E, Vy G [c, d]. 

Định lí sau cho ta một điều kiện đủ để tích phân suy rộng (3.7) hội tụ 
đều đối với y 

Định lí 3.4. Nếu ta có V(x, y) e [a, +oo) X [c, d] 

| f (x ,y) | <g(x) 

và nếu ị g(x)dx hội tụ thì tích phân suy rộng (3.7) hội tụ đều đoi với 

y € le dì. 
Thật vậy, ta có 

ị f(x,y)dx 
+00 +~ 

< ị | f ( x , y ) | d x < ị g(x)dx. 
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Vì ị g(x)dx hội tụ theo giả thiết nén Ve. > 0, 3 B > 0 sao cho b > B 

< c, => ị g(x)dx < e, số B chi phụ thuộc e. Do đó b > B =>  Ị f (x ,y)dx 
b b 

vậy tích phân suy rộng (3.7) hội tụ đều đối với y e [c, d]. 

í» cos XV 
Ví dụ : Tích phân suy rộng ' — dx hội tụ đều đôi \ 'ới v e R 

ị ì + X 2 + y -

<——— và tích phân 1 —— hôi tu. 
1 + x 2 1 + x 2 

vĩ 
cosxy 

1 + x 2 + y 2 

• Tính chất của tích phân suy rộng hội tụ đêu 
Định lí 3.5. Nếu hàm sốfịx, y) liên tục trên [à, +oo) X le d] và nếu 

tích phàn suy rộng (3.7) hội tụ đêu đôi với y € le, ả] thì ỉ(ỵ) là một hàm 
số liên tục trên [c, ả]. 

Thật vậy, lấy y e [c, d] , cho nó một số gia h sao cho y + h G [c, d]. 
Ta có 

Ky + h) - Ky) = Ị [f(x,y + h)-f(x,y)]dx = 

+oo +°° 
= J [ f ( x , y + h ) - f ( x , y ) ] d x + ị f ( x , y + h ) d x - ị f (x ,y)dx. 

a b b 

Đặt ì  Ị, I 2 ,13 lần lượt là ba tích phân ở vế phải. Ta có 

l ũ y -H h) — icy>| < | i i ị -í- | I 2 1 -H | I 3 | . 

Vì tích phân suy rộng (3.7) hội tụ đều đối với y € [c, d] nên V E > 0, 

3 B > 0, số B chỉ phụ thuộc e sao cho b > B =ĩ> | l 3 | < - và | l 2 1 < —, điều 

này đúng với mọ i h khá nhỏ. V ớ i b đã xác định ưên, J f (x ,y)dx là một 
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dx 

tích phàn xác định phụ thuộc tham số y. Theo định lí 3.1 tích phân ấy là 

một hàm sô liên tục đối với y, vì vậy 35 > 0 sao cho |h| < ô => | I Ị | < -ị. 

Tóm lại 

| l(y + h ) - I ( y ) | < £ 

nếu |h| < ô, vậy I(y) liên tục trên [c, d]. • 

Định lí 3.6. Nếu hàm sốf(x, y) liên tục trên [à, +°°) X [c, dì và nếu 

lích phân suy rộng (3.7) hội tụ đều đối với y e le ả] thì ta có 
d +oo( à 

(3.8) J l ( y ) d y = Ị J f (x ,y)dy 
c a ve 

(định lí lấy tích phân dưới dấu tích phân). 

Chứng minh. Ta có Vb > a 
d d(b \ d/̂ +o° 
} l ( y ) d y = J J f (x ,y)dx dy + l ị f(x,y)dx 
é ẽvâ ) cVb 

Nhưng theo định lí 3.2, ta có 
díb } bíd 
ị J f (x ,y )dx dy = j J f (x ,y)dy 

d a / Á c 

Do đó 

dy. 

dx. 

bí à 
j l ( y ) d y - j j f ( x , y ) d y 

a Ve 

dx 
A 

ị f(x,y)d? dy. 

Vì tích phân suy rộng (3.7) hội tụ đều đối với y e [c, d] , nên Ve > 0, 

3 B > 0 số B chỉ phụ thuộc e sao cho 

b > B 

ỉ 

ị f (x ,y)dx 
b 

ị f(x,y)dx 

V y e [c ,d] 
d - c 

dy <e. 
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Như vậy b > B 
bí d 

Ịĩ(y)dy-Ị J f (x ,y)dy 

a Ve 

dx < £, đẳng thức (3.8) 

đã được chứng minh. • 

Định li 3.7. Già sừỷịx, y) xác định ti ên [à, +°°) X [c, d] sao cho hàm 
sô f(.x, y) liên tục đối với X trên [a, +ooj với mọi V không đổi thuộc [c, dì 

và fy(x,y) liên tục trên [a, +0°) X[c, dỊ. Nếu tích phán suy rộng (3.7) 

hôi i tụ và nếu tích phàn ị f 'y(x. y)dx hội tụ đều đòi với y e le dj thì ta có 

+00 
(3.9) I ( y ) = Ị fỳ(x,y)dx 

(định lí lấy đạo hàm dưới dấu tích phàn). 

Thật vậy, áp dụng định lí 3.6 vào hàm số fỳ (x ,y) và thay d bời một 

giá trị y nào đó, c < y < d, ta có 
y f +00 +<*>( y 
ị ị fý(x ,y)dx d y = Ị ị f ; ( x , y ) d y 

c V a 
+°°( 

J 
y=y 

a Ve 

dx = 

ị ự ( x , y ) y = c J d x = ị f ( x . y ) d x - ị f(x,c)dx. 
a a ã 

Lấy đạo hàm vế đầu và vế cuối đố i với y. Đạo hàm đối VỚI y của vế 

+00 

cuối bằng ĩ ( y ) , còn đạo hàm đối với y của vế đầu bằng ị fỹ(x,y)dx 

vì biểu thức ấy liên tục đố i với y. 
Đẳng thức (3.9) đã được chứng minh. 
Vi dụ ỉ : Xét hàm số 

+~ -xy 
Ky) = f — T d x với y > 0. 

i 1 + X 2 

0 
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Đặt f (x ,y ) 
,-xy 

•, dó là một hàm số liên tục với (x, y) G [0, +0°) X 

+00 
[0, +00). Ta lai có | f (x ,y) | < — m à tích phân suy rông í — — r hội 

1 + x 2 ị l + x z 

tụ, nên theo định lí 3.4,1(y) hội tụ đều đối với y e [0, d], Vd > 0. Do đó 
theo định lí 3.5,1(y) là một hàm số liên tục trên [0, +00). 

— xy 
Ta lại có f ị ( x , y ) = - x - ^ — - . Ta có Vx > 0, Vy > a > 0, 

+00 
fỳ (x ,y ) <—e a x , mà tích phân suy rộng ị e a x d x hội tụ nên tích phân 

suy rộng ị fy(x,y)dx hội tụ đều đối với y > 0. Theo định lí 3.7 

ta có Vy > a > 0. 

Í xe *y 

—rà*. 

Ví dụ 2 : Xét hàm số gamma xác định bởi 

H y ) = Ị X y - 1 e - x dx. 

Đật f(x, y) = x y e~\ Có thể viết 

ị +00 
r ( y ) = j x y - 1 e - x d x + Ị xy- ' e - x dx = r 1 ( y ) + r 2 ( y ) . 

Vớ i 0 < X < Ì, ta có 0 < f(x, y) < x y ' = - — . Do đó r , ( y ) hôi tu 
x l y 

nếu Ì - y < Ì, tức là y > 0. 

Vì x 2 f (x , y) = x y + e~* —> 0 khi X —> +00, nên với X đủ lớn ta có 
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0 < f(x, y) < ^ , 

+0° 
Nhưng tích phàn 1 —rdx hội tụ, nên r 2 ( y ) hội tụ. Tóm lạ i hàm số 

J x 2 

T(y) được xác định Vy > 0. 

Ta có Vxe (0, 1], Vy>a>0 

y- l -X . a-1 . . . . . ĩ dx 
0 < x y e A < x a \ mà tích phân ị-

l-a 
hội tụ, nên theo định lí 3.4, 

r j ( y ) hội tụ đều đối với y e [a, +00), Va > 0. 

Ta có Vx G [ Ì, + 00], Vy e [a, b] với 0 < a < b 
r. _ ý-1 -X - b~l -X 

0 < x} e < X e , 

-Heo 
mà tích phân ị x b _ 1 e _ x d x hội tụ, nên r 2 ( y ) hội tụ đều đối với y G [a, b]. 
Ì 

Tóm lại r(y) hội tụ đêu đối với y e [a, b], Vb > a > 0. Vì vậy hàm số 
Hy) liên tục Vy > 0. 

Ta lại có 

fỳ(x,y)=xy_1.lnx.e^. 

Tương tự như trên có thể chứng minh rằng tích phân 

+00 
ị x y ^lnx.e x d x 

hội tụ đều đố i với y € [a, +00), Va > 0, do đó ta có Vy € [a, +00), Va > 0. 

+00 
r ' ( y ) = ị x- v _ 1 . lnx .e" x dx. 
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3.2. TÍCH PHÂN KÉP 

z = f(x y) 

Hình 3.1 

3.2.1. Khái niệm tích phân kép 

• Bài toán thể tíc h của 
vật thể hình trụ. Giả sử 
z = f(x, y) là một hàm số 
xác định, liên tục, không 
âm trong một miền D f( X i y j ) 

đóng. bị chặn, có biên L 
trong mặt phảng Oxy. Hãy 
tính thể tích của vật thể 
hình trụ giới hạn bởi mặt 
phang Oxy, mặt z = f(x, y) 
và mặt trụ có đường sinh 
song song với Oz tựa trên L 
(hình 3.1). 

Chia miền D một cách tuy ý thành n mảnh nhỏ. Gọi tên và cả diện 

tích của các mảnh đó là AS|, A S 2 V , AS n. Lấy mỗ i mảnh nhỏ ấy làm đáy, 
dựng vật thể hình trụ mà mặt xung quanh có đường sinh song song với 
Oz và về phía trên giới hạn bởi mặt z = f(x, y). Như vậy vật thể hình trụ 
đang xét được chia thành n vật thể hình trụ nhỏ. Trong mỗ i mảnh nhỏ 

ASj, lấy một điểm tuy ý Mj(Xị, yộ. Tích f(Xj, yj) AS, bằng thể tích của 

hình trụ thẳng có đáy ASj và chiều cao f(Xj, ý,), nó khác rất ít thể tích 

ÁV của vật thể hình trụ nhỏ thứ i nếu mảnh ASị có đường kính khá nhỏ, 
vì hàm số f(x, y) liên tục. Vậy có thể xem thể tích V của vật thể hình trụ 

n 
Xấp XỈ bằng ^ f ( X j , y j ìSj . Phép tính xấp xỉ này càng chính xác nếu n 

i=i 

càng lớn và các AS, có đường kính càng nhỏ. Do đó thể tích V của vật 
thể hình trụ đang xét được định nghĩa bằng giới hạn, nêu có, của tổng 

trên khi n —> 0 0 sao cho đường kính lớn nhất trong các đường kính dị của 

các mảnh ASị dần tới 0, giới hạn ấy không phụ thuộc cách chia miền D 

thành các mảnh nhỏ, cũng như cách chọn điểm Mị trong ASị. Đường 
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kính của một miền bị chặn là khoảng cách lớn nhất giữa các điểm trẽn 

biên của miền ấy. 

• Định nghĩa tích phán kép. Cho hàm số f(x, y) xác định trong một 
miền đóng, bị chặn D. Chia miền D một cách tuy ý thành n mảnh nhỏ. 

Gọ i các mảnh đó và cả diện tích của chúng là AS|, AS7, AS 3 AS n. 

Trong mỗ i mảnh AS|, lấy một điếm tuy ý Mị(Xj, yj). Tổng 

n 

I n = Z f ( X i > y i ) A S i 
i=l 

được gọi là tổng tích phàn của hàm số f(x, y) trong miền D. 

Nếu khi n —> co sao cho max dị —> 0 mà I n dần tới một giới hạn xác 

định ì, không phụ thuộc vào cách chia miền D và cách lấy điểm Mị trong 

mỗ i mảnh ASj, thi giới hạn ấy được gọ i là tích phản kép cùa hàm số 
f(x, y) trong miền D và được kí hiệu là 

(3.10) JJf(x,y)dS. 
Ổ 

D được gọ i là miền lấy tích phán, ĩ được gọ i là hàm dưới dấu tích 
phân, dS được gọ i là yểu tố diện tích. Nếu tích phàn (3.10) tồn tạ i , ta nói 
rằng hàm số f(x, y) khả tích trong miền D. 

Người ta chứng minh được rằng nếu hàm số fịx, y) liên tục trong 
miên bị chặn, đóng D thì nó khả tích trong miền ấy. 

Nếu f(x, y) liên tục, không âm V (x, y) G D thì tích phân kép (3.10) 
bằng thể tích vật thể hình trụ xét ờ trên. Vậy : 

V = j J f (x ,y)dS. 
Ố 

Nếu f(x, y) = Ì, V(x, y) G D thì tích phân kép (3.10) bằng diện tích s 
của miền D 

j j d S = S. 

6 

Chú thích. V I tích phân kéo không phụ thuộc cách chia miền D thành 

các mảnh nhò như đã nêu trong định nghĩa, ta có thể chia D, bời hai họ 
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đường thẳng song song với 
các trục toa dô (hình 3.2). Do 
đó đS = dxdy và có thể v i ế t : 

JJf(x,y)dS = JJf(x,y)dxdy. 

Ố ố 

• Tính chất của tích 
phân kép 

Tích phân kép có những 
tính chất tương tự như tích x / 
phán xác định sau dây, với 
giả thiết rằng các tích phân 
có mặt trong các tích chất ấy 
đều tồn tai 

Hình 3-2 

) J J [ f u , y ) + g(x,y)]dxdy = Ị ị f(x,y)dxdy + J ị g(x,y)dxdy. 

D D D 

2) J jk f (x ,y )dxdy - k Ị J f(x,y)dxdy (k là hằng số). 

D 

3) Nếu miền D có thể chia thành hai miên D ị , D 2 không dẫm lén 
nhau thì 

JJf(x,y)dxdy=JJ f(x,y)dxdy+JJ f(x,y)dxdy 
D Di D 2 

4) Nếu f(x, y) < g(x, y), V(x, y) G D thì 

jf f(x.y)dxdy < li g(x,y)dxdy. 

D lì 

5) Nếu ni < f(x, y) < M , V(x, y) G D, m và M là hằng số, thì 

mS< l i f ( x , y ) d x d y < MS, 

Ố 

s là diện tích của miền D. 
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6) Nếu f (x . y) liên tục trong miền đóng, bị chặn D thì trong D có ít 
nhất một điểm (x.ỹ ) sao cho 

JJf(x,y)dxdy = f(x,ỹ).s, s là diện tích của miền D (định lí về giá trị 
D 

trung bình). 

• Điều kiện khả tích 

Đặt mị = inf f ( x . y ) , M j = súp f (x ,y ) . 
(x,y)eAS, (x.yíeAS, 

Các tổng 

n n 
S = ] T m i A S j , ơ = £ M , A S ; 

i=i i=l 

theo thứ tự gọ i là tổng Darboux dướ i , tổng Darboux trẽn cùa hàm số f 
ứng với cách chia miền D. Cũng như đòi với hàm số một biến số, nêu 
phép chia miền D trở nên mịn hơn (tức ỉa mỗ i mảnh của phép chia sau 
đều nằm trona một mảnh nào đó cùa phép chia trước) thì s tăng lên, ơ 
giảm xuống. Đặt 

L = sup{s Ị , I = i n f { ơ Ị . 

Ta có 

s < ì* < ì* < ơ. 

Định lí 3.8. Điêu kiện cần và đủ để hàm sốfịx, y) khả tích trẽn miên 

D là 

l im ( ơ - s ) = 0. 
maxd| —>0 

Hệ quả. Nếu hàm sốfịx, y) liên tục trong một miền bị chặn, dóng D 
thì nó khả tích trong miên ấy. 

3.2.2. Cách tính tích phân kép trong hệ toa độ đề các 

• Miền lấy tích phân là hình chữ nhật có các cạnh song song với các 
trục toa độ 

Định lí 3.9. (Fubini). Giả sứ D = [a, b] X [c, d] và già sử í : D R 
là hàm số khả tích trên D. Khi ấy : 
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a) Nếu Vx e lơ, bj, hàm số y >-> f(x, y) khá tích trên [c, d] thì 
hàm sô 

d 
XH-»I(x) = J f (x ,y )dy 

bí d 
dx 

khả tích trên [ã, b] vờ 
b 

(3.11) l i f ( x , y ) d x d y = ịI(x)dx = J J f (x ,y )dy 
D ã ã Ve 

b) /vá/ ty Ể7 le ả], hàm số X (—> f (x ,y ) Ả7/Ỏ /íWỉ í râ ỉ la, bj thì hàm số 

b 
y i-»(y) = j f ( x , y ) d x 

a 
khả tích trên [c,d] và 

(3.12) j|f(x,y)dxdy=|j(y)dy = ị Jf(x,y)dx dy. 
D é cVa ) 

Chứng minh. Ta chứng minh a) chia các đoạn [a, b] và [c, d] bởi 
các điểm 

a = x 0 < Xị < ... < x n = b, 

c = y 0 < y i < - < y m

 = d -
Đặt 

Axj = [Xj, x i + 1 ] . Ay k = [ y k , y k + | ] , 

D i k = ẢXj X A y k , i = 0, Ì , n - Ì ; k = 0, Ì , m - Ì 
m i k = inf f ( x , y ) , M i k = súp f (x ,y ) . 

(x,y)eD,k (x,y)eDik 

Ta có V(x, y) e Dik, 

m i k < f(x, y) < M i k , V(x, y) € D i k 

L ấ y ^ G [Xj, x i + 1 ] , t a c ó 

m i k A y k < ị f ( ^ , d ) d y < M i k A y k . 

>'k 
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Lấy tổng theo k từ 0 đến 

m - Ì cả ba vế, ta được 

m-I 
Z m i k A y k < J f ( ^ , y ) d y < 
k=0 ế 

m-l 

Z M i k - A 3 ' k -
k=0 

Tích phân ở giữa bằng 

I(£j). Nhân cả ba vế với AXj 
rồi lấy tổng theo i từ 0 đến 

n - Ì, ta được 

m-l 

Vk+1 

n-1 

XI ịị 

Hình 

n-l m-1 

Xj+1 

2 > x , 2 > i k A y k < 2 > £ j ) A X i < 2 > X j 2 > l k A y k . 
i=0 k=0 i=0 i=0 k=0 

V ế đầu và vế cuối theo thứ tự là tổng Darboux dưới s, tổng Darboux 
trên s, vế giữa là tổng tích phân của hàm số I(x). Vì f(x,y) khả tích trên 

D nên khi maxẢXị - > 0, maxAy k ->0, s và s cùng dần tới J j f (x ,y )dxdy . 

D 
Vậy 

n-l 
l im Y l ( S i ) A X j = f f f (x ,y )dxdy , 

1 1=0 

bí á 

D 

Ị j f ( x , y ) d y dx = j j f ( x , y ) d x d y . 
a Ve ) D 

b) Được chứng minh tương tự. 

Hệ quả. Nếufịx, y) liên tục trên D = [a, b] X [c, d] thì 

bí à \ á(b 
(3.13) l i f ( x , y ) d x d y = j J f (x ,y )dy dx = J J f (x ,y )dx 

D a ve c Va 

dy. 
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Thật vậy, nếu f(x, y) liên tục trên D thì Vx G [a, b], hàm số y f(x, y) 
liên tục do đó kha tích trên [c, d] , vì vậy ta có (3.11). Cũng vậy ta có 
(3.12). So sánh chúng, ta được (3.13). 

Công thức (3.13) là cống thức đổi thứ tự tích phân. 

Vídụ.ĩính ĩ=ff dxdy,, D = [l,2]2. 
JJ(x + y ) 2 

Vì ỉ—- liên tục trên D, nên 
(x + y)2 

2 2 A 

•Ị {(x + y)2 

Nhưng 

ị dy _ Ị Ị_ 
•Ị (X + y ) 2 x + 1 x + 2 ' 

Do đó 

I = ffj___LÌdx = lnỊ±i 
J Vx +1 x + 2) x + 2 
Ì 

Chú thích. Nếu f (x , y) = f ! (x ) . f 2 (y ) , ta có 

b d 

l i f (x ,y)dxdy = Ị à x Ị ĩ ^ ^ d y = 

D á c 

b d 

= J f 1 (x )dx . J f 2 (y )dy . 

a c 

• Miền lấy tích phản là miền bất kì bị chặn 

Định lí 3.10. Giả sửD = {(x, y): a <x <b, y/(x) <y <y2(x)}, ý, và y2 

là hai hờm số khả tích trên [à, b], ytịx) <y2(x), Vx € [a, bj. Giả sử/là 
một hàm số khả tích trên D. Nếu Vx € [à, b], hàm sấy H-> f(x, y) khả 

tích trên đoạn íyj(x), y2(x)J, thì hàm số XMI(X)= ị f(x,y)dy 
yi(x). 

khả tích trên la, b] và 
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b bí y 2(x) 
(3.14) JJf(x,y)dxdy = j l ( x ) d x = J ị f (x ,y)dy 

D a a\^yj(x) 

Chứng minh. Vì ý ị, y 2 khả tích ưên y 

[a, b] nên tồn tại hai số c, d sao cho d 
ỹj(x) > c, y 2 (x) < d, Vx e [a, b]. Do đó 
D là một tập con của hình chữ nhật 

Q = [a, b] X [c, d] . Đặt 

,y) nếu (x ,y)e p 

nếu ( x , y ) e Q \ D 

dx 

y = Y2(x) 

F( 

Rõ ràng hàm F khả tích trên hình chữ nhật Q và 

l i f (x,y)dxdy = j ]F (x ,y )dxdy 

D Q 
Theo định ư 3.9 ta có 

b d 
J jF(x ,y)dxdy = j d x j F ( x , y ) d y . 
ộ ã é 

Hình 3-4 

Nhưng 

Do đó 

d y 2(x) 
| F ( x , y ) d y = ị f (x ,y)dy 
c Yi(x) 

dx 
b f y 2 ( x ) 

| j f ( x , y ) d x d y = J ị f (x ,y)dy 
ó ã^y^x) 

Hệ quả. Giả sửD = {(x, y): a <x <b, yịịx) <y <y2(x)},yj và y2 là hai 
ìiàm số liên tục trên [à, b]. Nếu/là một hàm số liên tục trên D thì ta có 

b(y2W ^ 
(3.14) J j f (x ,y )dxdy = J J f (x ,y)dy 

D 

dx 

Định lí 3.11. Giả sửD = {(x, y): c <y <d, Xj(ỵ) <x <x2(y)}, Xị và x2 

là hai hàm số khả tích trên le d]^Ị(y) <x2(y) Vy e le dj. 
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Già sứ f là một hàm số khá tích trên D. Nếu Vy e le ả], 
hàm số X t—> f(x, y) khả tích trên đoạn ịXịiy), x2ịy)Ị, thì hàm số 

x 2(y) 
y H-> J(y) = ị f (x,y)dx khả tích trên [c, ả] và ta có 

x,(y) 
d d['x 2(y) ^ 

(3.15) | j f ( x , y ) d x d y = J j ( y )dy = j J f (x ,y)dx dy 

x,(y) 

Chứng minh tưcnng tự như định lí 3.10. 

Hệ quả. Giả sử D = {(x, y): c <y <d, 

Xj(ỵ) <x <X2Ìy)}, XỊ và x2 là hai hàm số 
liên tục trên [c, ả]. Nếu/là một hàm số 
liên tục trên D thì ta có 

d f x 2 ( y ) 
(3.15) JJf(x,y)dxdy = J Ị f (x ,y)dx 

D H x | ( y ) 

Chú thích. Giả sử biên L của miền 

D bị mỗ i đường thẳng song song với 
một trong hai trục toa độ cắt ờ nhiều 

nhất hai điểm. Dựng hình chữ nhật 
nhỏ nhất có các cạnh song song với 
các trục toa độ chứa miền D 

(hình 3.6). Giả sử hình chữ nhật ấy là 
[a, b] X [c, d]. Gọ i M , N , p, Q là giao 
điểm của L với biên của hình chữ 
nhật. Các điểm M , p chia L thành hai 

x=xi(y); x=x2(y) 

dy. Hình 3.5 

Hình 3.6 

cung MNP,MQP có phương trình theo thứ tự là y = yị(x), y = y 2 (x) . 

Các điểm N, Q chia L thành hai cung NMQ,NPQ có phương trình theo 

thứ tự là X = Xị(y), X = x 2 (y ) . Nếu f liên tục trên D, ta có thể tính 

l i f (x,y)dxdy theo công thức (3.14) hoặc (3.15). Ta có : 

D 
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b y 2(x) d x 2(y) 
(3.16) jdx Ị f(x,y)dy = Jdy J f(x,y)dx. 

ã y|(x) c x,(y) 

Đó là cổng thức đổi thứ tự tích phân. y 

Ví dụ ỉ : Hãy xác định các cận tích 2 

phân khi tính ì = lif(x,y)dxdy, trong đó D 

D 1 
là miền giới hạn bởi các đường X = 2, 

y = —, y = X (hình 3.7). 
X 

Miền D được xác định bởi Ì < X < 2, — < y < X, do đó 
X 

í. A 
1 = jdx J f(x,y)dy. 

] l /x 

Nếu đổi thứ tự tích phân, ta phân chia D thành hai miền Dj và D2 ; 

Di được xác định bởi — < y < Ì, — < X < 2 còn Do được xác định bời 
2 y L 

Ì < y < 2, y < X < 2. Do đó 
12 2 2 
ì = Ị áy Ị ỉ (X, y )dx + Ị ày Ị ỉ (x, y)dx. 

li 1 y 
2 y 

Rõ ràng cách túứi thứ nhất đơn giản hơn. 
Từ ví dụ này ta thấy rằng khi tính tích phân kép, cần chọn thứ tự tích 
phân sao cho cách tính đem giản hơn. 

Ví dụ 2 : Tính ì = jj(x2 + y2 )dxdy, trong đó D là miền giới hạn bời 
D 
các đường y = X, y = X + Ì, y = Ì, y = 3 (hình 3.8). 

Rõ ràng trong trường hợp này nên lấy tích phân theo X trước. Miền D 

được xác định bởi các bất đẳng thức Ì < y < 3, y-l<x<y. Do đó 
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1 = Jdy Ị ( x 2 + y 2 ) d x = 
I y - l 

= J d y- ^ - + y 2 x 
x=y 
x=y-l 

- í . 3 
^ ^ - y 2 ( y - i ) 

3 

(y-ir 

dy = 
Hình 3.8 

= 14. 
12 3 12 

Bạn đọc hãy đổ i thứ tự tích phân để so sánh hai cách tính. 

3.2.3. Đổi biến s ố trong t ích p h â n kép 

• Công thức đổi biến số trong tích phân kép. Xét tích phân kép 

l i f(x,y)dxdy, 
D 

trong đó f(x, y) liên tục trên D. Thực hiện phép đổi biến s ố : 
(3.17) X = x(u, V), y = y(u, v). 
Giả sử rằng : 
1) x(u, v), y(u, v) là những hàm số liên tục và có các đạo hàm riêng 

liên tục trong một miền đóng D' của mặt phang 0'uv ; 
2) Các công thức (3.17) xác định một song ánh từ miền D' lên miền 

D của mặt phang Oxy ; 
3) Định thức Jacobi 

J 
D(x,y) x u x v 

y u y v 

* 0 trong miền D'. 
D(u,v) 

Khi đó ta có công thức 

(3.18) JJf(x,y)dxdy = j j f ( x ( u , v ) , y ( u , v ) ) | j | d u d v 

D D' 

l o i 
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Trước hết ta xét một hình chữ nhật A' trong mặt phang 0'uv. đinh 
dưới bên trái của nó là điểm (u 0 , VQ), hai cạnh của nó là Au, Av 
(hình 3.9), diện tích của nó là AS' = AuAv. Ảnh của A' nói chung là một 
tứ giác cong A trong mặt phang Oxy có một đỉnh là điểm (XQ, y 0 ) , trong 
đó Xo = x(u 0 , v 0 ) , y 0 = y(u 0 , v 0 ) . 

y. 
Aurỉf 

Vi 

u = u 0 À 

(u 0,v 0) V = v 0 

Ó' u 

(x0. Vo) Auri 

Hình 3.9 

Phương trình của cạnh dưới của À' là V = v0, ảnh của nó là đường có 
phương trình tham số là 

X = x(u, v 0 ) , y = y(u, v 0 ) , 
hay dưới dạng vectơ 

r 1(u) = x ( u , v 0 ) ĩ + y ( u , v 0 ) j . 

Vậy vectơ 

Ĩ ; = x ' u ( u 0 , v 0 ) ĩ + y ' u ( u 0 , v 0 ) j = x' u ĩ + y' u ] 

là vectơ tiếp tuyến của đường cong trên tại (x 0 , y 0 ) . Tương tự như vậy, 
vectơ tiếp tuyến của ảnh của cạnh trái của A' (tức là u = u 0 ) tại (XQ, y 0 ) là 

r2 = x ' v ( u 0 , v 0 ) ĩ + y ' v ( u 0 , v 0 ) j = x ' v ĩ + y ' v j . 

Vậy khi Au, Av khá bé, ta có thể xấp xỉ diện tích AS cùa 
hình thang cong A bởi diện tích của hình bình hành xác định bời 
các vectơ Aur[,AvĨ2, tức là bởi chiều dài của tích vectơ 

Au?! A Avĩ'2 - AuAvrỊ A ?2. Ta có 

r i A r 2 

Ì 
I 

X 

J 

y'u 
y'v 

k 
0 
0 y'v 

k = 
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x u x v k = j . k . 

Do đó 

(3.19) AS = | j | A u A v = | j |AS'. 

Bây giờ chia miền D thành một số hữu hạn mảnh có dạng hình tứ 
giác cong đã nêu trên hình 3.10. Theo định nghĩa của tích phân kép ta có 

n 
f f f ( x , y ) d x d y = l im y í U i . y ^ A S ị , 

J J maxd:->0 r r 
D 1 

trong đó ASj là diện tích của mảnh thứ i, (Xj, yj) là một điểm tuy ý chọn 

trong mảnh ấy, dị là đường kính của nó. Gọ i (Uj, Vị) là điểm ứng với 

(X;,y;). Theo (3.19) ta có 

f (Xi ,yj )ASj = f(x(Uj .Vị ),y(Ui, Vị ))|j| AS'i. 

Do đó 

n 
f f f ( x , y ) d x d y = l im y f ( x ( u i , v i ) , y ( u i , v i ) ) | j | A S ' i 

D maxd'j-^0 j _ | 

trong đó d'i là đường kính của hình chữ nhật AS'i, tổng tích phân ở vế 

phải trải trên miền D'. Từ đó ta được công thức (3.18). 

O' 

AS; 

£ Av - 4 
* An : Ì 5 

S i 

i 

(Uị.Vi) 
u 0 

Hình 3.10 

(Xi.yi) 
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Chú thích. Công thức (3.18) vẫn còn 
đúng khi định thức J = 0 tại một số điểm 
trong D. Thật vậy, giả sử J = ỏ tại điểm 

A trong D. Gọ i D 0 là miền tròn tậm A 
bán kính r nằm hoàn toàn trong D 
(hình 3.11). Công thức (3 18) đúng 

trong miền D - D 0 . Gọ i D \ DÔ là nghịch 

ảnh của D, D 0 qua ánh xạ (3.17). Ta có H i n h 1 1 1 

j j f d x d y = l i fdxdy + l i fdxdy = J j f | j |dudv + J j f d x d y . 

D D-D 0 Do D'-DÒ Do 

Vì f bị chặn trong D nên có thể chọn r đủ bé để Ve > 0 ta có 

j j f d x d y 

Dn 
<E. 

Do đó 

l im l i f | j |dudv = l i fdxdy. 

D - D ; 0 D 

Nhưng vì (3.17) là một song ánh liên tục, f | j | bị chặn trên D' nên khi 

r - » 0 t h ì l i f ịJ|dudv - > 0 , d o đ ó 

Dò 

l i f | j | d u d v - > j j f | j | d u d v . 

0, D'-Di 

Vậy 

JJfdxdy = J | f | j Ị d u đ v • 

D D' 

Ví dụ Ì : Túih ì = j j ( x + y)dxdy, D là miền giớ i hạn bởi các đường 

y = -X, y = -X + 3, y = 2x - l , y = 2 x + 1. 

Thực hiện phép đói biến số 
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lu = X + y 
Ịv = -2x + y. 

Đó là một ánh xạ tuyến 

tính từ R 2 vào R 2 . Định thức 
của ma trận của ánh xạ ấy là 

Ì Ì 
- 2 Ì 

Ũ 

22 

= 3 * 0 . 
Hình 3.12 

Ánh xạ ấy là một song ánh biến miền D lên hình chư nhật D' giới hạn 
bởi các đường u = 0, u = 3, V = - Ì , V = Ì (hình 3.12). 

VI J =-, nên áp dụng công thức (3.18) ta được 

Ì Ì 3 1 

ì - l i ududv = — ị udu. ị dv = 
D' 0 -Ì 

i i i ! 
3' 2 
x-y 

• V 
1 9 , „ 

, = - . - . 2 = 3. 
1 3 2 

D 
x + y < 1. 

Thực hiện phép đ ổ i biến 

hay 
lx + y = V 

X =^(u +v). 
2 

y = ± ( v - u ) . 

ĐÓ là một song ánh từ D lên D' xác định bở iu + v > 0 , v - u > 0 , V < 1 
(hình 3.13). Ta co 

miền xác định bởi X > 0, y > 0, 

V 

1 

V \ 
X - 1 0 ĩ ũ 

Hình 3.13 
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j _ D ( x , y ) 
D(u,v) 

Ị_ J_ 

2 2 
- ì ì 

2 2 

2 

2 

Do đó 

Ì - Ì 1 v -
I = - j J e v d u d v =—Jdv j evdu 

D' 0 -V 

=—(e-e ' ) í v d v = —(e-e ' ) 
9 J 4 

• Tính tích phân kép trong hệ toa độ cực. Công thức liên hệ giữa các 
toa độ đề các (x, y) và toa độ cực (r, ọ ) của cùng một điểm là 

X = rcos(p, y = rsinọ 

Nếu .r > 0, 0 < ọ < 271 thì các cổng thức ấy xác định một song ánh 
giữa các toa độ đề các và toa độ cực. Riêng điểm gốc toa độ có r = 0 và 
(p tuy ý. 

Xem các công thức trên như một phép đ ổ i biến số, ta có 

J = 
D(x,y) cosọ - r s i n ọ 

sincp rcosọ 
= r * 0 

D(r .ọ ) 

trừ tại gốc o . Do đó từ công thức (3.18) suy ra 

(3.19') j j f ( x , y ) d x d y = l i f(rcos ọ , r sin (p)rdrd(p 
D D' 

Theo chú thích ở trên, công thức (3.19') vẫn đúng trong trường hợp 
miền D chứa gốc o . 

Nếu miền D được xác định bởi oe < (p < p, r^cp) < r < r2((p) như ở hình 
3.14, ta được 

3 r2(cp) 
(3.20) j j f ( x , y ) d x d y = J d ọ ị f(rcosọ ,rsin(p)rdr 

Ó ã r,((p) 

Đó là công thức tính tích phân kép ưong toa độ cực. 
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Hình 3.14 Hình 3.15 

Chú thích 1. Cũng có thể tính yếu tố diện tích dS trong hệ toa độ cực 
như sau. Chia miền D thành các mảnh nhỏ bởi các đường tròn đồng tâm 
r = h (h không đổi) và các tia (p = k (k không đổi). Xem mỗ i mảnh 
nhỏ xấp xỉ như một hình chữ nhật có kích thước là d ĩ và rdọ , do đó 
dS = rdrd(p(hình3.15). 

Chú thích 2. Nếu gốc o nằm trong miền D và mọ i tia xuất phát từ o 
đều cắt biên của miền D tại một đ iểm có bán kính vectơ là r((p) thì 

r((p) 271 
l i f ( x , y ) d x d y = J d ọ ị f(rcos(p,rsin(p)rdr. 

dxdy 

D 

Vi du ỉ : Tính ì = ị \ - j = ^ = 

p 1 

D là một phần tư hình tròn đem vị nằm 
trong góc phần tư thứ nhất (hình 3.16). 

Hình 3.16 
Chuyển sang toa độ cực, biểu thức dưới dấu tích phân được viết là 

rdrdíp ^ m j | n £)• ( j ư ợ c giói hạp bởi hai đường r = 0, r = Ì và hai tia 

TI (p = 0, <p = —• Do đó 
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TI 
1 rdr 

. _ = i E . v r ^ | L = í ( V 2 - i ) 

V7 dụ 2 : Tính ì = n y . x 2 + y 2 dxdy , 

2y > 0, 
D 

, 2 7 

D là miền xác đinh bởi X + ý 
X 2 + y 2 - Ì < 0, X > 0, y > 0 (hình 3.17). 

Hai đường X 2 + y 2 - 2y = 0, X 2 + y 2 = Ì 
có phương trình trong toa độ cực là 
r = 2sin(p, r = 1. Chúng cắt nhau ờ một 

điểm có toa độ cục là 1,-n Vậy miền 
Hình 3.17 

TI 
D' đươc xác đinh bởi 0 < (p < —, 2sinọ < r < Ì. 

6 
ít 
6,3 , 

Do đó ì = [ d ọ í r 2 d r = ỉ — l i . d ọ 
ị Ị ỉ 3 Usincp 
0 2sin(p 0 

= | J ( l - 8 s i n 3 ọ ) d ( p = ị 

TỊ 
6 

— - 8 í (Ì - cos 2 (p)sin ọ d ọ 
6 J 

TI ít" 

— + 8cos(D 
.6 

6 
0 

0 cos 3 ọ 
8 

3 

6 
0 3 U 

- 1 
~ 3 

3.2.4. ứng dụng hình học của tích p h â n kép 
• Tính thể tích cùa vật thể. Thể tích của vật thể hình trụ mà mặt xung 

quanh là mặt trụ có đường sinh song song vớ i Oz, đáy là miền D trong 

mặt phang Oxy, phía ữên giới hạn bởi mặt cong z = f(x, y) , f (x , y) > 0 và 
liên tục trên D được cho bời công thức 

v = l i f(x,y)dxdy. 

D 
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Vi dụ Ì : Tính thể tích V của vật thể giới 
hạn bởi các mật phảng X = 0, y = 0, z = 0, 

X + y = Ì và mặt z = X 2 + xy + Ì. 
Đó là một vật thể hình trụ mà đáy là miền D 

giới hạn bởi các đường x = 0, y = 0, x + y = l 
(hình 3.18). Trên D ta có z > 0, vậy 

Ì I-X 

y < 

\ A 

ể m 
0 \ * 

v = j j ( x 2 + x y + l)dxdy = } d x ị ( x 2 + x y + l ) d y = H ì n h 3 . 1 8 

D 0 0 
1 2 

= J d x . ( x 2 y + x — + y) 

0 

ư 3 
= í 

n 2 2 

0 0 

y=l-x 

y=0 

1 _ 5 
0 8 

2 2 
V; Í/M 2 : Tính thể tích V của phần hình trụ giới hạn bởi mặt X + y = 2x 

nằm trong mặt cầu X 2 + y 2 + z 2 = 4 (hình 3.19). 
Vì tính đ ố i xứng, la có 

V = 4JJyỊ4 - X2 - y2dxdy, D là nửa 

D 
mặt tròn X 2 + y 2 - 2x < 0, y > 0. Chuyển 
sang toa độ cực, miền D' được xác định 

bởi0<(p< -, 0<r<2cos(p. 
2 

Hình 3.19 
2cos(p 

Vậy V = 4 í d ọ Ị V 4 - r 2 r d r = 
0 0 

71 

Ị1 

3 0 

sẾ(ĩ-2|. 
3 \2 3/ 

r2)3/2 
2cosọ 2 
0 d(p = - j ( l - s i n 3 ( p ) d ( p 

0 

109 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



• Tính diện tích hình phang 
Diện tích s của hình phảng D được cho bởi công thức 

s = j j d x d y . 

D 
Ví dụ : Tính diện tích s của hình giới hạn bởi đường 

(X 2 + y 2 ) 2 = 2a 2 (x 2 • 
Chuyển sang toa độ cực, 

đường cong đó có phương 
2 2 

trình là r = 2a cos2cp, đó là 
đường lem-nix-cat. Vì tính 
đ ố i xứng ta tính diện tích 
của miền D được đánh dấu 
trên hình 3.20, diện tích ấy Hình 3.20 

bằng —. M i ề n D ấy được xác định bởi 0 < <p < —, 0 < r < ayỊĩcõsĩệ. 

Vậy 

TỊ 
4 

n 
4 

— = Jdcp ị rdr = a 2 jcos2(pdẹ = -y-
4 0 0 0 

Do đó s = 2a . 

• Diện tích mặt. Giả sử có 

một mặt giới hạn bời một đường 
kín. Phương trình của mặt là 
z = f(x, y), trong đó (x, y) >-> f(x, y) 
là hàm số liên tục và có các đạo 
hàm riêng liên tục. Hãy tính diện 

tích của mặt ấy. 

Gọ i D là hình chiếu của mặt 
lên mặt phang Oxy (hình 3.21) 
chia miền D thành n mảnh nhỏ. 

z = f(x.y) 

o 

Hình 3.21 

n o 
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Gọ i tên và cả diện tích của các mảnh ấy là AS|, AS2,... AS n . Trong mỗ i 

mảnh ASj lấy một điểm tuy ý Pj (ịị ,ĩ]ị). úng với nó là điểm Mị(4j, ĩìị, Cj) 

trên mặt. Gọ i Tj là tiếp diện của 

mặt tại M j , ATj là mảnh của mặt 

phảng Tj mà hình chiếu của nó 

xuống mặt phang Oxy là ASj. Đ ể 

cho tiện ta cũng dùng kí hiệu ATj 

để chỉ diện tích của mảnh ATị. 

Nếu tất cả các mảnh ASj đều có 

đường kính khá nhỏ, ta có thể xem 

tổng ^ A T ị xấp xỉ như diện tích 
1=1 

cùa mặt đã cho. Hình 3.22 

Gọ i Yi là góc giữa pháp tuyến của mặt đã cho tại Mị và Oz 
(hình 3.22), ta có 

ASj = ATịCosYi => ATj = -^i-. 
COSỴị 

Ta biết rằng ba hệ số chỉ phương của pháp tuyến của mặt tại Mị là 

-pị, - q j , Ì, trong đó Pi = z ' x (Nị ) , qj = z'y(Nj) (xem mục 2.2), Nị là hình 

chiếu của M ị xuống mặt phảng xOy. Do đó 

Ì 
COSỴị = 

4 1 + P i + q 

Vì vậy ta có thể xấp xỉ diện tích của mặt bởi tổng tích phân 

i=l 

với độ chính xác càng lớn khi n càng lớn và đường lánh dị của ASj càng 

nhỏ. Người ta định nghĩa diện tích ơ của mặt là giới hạn, nếu có, của 

I U 
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tổng ấy khi n —» co sao cho maxdj —ỳ 0. Giớ i hạn ấy chính là tích phân 

kép U^l + p2 +q2dxdy và chắc chắn tồn tại vì p = z'x,q = Tỵ liên tục 

D 
trên D. Vậy 

(3.21) ơ = Ị\y[ĩ+ p 2 + q 2 d x d y 

D 

2 2 2 * 
Ví dụ : Tính diện tích của phần mặt cầu X + y + z = 4 năm bên 

trong mặt trụ X 2 + y 2 = 2x (hình 3.19). 

Vì lí do đ ố i xứng, chỉ cần xét phần của mặt nằm trong góc phần tám 
thứ nhất. Kh i đó 

z = -y/4-x2 -y2, 

V 
, q = z = -p = z x =• 

V 4 - X 2 - V 4 - x 2 - y 2 ' 

Do đó 

V l + p 2 + q 2 - • 

o = 4 j | 

N / 4 - X 2 - : 

K V 4 - x 2 - y 2 

dxdy, 

2 2 
trong đó D là nửa mặt tròn X + y - 2x < 0, y > 0. Chuyển sang toa độ 
cực, ta được 

n 
2 2cos<p 

ỡ = 8 d v ị - ^ S - . - í Ị V T 
0 0 > / 4 - r 0 

2 c o s ( p d ( p = 

TỊ 
2 

= 16j(l-sin(p)d(p = 16 
! - " • 
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3.2.5.  ứng dụng cơ học của tích p h â n kép 
• Tính khối lượng của một bản phang không đồng chất 
Cho một bản phang chiếm một miền D trong mặt phảng Oxy. Lấy 

một mảnh tuy ý của bản ấy có diện tích AS và giả sử khối lượng cùa 

mảnh ấy là Am. Giới hạn, nếu có, của tỉ số ~ khi AS -> 0 sao cho 

mảnh ấy thu vế một điểm p của nó được gọi là khối lượng riêng của bản 
tại p và được kí hiệu là p(P). Nếu bản là đồng chất, thì p không đ ổ i . Nếu 

bản khống đồng chất thi p là một hàm số của p. 
Bây giờ giả sử cho biết khối lượng riêng của bản là một hàm số liên 

tục P(P) = p(x, y). Hãy tính khối lượng của bản. Chia miền D thành n 

mảnh nhỏ ASj, AS2,..., AS n và chọn trong mỗ i mảnh ASj một điểm tuy ý 
Pj(Xj, yj) . Khố i lượng của bản được tính xấp xỉ bởi tổng : 

n 
2 > ( P , ) A S j . 
i=l 

Giớ i hạn m, nếu có, của tổng đó khi n - » 00 sao cho maxdj - » 0 (d là 
đường kính của ASị) được gọ i là khối lượng của bản. Vậy 

(3.22) m = JJ p(x,y)dxdy. 
D 

Ví dụ : Tính khối lượng của bản phang choán miền D xác đinh bởi 
X 2 + y 2 - R 2 < 0, X > 0, y > 0, biết khối lượng riêng p(x, y) = xy. 

Theo cồng thức (3.22), ta có 

ni = j j x y d x d y . 
D 

Chuyển sang toa độ cực, miền D' được xác định bởi 0 < ẹ < —, 
0 < r < R. Vậy 2 

n 
2 R 

m = ị d ọ ị í 1 cos (psin ọrdrdọ 
0 0 
n 

7t 2 • ~_ R 

0 

= J l H p d ( p . J r 3 d r = _cos2cp 2 R l = R ^ 

0 4 = 8 

8- TOÁNCAOCẤP - T3 113 
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• Mômen quán tinh của bản phang. Theo định nghĩa mômen quán 

tính của một chất điểm có khối lượng m đặt tại điểm P(x, y) đ ố i với trục 
Ox, đối với trục Oy và đối với gốc toa độ theo thứ tự là 

I x = my 2 

(3.23) ly = m x 2 

lo = m(x 2 + y 2 ) . 

Bây giờ xét một bản phang choán một miền D trong mặt phảng Oxy 
và có khối lượng riêng p(x, y) , với p(x, y) là một hàm số liên tục ưên D. 
Dựa vào các công thức (3.23) và định nghĩa của tích phân kép, ta có các 
công thức sau đây để tính mômen quán tính của bản phang đối với trục 
Ox, đ ố i với trục Oy và đối với gốc toa độ : 

lx= li y2P(x,y)dxdy 
D 

(3.24) ly = l i x 2 p(x,y)dxdy 
D 

I o = í ! ( x 2 + y 2 ) p ( x , y )dxdy. 
D 

Ví dụ Ì : Tính mômen quán tính 
đố i với gốc toa độ của miền ưòn D xác 
định bởi miền ườn X 2 + y 2 - 2Rx < 0 
(hình 3.23) biết khối lượng riêng 

p(x,y) = V x 2 + y 2 . 

Ta có 

lo = j í ( * 2 + y 2 W x 2 + y 2 d x d y . H ì n h 3 23 
D 

Chuyển sang toa độ cực, miền D' được xác định bởi -— <(p<—, 

0 < r < Rcosọ, vậy 
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2 Rcos(p 
I 0 = J d ọ Ị r 4 d r = 

K 0 
2 
TỊ 
2 

2 R Ì Ĩ , n S 5 m H m = 2 R Ì 4 2 = i 6 R 5 _ ĩ s 2 R J ĩ 
= -^cos 5 (pd(p = —— cos5ọd(D 

J 5 V-T 5 J " 5 5 3 75 n 
2 

w </ụ 2 : Tính mômen quán tính đối với trục Oy của miền D xác định 

, X y 
bởi -— + +—< Ì, biết rằng p(x,y) = 1. 

a z br 
Ta có 

ì. = l i x 2 dxdy. 

D 
„2 y2  Ịj 1 

Biên của miền D là đường elip — + — = Ì => y = ± — V a 2 - X 2 

a 2 b 2 a 
Do đó 

I y = J x 2 d x Ị d y = Ị 2ầyl&2_X2X: dx 

-a b r ĩ -

-—va--X 
-a 

a 
= — J V a 2 - x 2 X 2 d x . 

Thực hiện phép đổi biến số X = asint, 0 < t < ^ . Ta có dx = acostdt, 

V a 2 - X 2 = alcostl = acost, do đó 

ly = — ị a 4 s in 2 t cos 2 tdt = 4ba 3 ĩ (s in 2 t - s in 4 1 )dt 

= 4ba 3 
Ì 3 Ì 

\2 4 2) 

TI _ Tia 

2 

3 b 
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• Trọng tăm của bản ptiẳng. Cho một hệ gồm n chất đ iểm có khối 

lượng m j , m 2 , . . . , m n đặt tại các điểm Pị(Xị, ý , ) , P 2 (x 2 , y 2 ) Pn(Xn, y n ) . 
Khi đó trọng tầm G của hệ có các toa độ cho bởi công thức 

n n 

Z x i m i Z y i m ; 

(3.25) X«=^n • yo=—n 

Z m i Z m i 
i = l i=l 

Bây giờ xét một bản phang D trong mặt phảng Oxy. Nếu khối lượng 
riêng của nó là một hàm số liên tục p(x,y), thì cấc toa độ của Ương tâm 
G của nó dược tính bởi công thức 

l i xp(x,y)dxdy l i yp(x,y)dxdy 

(3.26) _ D V =-D_ 
yG -J jp(x ,y)dxdy J j p(x,y)dxdy 

D D 

Nếu bản đồng chất thì p không đ ổ i , do đó 

(3.27) X G = ^JJxdxdy, y G = ± J J y d x d y 

D D 
ưong đó s là diện tích của miền D. 

Ví dụ ỉ : Xác định trọng tâm G của một bản đồng chất xác định bởi 

X 2 + y 2 - Ì < 0, X > 0, y > 0. 

Gọ i D là miền choán bởi bản đó. Đó là một phần tư hình tròn. Vì lí 

do đối xứng, ta có X G = y G . Dùng công thức (3.27) để tính y G . Vì s = - , 
4 

ta được 

= — í d x í ydy = — f - — — d x = — 
ni í ít ị 2 TI 

,3>i 
X — 

Ì = _ 4 _ 
0 ĩn 

V ậ y x G = y G = ^ . 
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Ví dụ 2 : Xác định trọng tâm G của bản đổng chất giới hạn bởi đường 

lem-nix-cat ( x 2 + y 2 ) 2 = 2a 2 (x 2 - y 2 ) ứng với X > 0 (xem hình 3.20). 

Vì lí do đ ố i xứng, ta có y G = 0. Vì diện tích của bản bằng a 2 (xem ví 
dụ ở mục 3.2.4), theo công thức (3.27) 

X0=-Ufxdxdy 
a D 

TI Tí 
Chuyển sang toa đô cưc, miến D' đươc xác đinh bởi -— < (Ọ < —, 

4 4 
0 < r < ãyịĩcõsĩỹ, do đó 

ỊỊt n 
4 aV2cos2(p 2 ^ 4 

X G = — ị d(p Ị r2cos<pdr = — - a I cos(pcos3/22cpd(p = 
a _ 7t 0 _ £ 

4 4 
TỊ 

4V2 í 

3 0 

a ị (Ì - 2 s in 2 ( p ) 3 / 2 cosípdọ. 

Thực hiện phép đ ổ i biến số > / ĩ sin(p = sina, ta được 

n 

4  ỉ _ 4 . _7ĩa 
x n =—a cos^ ccda = — . 

0 4 

3.3. TÍCH PHÂN BỘI BA 

3.3.1. Khái n iệm tích p h â n bộ i ba 

Cho hàm số f (x , y, z) xác định trong một miền đóng, giới nội V của 
không gian Oxyz. Chia miền V một cách tuy ý thành n miền nhỏ, gọ i tên 

và thể tích của các miền nhỏ ấy là A V j , AV 2 , . . . , A V n . Trong mỗ i miền 

AVị lấy một đ iểm MịíXị, yr Zj). Tổng 
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! n = Z f ( x i ' y i ' Z i ) A V i 
i=I 

được gọ i là tổng tích phân của hàm số f(x, y, z) trong miền V. 

Nếu khi n —> oo sao cho maxdị —> 0 (dj là đường kính của miền nhỏ 

AVị) mà I n dần tới một giới hạn xác định ì, không phụ thuộc vào cách 

chia miền V và cách chọn điểm M j trong miền AVị, thì giới hạn ấy được 
gọ i là tích phân bội ba của hàm số f(x, y, z) trong miền V và được 
kí hiêu là 

JJJf(x,y,z)dV. 

Nếu tích phân trên tồn tại , ta nói rằng hàm số f(x, y, z) khả tích trong 
miền V . 

Ta thừa nhận rằng nếu hàm số f(x, ỵ, z) liên tục trong miền bị cliặn, 
đóng V thì nó khả tích trong miền ấy. 

Nếu f(x, y, z) là khối lượng riêng của vật thể V thì tích phân trên cho 
ta khối lượng của vật thể ấy. 

Nếu f(x, y, z) = Ì thì JJJdV cho ta thể tích của miển V. 

Tích phân bội ba cũng có 

các tính chất tương tự như tích 
phân kép. 

Chú thích. Vì tích phần bội ba 
không phụ thuộc cách chia miền 

V thành các miền nhỏ, ta có thể 
chia miền V bởi ba họ mặt 
phang song song với các mặt 
phảng toa độ (hình 3.24), do đó 
dV = dxdydz và có thể viết 

ịịịf (x,y,z)dV = jjjf(x,y,z)dxdyd2 Hình 3.24 
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3.3.2. Cách tính tích phân bội ba trong hệ toa đ ộ đề c á c 

Tương tự như khi tính tích phân kép, ta có thể đưa việc tính tích phân 
bội ba về việc tính ba tích phân đơn liên tiếp. 

Trong mục này ta tính tích phân bội ba 

I = j ] J f ( x , y , z ) d x d y d z , 

V 

trong đó hàm số f(x, y, z) liên tục trong miền V. 

Nếu miền V được giớ i hạn bởi các mặt z = Z|(x, y), z = ĩẠx, y), trong 

đó Zj(x, y) , Z2(x, y) là những hàm số liên tục trong miền D, D là hình 

chiếu của miền V lên mặt phảng Oxy (hình 3.25), ta có 

z2(x,y) 
(3.28) I = j j d x d y ị f(x,y,z)dz. 

D z1(x,y) 

Nếu miền D được giới hạn bởi các đường y = yị(x) , y = y 2 (x ) , trong 

đó y j (x ) , y 2 (x ) là những hàm số liên tục trên đoạn [a, b], ta được 

b y 2(x) z2(x,y) 
(3.29) I = j d x ị dy Ị f(x,y,z)dz. 

a y,(x) z1(x,y) 

ZẠ 

Ví dụ Ì . Tính 

I=fff- dxdydz-y.Vlà miền 
J ị 1 (Ì + X + y + zy 

giới hạn bởi các mặt phang toa độ 
và mặt phang X + y + z = 1. 

z = i 2(x,y) 

z = z1(x,y) 

Hình 3.25 
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Miến V được xác định bởi các bất 
đẳng thức : 0 < X < Ì, 0 < y < Ì - X, 
0 < z < l - x - y (hình 3.26). Do công 
thức (3.29) 

Ì I-x i -x-y 
I = f d x ) dy Ị ± - -

í í í ( l + x + y + z ) 3 

0 0 
1-x 

( l + x + y + z) 2 

- 2 z=0 0 0 
, Ì 1-x 

= - - ỉ í A „ , 2 

oi i 4 (1 + x + y ) 2 

?JU 4 1 + x 

z=l-x-y dy = 
Hin/) 3.26 

d y = - i j 

0 

Ì Ì 
- y + — 
4 1 + x + y 

y=l-x 
y=0 dx 

dx = - -
2 

— - — - l n ( l + x) 
. 4 8 

= 2 l n 2 - ứ 

Ví Í/M 2 : Tứih ì = J|Jzdxdydz, V là nửa hình cầu giớ i hạn bởi mặt 
V 

z = 0 và mặt z = y/R2 - X 2 - y 2 . 

Gọ i D là hình chiếu của V lên mặt phảng z = 0, đó là mặt ườn đơn vị. 
Theo công thức (3.28), ta có : 

V R 2 - X 2 - } 

I = j j d x d y Ị zdz = - j ] ( R 2 - X 2 - y 2 ) d x d y . 
D O 2 D 

Chuyển sang toa độ cực để tính tích phân kép trên, ta được 

,.ỉ|J(R»-,2)*--i(R>-^|0«.J!* 
L Ó ó 

Chú thích. Cũng như đ ố i vớ i tích phân kép, ta có thể đ ổ i thứ tự 
tích phân khi tính tích phân bội ba. Ta cũng có thể tính tích phần 
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= JJJf(x,y,z)dxdydz như sau. Gọ i S(x) là thiết diện của miền V bởi 

mặt phang vuông góc với trục Ox tại X. Khi đó 

b 
(3.30) ì = Jdx JJ f(x,y,z)dydz. 

á S(x) 

Ví dụ : Tính j ] Jx 2 dxdydz , 
V 

V là miền giới hạn bói mật elipxôit 
2 2 2 

X V 7 
^ + 1T + fT = Ì (hình 3.27) 
a 2 b 2 c 2 

Theo công thức (3.30) ta có 
a 

ì = Ị x 2 d x l i dydz, 
-a sóc) 

l i dydz bằng diện tích của thiết diện S(x). Vì S(x) là miền giới hạn bời 
S(x) 

2 

z. l 

To 
- -ỳ 

T 
v SÁ 

r—'Vlr/i 
> ỲY* 

í t 1 
—nổ? 

Hình 3.27 

Ì ĩ 
y z X 

đường elip ~ + —r = Ì - — r 
t r cr a z 

hay 

Ý r 
b J l -

a 2 y 

\2 
= 1 

' V 1 2 I 

nên diện tích của S(x) bằng rcbc 
X 

V a 
• Do đó 

ì = Jibc J X 2 l i - ^ - J d x = 2rcbcJỊx 2 - ^J 
à" ỳ 

5 > 

dx = 

= 2rtbc 
l 3 5a 2 ; 

a 4 
„ = —Tia 3 be. 
0 15 
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3.3.3. Phương p h á p đ ổ i b iến s ố trong t ích p h â n bộ i ba 

• Công thức đổi biến số trong tích phân bội ba. Xét tích phàn bội ba 

f(x,y,z)dxdydz, 
ỈU1 

(3.30') 

trong đó hàm số f(x, y, z) liên tục trong V. 
Ta thực hiện phép đổi biến số 

X = x(u,v,w) 
y = y(u,v,w) 
z = z(u,v,w) 

Giả sử rằng : 
1) "x(u, V, w), y(u, V, w), z(u, V, w) là những hàm số liên tục cùng với 

các đạo hàm riêng cấp một của chúng trong một miền đóng V của 
không gian Ouvw; 

2) Các công thức (3.30') xác định một song ánh từ miền V lên miến 

V của không gian Oxyz ; 
3) Định thức Jacobi 

D(x,y,z) 
J = 

D(u,v,w) y'u y v 

Ị 
z, 

I 
* 0 

trong miền V 

Khi đó ta có công thức 

(3.31) j j]"f(x,y,z)dxdydz = 

V 

= U I ĩ [xiu, V, w), y(u, V, w) , z(u, V, w)] Ì j | dudvdw. 

Ý 

• Tính tích phân bội ba trong hệ toa độ trụ. Toa độ trụ của một đ iểm 

M(x, y, z) trong không gian Oxyz là bộ ba số (r, ọ , z), trong đó (r, (p) là 
toa độ cực của điểm M'(x, y), hình chiếu của M lên mặt phàng Oxy 
(hình 3.28). V ớ i mọ i điểm của không gian, ta có 

r > 0 ,0 <  ọ < In, -oa < z < + co. 
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Giữa các toa độ để các (x, y, z) và 
toa độ trụ (r, ọ , z) của điểm M có mối 
liên hệ : 

(3.32) X = rcosọ, y = rsinọ, z = z. 

Nếu r > 0, 0 < ọ < 271, 

-oa < z < + co, thì các công thức (3.32) 
xác định một song ánh giữa các toa độ "% 
đề các và toa độ trụ. Riêng các điểm 
trên trục Oz có z xác định, r = 0 và (p 
tuy ý. Định thức Jacobi của phép biến 

đổi (3.32) là 

M(x,y,z) 

y 
M' 

Hình 3.28 

J = 
cosọ - r s i n ọ 0 
s inọ rcoscp 0 

0 O I 

coscp -rsinq) 
sin  ọ rcoscp = r, 

J 5t 0 với r * 0. Công thức (3.31) cho ta 

(3.33) jjjf(x,y,z)dxdydz = 

V 

= jJ|f(rcos(p,rsin<p,z)rdrd(pdz. 

Ý 

Đó là công thức tính tích phân bội ba 
trong hệ toa độ trụ. 

Công thức ấy cũng vẫn đúng khi 
miền V chứa những điểm trên trục Oz. 

Ví du Ì : Tính 

ì 

Hình 3.29 

= f | J> /x 2 + y 2 z dxdydz, V là miến hình trụ giới hạn bởi các mặt 

X 2 + y 2 = 2y, z = 0, z = a (hình 3.29). Chuyển sang toa độ trụ, ta có 

ỉ = J|Jr 2zdrd(pdz = l i r 2drd(p|zdz, 

D 
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trong đó D là miến tròn giới hạn bời đường X 2 + y 2 = 2y, hay r = 2sin<p, 
do đó 

2 TI 2sincp 
I = — Ịd(f> Ị r 2 d r = 

0 0 
2 n Ì 

2 Jo3 

ẳ s i n ( p . d ọ = -

= —T~J s in 3 (pd(p = —— í (Ì - cos 2 (p)sin(pd(p. 
0 3 0 

Đặt u = cos<p, ta có du = -sin(pd(p, vậy 

i-^"/a-.1)d.-ặf(i-.')d».i^i. 
Ì 3 0 9 

Ví dụ 2 : Tính ì = J J j ( x 2 + y 2 + z 2 )dxdydz, V là miển hình nón ưòn 
V 

xoay giới hạn bởi các mặt z 2 = X 2 + y 2 , z = a (hình 3.30). 
Chuyển sang toa độ trụ, ta có 

a 
ì = j ] j ( r 2 +z 2)rdrd(pdz = JJrdrd<pJ ( r 2 + z 2 ) d z trong đó D là miến 

V ố r 
ưòn giới hạn bởi đường r = a, do đó 

2n a a 
1= J d ( p j r d r j ( r 2 + z 2 ) d z 

ố 0 r 
2n a 

= Jd<pJ r d r . | r 2 z + z l | z = a 

0 0 

a 3 r 4 
= 2 T L | I a r 3 + ^ - r 4 dr 

r 2 

= 271 a — + a 3 — - - — 
4 6 3 5 ) 

a _ 3f la 5 

0 ĨÕ~ 
Hin/) 3.30 
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M(x,y,z) 

/ e 
y 

M' 

• Tính tích phân bội ba trong hệ toa 
độ cầu. Toa độ cầu của một điểm 
M(x, y, z) trong không gian Oxyz là bộ 
ba số (r, e, (p), trong đó r = O M , ẹ là 

góc giữa trục Ox và O M ' , M ' là hình 

chiếu của M lên mặt phang Oxy, 0 là 

góc giữa trục Oz và Ô M (hình 3.31). 
Vớ i mọ i điểm M(x, y, z), ta có 

0 < r < -K», 0 < e < 7T, 0 < <p < 271. Hình 3.31 

Giữa các toa độ để các và toa độ cầu của điểm M , có mối liên hệ 

(3.34) X = rsin0coscp, y = rsin9sin(p, z = rcosG. 

Nếu r > 0, 0 < 0 < TI, 0 < ọ < 271, thì các công thức trên xác định một 
song ánh giữa các toa độ đề các và toa độ cầu. Riêng điểm gốc toa độ 
có r = 0, 9 và (p tuy ý, còn những điểm trên Oz có r xác định, 0 = 0 hoặc 
8 = 71, <p tuy ý. Định thức Jacobi của ánh xạ (3.34) là 

J = 
sinGcosọ rcos6cos(p -rsinGsincp 
sinGsincp rcos6sin<p rsinBcosíp 

COS0 - r s inG 0 
= - r 2 sinG, 

J * 0 với r * 0 và sin8 * 0. Từ công thức (3.31) ta được 

(3.35) UI f(x,y,z)dxdydz = 
V 

= ịịị f (r sin e cos (p, r sin 0sin (p, r cos G)r2 sin BdrdGdọ. 

Ý 

Đó là công thức tính tích phân bội ba trong hệ toa độ cầu. 

Công thức (3.35) vẫn đúng khi miền V chứa những điểm ưên trục Oz. 

Ví du Ì : Tính ì = JT[ , Ị dxdydz, V là miền giới 
ự yỊx2 +y2 +z2 

hạn bời 

hai mặt cầu X 2 + y 2 + z 2 = Ì, X 2 + y 2 + z 2 = 4. 
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Chuyên sang toa độ cầu, ta có 

I = Jjjrsin0drd0d(p. 

Ý 

Miền V được xác định bởi Ì < r < 2, 0 < (p < In, 0 < e < TI. Vậy 

271 TU 2 
ì = Ị d(pjs in9dejrdr = 271.2.- = (tít. 

0 0 1 2 

Ví dụ 2 : Tính ì = nịu2 +y2)dxdydz, V là miền xác định bởi 
V 

X 2 + y 2 + z 2 < R 2 , z > 0. 

Chuyển sang toa độ cầu, ta có 

I = JjJr4 sin3 GdrdGdọ 

V là nửa hình cầu trên xác định bởi 0 < r < R, 0 < 0 < —, 0 < ọ < 2n, 

do đó 

TI 
271 2 R 

ỉ 0 í 3 5 1 5 

3.3.4. Trọng tâm của vật thể 

Cho một vật thể V trong không gian Oxyz. Nếu khối lượng riêng của 

vật thể tại M(x,y,z) là p(x, y, z) thì khối lượng của vật thể được cho bời 

công thức 

m = | | jp(x ,y ,z)dxdydz. 
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Toa độ của trọng tâm G của vật thể được cho bởi 

XG =—jjjxp(x,y,z)dxdydz 
Iu ụ 

y G = — j j jyp (x ,y , z )dxdydz 
m ụ 

Z G = — j j J zp(x,y,z)dxdydz. 

(3.36) 

Nếu vật thể đồng chất thì p không đổ i , do đó 

(3.37) 

x ° = v J ] J x d x d y d z 

V 

y ° v l [ f y d x d y d z 

V 
z ° = y Ị Ị Ị ỉ d x d y à z 

trong đó ta cũng kí hiệu V là thể tích của vật thể V. 

Ví dụ : Xác định trọng tâm của vật thể đồng chất giới hạn bởi mặt 

nón z 2 - X 2 - y 2 = 0 (z > 0) và mặt cầu X 2 + y 2 + z 2 = Ì (hình 3.32). 

Giao tuyến của mặt nón và mặt cầu được xác định bởi 

Ì - z2 = z2 => 2z2 = Ì => z = —. 

Do đó những bán kính vectơ 
của các điểm trên giao tuyến ấy 

71 
làm với trục Oz một góc bằng 

Vì lí do đối xứng Xo = yG = 0. 
Chuyển sang toa độ cầu để tính 

ZQ theo công thức (3.37). Ta có Hình 3.32 

127 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



V = J j J r 2 sinedrdGdcp. 

TI 
Miền V được xác định bời 0 < r < Ì, 0 < e < -7, 0 < <p < 271. 

4 
Do đó 

n 
Ì 4 

v = j r 2 d r ị s i n 9 d 8 ị d(p = - . 
0 0 ó 

2 - V 2 

2 , J , 

l 2 , 
271 = 

-7L 

Cũng vậy, ta có 

I U zdxdydz = I U r cos e.r 2 sin 9drd6d(p 

ít 
2ít 4 

= í d(pfs inecosedefr 3 dr = 2 n . - . - = Ị 
J J J 4 4 8 
0 0 

Do đó ZQ = 
3 Í , . V2" 

= - 1 + 
8(2 - J ĩ ) 81 2 J" 

TỞM TẮT CHƯƠNG HI 

Tích phân phụ thuộc tham số I(y) = ị í(x,y)dx 
a 

- Nếu f(x, y) liên tục ưên [a, b] X [c, d] thì Ky) liên tục trên [c, d] . 
- Nếu f(x, y) liên tục ưên [a, b] X [c, d] thì 

d bí á 
j l ( y ) d y = j j f ( x , y ) d y 

Ve 

dx. 
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- Nếu f(x, y) liên tục theo X trên [a, b] với mọ i y không đổi trong 

[c, d] và fỹ (x ,y ) liên tục trên [a, b] X [c, d] thì 

b 
r ( y ) = J f y ( x , y ) d x . 

a 
-foo 

• Tích phân suy rộng phụ thuộc tham số I(y) = ị f (x,y)dx 

a 
- Tích phân suy rộng I(y) được gọ i là hội tụ đều đến y € [c, d] nếu 

Ve > 0, 3B > 0 sao cho 

+03 

Ị f (x ,y)dx 
b 

b > B : <e Vy € [c, d] . 

+00 
- Nếu | f (x ,y) | < g(x), V(x, y) € [a, +00) X [c, d] và nếu ị g(x)dx 

a 
hội tụ, thì I(y) hội tụ đều đối vói y e [c, d]. 

- Nếu f(x, y) liên tục trên [a, +00) X [c, d] và nếu I(y) hội tụ đều đ ố i 
với y G [c, d] thì I(y) liên tục trên [c, d]. 

- Nếu f(x, y) liên tục trên [a, + ~ ) X [c, d] và nếu I(y) hội tụ đều đối 
với y G [c, d] thì 

d +00 f d ^ 
J l (y)dy = Ị j f ( x , y ) d y 

a ve 

dx. 

- Nếu f(x, y) liên tục đ ố i với X trên [a, +00) với mọ i y không đổi 

thuộc [c, d] , fỳ (x ,y ) l i ên tục trên [a, +00) X [c, d] , nếu I(y) hội tụ và nếu 

+00 

tích phân ị fỳ(x,y)dx hội tụ đều đối với y e [c, d] thì 

+00 
[•(y) = Ị f ; (x ,y)dx 
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• Định nghĩa tích phân kép 

Cho hàm số f(x, y) xác định trong một miền giớ i nội , đóng D c R 2 

Chia D thành n mảnh nhỏ ASị AS,,. Trong ASj lấy một điểm tuy ý 
n 

Mj(Xj, Yị). Giớ i hạn, nếu có, của tổng ^ f ( X j , y j )ASj khi n —> °° sao cho 
1=1 

maxdị —> 0, dị là đường kính của ASị, được gọ i là tích phân kép cùa f(x, y) 
trên D và được kí hiệu là 

jjf(x,y)dxdy. 
D 

Nếu tích phân ấy tồn tạ i , ta nói rằng f(x, y) khả tích ưên D. 

Nếu f(x, y) liên tục trên D thì nó khả tích trên D. 

• Tính tích phân kép trong toa độ đề các 

- Nếu miền D là hình chữ nhật xác định bởi a < X < b, c < y < d, thì 

b d 
j j f ( x , y ) d x d y = j d x j f ( x , y ) d y 
D á c 

- Nếu miền D được xác định bởi a < X < b, y j ( x ) < y < y 2 ( x ) 

b y 2(x) 
j j f ( x , y ) d x d y = j d x Ị f (x ,y)dy. 
D ấ y,(x) 

• Đ ổ i biến số trong tích phân kép 

Xét tích phân kép ì = lif(x,y)dxdy. Thực hiện phép đổi biến số 
D 

X = x(u, v), y = y(u, v). 

K h i đó 

1= l i f [x(u,v) ,y(u,v)] | j |dudv 

DI-

BO 
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trong đó J là định thức Jacobi 

D(x,y) 
J = x u x v 

y u y v 

D(u,v) 

ảnh của D' qua phép biến đ ổ i trên là D. 

• Tính tích phân kép trong toa độ cực 

JJ f (x , y)dxdy = l i f(rcos(p,r sin (p)rdrd(p. 

D Ố' 
• Thể tích của vật thể hình trụ có đường sinh song song với Oz, đáy 

là miền D trong mặt phảng z = 0, ở phía trên giới hạn bởi mặt z = f(x, y), 

' trong đó f(x, y) > 0 trên miền D, bằng 

v = j j f ( x , y ) d x d y . 

D 
• Diện tích của miền D trong mặt phang Oxy bằng 

s = l i dxdy 
D 

• Diện tích của mặt cong z = f(x, y) giới hạn bởi một đường cong 
kín bằng 

S = j ] V l + p 2 + q 2 d x d y , 

D 

trong đó D là hình chiếu của mặt cong lên mặt phảng Oxy, p = z' x, q = z'y. 

• Nếu bản phảng D trong mặt phang Oxy có khối lượng riêng p(x, y) thì 

- Khố i lượng của bản D bằng 

m = l i p(x,y)dxdy 

Ổ 
- Mômen quán tính của bản D đ ố i với Ox, đ ố i với Oy và đố i với gốc 

toa độ bằng 

*x = J J y 2 p ( x , y ) d x d y 

D 
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ly = j j x 2 p ( x , y ) d x d y 
D 

I o = j J ( x 2 + y 2 ) p ( x , y ) d x d y 
D 

- Toa độ của trọng tâm G cùa bản D là 

XG =— ffxp(x,y)dxdy 

D 

yc = -Ị-ffyp(x,y)dxdy. 
D 

• Định nghĩa tích phân bội ba 
3 

Cho hàm số f(x, y, z) xác định trong một miền giới nội đóng V c R . 
Chia V thành n miền nhỏ A V ) , AV 2 , . . . , A V n . Trong AVị lấy một điểm 

n 
tuy ý Mj(Xj, y j , Zj). Giớ i hạn, nếu có, của tổng ^ f ( X ị , y j , Z j ) A V j khi 

i=! 

n —> °o sao cho maxdj —ỳ 0, d; là đường kính của A V j , được gọ i là tích 
phân bội ba của f(x, y, z) trên miền V và được kí hiệu là 

j j j f (x ,y , z )dxdydz . 

V 

Nếu tích phân ấy tồn tạ i , thì f (x , y, z) được gọ i là khả tích ưên V . 

Nếu f(x, y, z) liên tục trên V thì nó khả tích trên V . 

• Tính tích phân bội ba trong toa độ đề các 

Nếu miền V được xác định bởi a < X < b, y j ( x ) < y < y 2 (x ) , 

Zj(x, y ) < z < Z 2 ( x , y) thì 

b y 2(x) Z2(x,y) 
j j j f (x ,y , z )dxdydz = | d x ị áy ị f(x,y,z)dz. 
Ý a yi(x) Zị(x,y) 
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• Đ ổ i biến số trong tích phân bội ba 
Nếu thực hiện phép đổ i biến số X = x(u, V, w), y = y(u, V, w), 

z = z(u, V, w) thì 

|JJf(x,y,z)dxdydz = 
V 

= U I f [x(u, V, w), y(u, V, w), z(u, V, w)] | j | dudvdw 

v ' 
trong đó J là định thức Jacobi 

D(x,y,z) 
J = -

D(u,v,w) 

X l l x v x w 
I ì I 

yv y\v 
I I I 

Z|j z v z w 

ảnh của V qua phép biến đ ổ i trên là V. 

• Tính tích phân bội ba trong toa độ trụ 

I U f (x, y, z)dxdydz = I U f (r cos <p, r sin ọ , z)rdrd(pdz. 

V V 
• Tính tích phân bội ba ưong toa độ cầu 

j j j f ( x , y , z ) d x d y d z = 

V 

= jJJf(rsin9coscp,rsin9sin(p,rcos9)r 2 sinGdrdGdọ. 

Ý 

• Thể tích V của vật thể V bằng 

V = j j j d x d y d z . 
V 

• Nếu vật thể V có khối lượng riêng tại điểm (x, y, z) là p(x, y, z) th ì : 

- Khố i lượng của vật thể V bằng 

m = j j jp (x ,y ,z )dxdydz . 

Toa độ của trọng tâm G của vật thể V là 
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*G = — j j j x p ( x , y , z ) d x d y d z 
m V 

yG =— JJJyp(x,y,z)dxdydz 
m V 

ZG =—Jjjzp(x,y,z)dxdydz. 
m ' 

V 

Bài t ập 

1. Chứng minh rằng tích phân phụ thuộc tham số 

Ì 
I ( y ) = J f (x ,y)dx, 

0 

trong đó f(x, y) là một hàm số gián đoạn xác định bởi 

{Ì nếu X ^ V 
ì _ <? ' là một hàm số liên tục của y. V ẽ đồ thị 

- Ì nếu X < y J 

hàm số u = I(y). 

2. Khảo sát sự liên tục của tích phân 

cua 

* X + 
1 

0 - -ý 
trong đó hàm số f(x) liên tục và dương trên [0, 1]. 

Ì 
3. Tính | x a ( l n x ) n d x , trong đó a > 0, n nguyên dương. 

0 

4. Chứng minh rằng I(y) = í arctg^x ị y^ dx là liên túc và khả vi 
J ì + X1 

0 
trên R. Tính I'(y) rồ i suy ra biểu thức của I(y). 
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5. Tính các tích phân 

+00 
ĩ dx 

! ) — — — , trong đó y > 0, n nguyên dương 
J ( x 2 + y ) n + l 

—(XX —Ị3x 
2) [ e e dx, trong đó oe > 0, 3 > 0 

Jo 

^ g - a x 2 _ e - 3 x 2 

3) dx, trong đó a > 0, p > 0. 
ó x 

6. Tính f [ ( c o s 2 x + s i n 2 y ) d x d y , Dĩa hình vuông 0 < X < - , 0 < y < - . 
JJ 4 4 
D 

7. Đ ổ i thứ tự tích phân trong các tích phân sau : 
2 4 3 2y 

1) ĩ dx Ị f (x ,y )dy ; 2) j đ y  Ị f (x ,y)dx. 
-2 x2 Ì 0 

8. Tính [ [ d x d y , miền D được xác định bởi X > Ì, y > Ì, X + y < 3. 

D ( x + y ) 

9. Tính J J x 2 ( y - x)dxdy, D là miền giới hạn bởi các đường y = X 2 

Ổ 
. _ 2 

và X = y . 
10. Tính JJln(x + y)dxdy, D là miền giới hạn bởi các đường X = Ì, 

D 
y = l , y = l + x . 

l i . Tính j j | x + y|dxdy, D là hình vuông |x| < Ì, |y| < 1. 

D 

12. Tính j j f ( x , y ) d x d y , D là miền giới hạn bởi đường elip 
Ổ 

2 2 cv a2 b 2 

í i + y i = l , c ò n f ( x , y ) = í zdz 
•7 Ì ? J 
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13. Tính J J (x -y )dxdy , D là miền giới hạn bởi các đường 
D 

y = 2 - x 2 , y = 2x - 1. 

14. Tính j j ( x 2 + y 2 + l )dxdy, D là miền giới hạn bời đường 
D 

X 2 + y 2 - X = 0. 

15. Tính ịịyjx2 + y 2 d x d y , D là miền giới hạn bởi 
D 

1) Các đường tròn X 2 + y 2 = a 2, X 2 + y 2 = 4a 2 a > 0 
2) Đường hoa hồng bốn cánh r = asin2(p a > 0. 

16. Tính j j ( x +2y + l)dxdy, D là giao của hai hình tròn X 2 + y 2 < ly 
D 

và X 2 + y 2 < 2x. 

17. Tính J J ự 4 - x 2 - y 2 d x d y ; D là miền xác định bởi 
D 

X 2 + y 2 - 2x < 0, y > 0. 

18. Cho I a = ỊỊe-x2-y2dxdy, J a = ỊỊe-x2-y2dxdy, trong đó D a 

Da Ì , 

được xác định bởi X > 0, y > 0, X 2 + y 2 < a 2, \ được xác định bởi 
0 < x < a , 0 < y < a . 

1) Tính I a . 

a 
2) Chứng minh rằng Va > 0, I a < J a < ì ỊZ. Suy ra l im í e _ x 2 d x . 

0 

19. Tính J j ( x + y ) 3 ( x - y ) 2 d x d y , D là miền giớ i hạn bởi các đường 
D 

x + y = l , x - y = l , x + y = 3, x - y = - l . 

20. Tính diện tích hình phảng giới hạn bởi các đường 

l ) x = 4 y - y 2 , x + y = 6 

2 ) y 2 = x 3 , y 2 = 8 ( 6 - x ) 3 
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3 ) y = 2 x , y = - | , y = 4 

4) r = acoscp, r = bcos(p (b > a > 0) 

5) r = asin2(p. 
6) y = 0 và một nhịp của đường xi-clô-it. 

X = a(t - sim), y = a( Ì - cost), 0 < t < In. 
21. Tính thể tích của vật thể giớ i hạn bởi các mặt 

l ) z = x 2 + y 2 , z = x + y 

2) X 2 + y 2 + z 2 = 2z, X 2 + y 2 = z 2 . 

22. Tính diện tích của phần mặt nón z 2 = X 2 + y 2 , z > 0 nằm ở trong 
2 2 

mật ưu X + y = Ì. 
2 2 

23. Tính diện tích của phần mặt z = — + (a > 0, b > 0) nằm ở 
a b 

2 2 
X y 

trong mát trụ + ~ r = Ì . 
a z t r 

• 24. Tính diện tích của phần mặt cầu X 2 + y 2 + z 2 = a 2 nằm ở trong 
hình trụ ( x 2 + y 2 ) 2 = a 2 (x 2 - y 2 ) (a > 0). 

25. Xác định trọng tâm của các bản phang đồng chất giới hạn bởi 
các đường: 

1) y 2 = 4x + 4, y 2 = -2x + 4 

2 k + ỵ ì = i * + Ị = i 
25 9 5 3 

3) y 2 = X, X 2 = y 

4) y = V 2 X - X 2 , y = 0 

5 ) r = a( l +COSỌ) ( a > 0 ) . 

26. Tính IUzdxdydz, V là miền xác định bởi 0 < X < - Ị , X < y < 2x, 

V 

0 < z < V l - X 2 - y 2 . 
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27. Tính j j j " ( l - x - y - z ) d x d y d z , V là miền xác định bời X > 0, 
V 

y > 0 , z > 0 , x + y + z < 1. 

28. Tính JJJ(x 2 + y 2 +z 2 )dxdydz, V là miền xác định bời X > 0, 
V 

y > 0 , z > 0 , - + ¥- + -< 1. 
a b c 

29. Tính jy| |xyz|dxdydz, V là miền xác định bởi 
V 

X 2 + y 2 < 2z, 0 < z < a. 

30. Tính J j j ( x 2 + y 2 + z 2)dxdydz, V là miền 

V 

a 2 3a 2 

31. Tính JJ|ydxdydz, V là miền giới hạn bởi các mặt 

y = V x 2 + z 2 , y = h (h > 0). 

32. Tính [[[ i dxdydz , Vía hình tru 
v W x 2 + y 2 + ( z - 2 ) 2 

x 2 + y 2 < Ì, - Ì < z < 1. 

33. Tính | J | z 2 dxdydz , V là miền xác định bởi 
V 

X 2 + y 2 + z 2 < R 2 . 

34. Tính j | j x 2 y 2 z 2 d x d y d z , V xác định bởi 
V 

X 2 y 2 z 2 

a 2 b 2 c 2 

35. Tính j j j ( x y + yz + zx)dxdydz, V xác định bởi 
V 

X 2 + y 2 + z 2 < R 2 . 
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36. Tính thể tích của vật thể giới hạn bởi các mặt 

X 2 + y 2 + z 2 = 2z, X 2 + y 2 = z 2 . 
37. Tính thể tích của vật thể xác định bởi 

2 ' 2 2 
0<^- + ̂ r - ĩ ~ < Ì, - h < z < h. 

a 2 b 2 c 2 

38. Tính thể tích của vật thể xác định bởi 

0 < z < x 2 + y 2 , x 2 < y < 1. 
39. Tính thể tích của vật thể giới hạn bởi 6 mặt phảng 

x + y + z = ± 3 , 
x + 2 y - z = ± Ì , 
X + 4y + z = ± 2. 

40. Xác định trọng tâm G của vật thể giới hạn bởi các mặt 

1) X + y = Ì, z = X 2 + y 2 , X = 0, y = 0, z = 0 

2) X 2 + y 2 = 2az, X 2 + y 2 + z 2 = 3a 2, (z > 0, a > 0) 

3)2x + 3y- 12 = 0, x = 0,y = 0, z = 0, z = -y2. 

Đáp số và gợi ý 

1.1(y) = Ì nếu -oo < y < 0,1(y) = Ì - ly nếu 0 < y < Ì, I(y) = -Ì nếu 

Ì < y < +oo. 
2.1(y) gián đoạn tạ i y = 0. 

n!  Ị. 
3. ( -1)" ( o c + I ) n + 1 (Đặt I (a) = J x a d x , tính ĩ(a), . . . , I ( n ) (a)). 

0 

16 

4 Vỹ 2 3 6 3 
7. 1) j d y ị f (x ,y)dx ; 2) J d x j f ( x , y ) d y + Jdx Ị f (x ,y)dy. 

0 0 1 2 x/2 
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8. ' 
36 

10. -In3-21n2--. 
4 4 

12. -abc2. 
4 

14. 
Un 

32 ' 

15. 1) —Tia 3 

3 

Ifcífí-1N 

2 l 2 

8 

3 

18. 1) - ( l - e - a 2 ) 
4 

20 

9. — — . 
504 

li. 5. 
3 

13. " 
15 

2 ) ^ . 
9 

2) l im í 

0 

19. — (Đổ i biến X + y = u, X - y = v). 

20.1) ị ; 
6 

4) ^(b2 -a2) 

2) 3 8 § ; 

5) 

97 7 
3) — — 

4 2 ln2 

6) 3na2. 

21 . 1) - ;2)7Ĩ. 
8 

22. W2. 

23. ^(Ws-1). 

24. 8 a 2 í - + l - V 2 
u 
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25. 1) - . 0 

3) 
9_ 9_ 

20'20 

2) 

4) 

10 

3(71-2) 71-2 

'371) 

26. 
43 

3072 

28. ^ v + b 2 + c 2 ) . 
60 ' 

30. 

32. 71 3 V Ĩ Õ - 8 - V 2 + l n 
V 2 - l _ 

VĨÕ-3 

33. 
4rcR5 

15 

35. 0. 

37. 2ĩiabh. 

39.8. 

5) 
6 , 

27. — . 
4! 

29. la4. 
2 

31.551. 

34. 
4Tt(abc)-

945 

36. Tí. 

88 
38. 
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40. 1) 
2 2 2_ 

.5'5'30> 

; 2 ) ( 0 , 0 , ^ ( 6 ^ + 5 ) ) ; 3) f ị H , | 
OJ \ 3 5 5 
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Chương IV 

T Í C H P H Â N Đ Ư Ờ N G . T Í C H P H Â N M Ặ T 

4 . 1 . TÍCH PHÂN ĐƯỜNG LOẠI MỘT 

4.1.1. Định nghĩa 

Cho hàm số f ( M ) = f(x,y) xác định trên một cung phảng AB. Chia 

cung A B thành n cung nhỏ bởi các điểm AQ = A, A j , A 2 , . . . , \ = B 

(hình 4.1). Gọ i độ dài cung A j _ j A ị là ASị. Trên cung A ị . ị A ị lấy một 

điểm tuy ý Mj(£j, ĩ i ị) . Nếu khi n —> o° sao cho maxẢSị —» 0, tổng 
n 

^ f ( M j ) A S j dần tới một giớ i hạn xác định, không phụ thuộc vào cách 
i=l 

chia cung A B và cách chọn đ iểm Mị trên cung A ị _ j A j , thì giớ i hạn đó 

được gọ i là tích phân đường loại một của hàm số f(x, y) dọc theo cung 

A B và được ký hiệu là ị f(x,y)ds. Nếu tích phân ấy tồn tạ i ta nói rằng 

AB 

hàm số f(x, y) là khả tích trên AB. 

Nếu cung A B được cho bởi phương 
trình y - f (x) , Xj < X < x 2 , nó được gọ i là 
trơn nếu hàm số X H-> f (x) có đạo hàm 

liên tục ưên [Xj , x 2 ] . Nếu cung A B được 
cho bởi phương trình tham số X = x(t), 

y = y(t), tị < t < t 2 , cung ÁB ươn nếu các 

hàm số t t-* x(t), t H-» y(t) có đạo hàm 

liên tục trên [tỊ , t 2 ] -

Aô  Ai 

Hình 4.1 
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Người ta chứng minh được rằng nếu cung AB trơn và nếu hàm số 

f(x, y) liên tục trên AB thì/ịx, y) khả tích trên AB. 
Trong tích phân đường loại một, người ta không để ý đến chiều trên 

cung AB. 

Nếu cung vật chất A B có khối lượng riêng tại M(x, y) là p(x, y) thì 

khối lượng của cung A B bằng ị p(x,y)ds khi tích phân ấy tồn tại . 

AB 

Chiều dài cung A B được tính bằng ị ds. 

AB 
Tích phân đường loại một có các tính chất giống tích phân xác định. 

Cung AB được gọ i là trơn từng khúc nếu nó gồm một số hữu hạn 

cung trơn. Nếu cung A B trơn từng khúc và nếu hàm số f(x, y) liên tục 

trên A B thì f (x, y) cũng khả tích trên AB. 

4.1.2. Cách tính 

Giả sử cung A B trơn và được cho bởi phương trình 

y = y(x), a < X < b 

và giả sử rằng hàm số f (x , y) liên tục trên cung AB. Gọ i (Xj, Yị) là toa độ 

của điểm chia A j , i = Ì , 2 n, AXị = Xị - Xj_], Ayj = Ỵị - Ỵị.ị. Khi AXj 

khá nhỏ, ASị xấp xỉ bằng chiều dài đoạn thẳng A M A j : 

A S i = > / A x ? + A y ? = J l + 
Áy: 

\2 

Ax 
Ax:. 

Ì J 
Theo công thức số gia giớ i nộ i 

Áy, * * • > - * » • - • > . y l f t ) . 
AXị AXj 

trong đó X M < ịị < Xị. Do đó 
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Gọ i Mị là điểm ( ị r y(ịị)), nó nằm trên cung A j _ ị A j . Ta có 

£ f ( M i ) A S ị = ỉ f ( ^ , y ( ^ i ) ) > / l + y , 2 ( ^ ) A x , 
i=l i=l 
Vế phải là tổng tích phân của hàm số 

X t-» f(x, y(x))-y/l + y'2(x) trải trên đoạn [a, b], do đó 

l im Y f ( M i ) A S i = l im  Ỹf(Sj.y(4jWl + y ' 2 ( 4 | ) 
max AS, —K) =1 max AX:—»0 i=l 

hay 

/ 
(4.1) j f(x,y)ds = j f ( x , y ( x ) ) V l + y' 2(x)d> 

AB a 

Ta đã đưa việc tính tích phán đường loại một về việc tính tích phân 
xác định của hàm số một biến số. 

Nếu cung AB được cho bởi phương trình tham số 

X = x(t), y = y(t), tị < t < t2, 

v'(t) 
thì vì y'(x) = •L-^-L nên từ công thức (4.1) ta suy ra 

(4.2) ị f (x,y)ds = Ị f ( x ( t ) , y ( t ) ) > / x ' 2 ( t ) + y ' 2 ( t )d t . 

AB ĩ| 

Ví dụ : Tính ì = JVx2+y2ds, L là 

đường ưòn X 2 + y 2 = a X (hình 4.2). 
Phương trình của đường ườn có thê viết 

2 

là 

2 

x -— Ị + y2 =—, vì vậy phương trình 
y 2) 4 
tham số cùa nó là 
a a _ 

x = - ( 1 + cost), y = - s i m , < t < TI. 
2 2 

Hình 4.2 
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Do đó 

X 1 + y 1 = — , 
4 

X +y = —(l + cost) = az cosz-, 

7^2 _ 2 _ + y z =a 

2 71 

t 
cos — 

2 

t TI t TI 
= acos—, vĩ - — < — < — 

2 2 2 2 

Ị-— f cos—dt -à2 ícos—dt = 2a 2 s i n - ^ = 2a . 
2 J 2 J 2 2 1 0 

-JI 0 
4.1.3. Trường hợp đường lấy tích phân là một đường trong 
không gian 
Tích phân đường loại một của hàm số f(x, y, z) dọc theo một cung 

AB trong không gian cũng được định nghĩa tương tự như trên. 

Nếu cung AB có phương trình tham số là 

X = x(t), y = y(t), z = z(t), tị < t < t2 

thì 

ds= Vx'2(t) + y'2(t) + z'2(t) dt 

và ta có công thức 
h Ị — 

(4.3) Ị f (x ,y , z )ds= j f ( x ( t ) , y ( t ) , z ( t ) ) V x ' 2 ( t ) + y ' 2 ( t ) + z ' 2 ( t ) dt. 

AB h 
4.1.4. Trọng tâm của cung đường 

Nếu khối lượng riêng của cung AB tại M(x, y, z) là p(M) thì các toa 

độ cùa trọng tâm G của cung AB được cho bởi công thức 

(4 4)Xo =— í xp(M)ds, yG =— í yp(M)ds, ZG =-Ị- ị zp(M)ds, 
v ° m ì m A m A 

AB AB AB 

trong đó m = j ^ p ( M ) d s là khối lượng của cung AB. 

AB 
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4.2. TÍCH PHÂN ĐƯỜNG LOẠI HAI 

4.2.1. Định nghĩa 

• Công của một lực biến đổi. Một chất diêm M di chuyên theo một 

cung phảng L từ A đến B dưới tác dụng của một lực F = F (M) biến 

thiên liên tục dọc theo AB. Hãy tính công w của lực ấy. 

Chia A B thành n cung nhỏ bởi các điểm A 0 = A, A | , Af A n = B. 

Gọ i AXị, Ayj là các thành phần của vectơ A j _ ị A j . Nếu cung A j _ | A j 

khá nhỏ, có thể xem như lực F không đổi trên cung đó và bằng F(Mj ) , 

với M;(ệ; , ĩ]j) là một điểm nào đó trên cung A ^ ị A ị ; xem cung A j _ j A j 

xấp xỉ như dây cung Aị. ịAị. Do đó công AWj của lực F làm cho chất 

điểm di chuyển từ Aị . | đến A j trên L xấp xỉ bằng AWị = F ( M j ) . A j _ ị . A j . 

Nếu hai thành phần của lực F(M) là P(M), Q(M) thì 

AW i = P(^ i ,T 1 i )Ax i + 0 ( ^ , 1 1 ^ , 

trong đó  ẲXj, Ayj là hai thành phần của A j _ i A j . 

Nếu mọ i cung A j _ | A j đều khá nhỏ, ta có 

n 
(4.5) w = £ [ p ( 4 j . l i ) A x i + Q(£i .ni )Ay, ]. 

i=i 
Phép tính gần đúng này càng chính xác nếu n càng lớn và các cung 

A j _ ! đ ề u càng nhỏ. Người ta định nghĩa công w của lực F làm cho 

chất điểm di chuyển từ A đến B trên đường L là giới hạn, nếu có, cùa 

tổng ở vế phải của (4.5) khi n —> <x= sao cho max AS| —ỳ 0, ASị là chiều 

dài cung A j _ i A ị . 

• Định nghĩa tích phân đườììg loại hai. Cho hai hàm số P(x, y), Q(x, y) 

xác định trên cung AB. Chia cung AB thành n cung nhỏ bời các điểm 
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A 0 = A, A | , A 2 , . . . , A n = B. Gọ i hình chiếu của vectơ A j _ | A j lên hai trục 

Ox, Oy là AXj, A y j ; Mj(£j, TI ị) là một điểm tuy ý chọn trên cung A j _ | A j . 

Nếu khi n —> oo sao cho max AXị -ỳ 0, max Ayi —> 0 tổng 

2[P(41,rìi)Axi+Q(^i,Tii)Ayi] 
i=l 

dần tới một giới hạn xác định, không phụ thuộc cách chia cung AB và 

cách chọn điểm Mị trên cung A j _ Ị A ị , thì giới hạn đó được gọi là tích 

phân đường loại hai của các hàm số P(x, y), Q(x, y) dọc theo cung AB 
và được kí hiệu là 

(4.6) Ị P(x,y)dx + Q(x,y)dy. 

AB 

Người ta chứng minh được rằng nếu cung A B trơn và nếu các hàm 

số Pịx, y), Qịx, y) liên tục trên A B thì tích phân đường loại hai (4.6) 
tồn tại. 

Chú thích. Khác với tích phân đường loại một, trong tích phân đường 
loại hai, chiều trên đường lấy tích phân đóng vai trò quan trọng. Nếu ta 

đổi chiều trên đường lấy tích phân thì hình chiếu của vectơ A ị . ị A ị lên 

hai trục Ox, Oy đ ổ i dấu, do đó 

ị P(x,y)dx + Q(x,y)dy = - I P(x,y)dx + Q(x,y)dy. 

AB BA 
Nếu đường lấy tích phân là một đường kín L , ta quy ước chọn chiều 

dương trên L là chiều sao cho một người đi dọc L theo chiều ấy sẽ thấy 
miền giới hạn bởi L gần mình nhất ở về bên trái. Ta thường kí hiệu tích 

phân đường dọc theo đường cong lấn L theo chiều dương là ^ P d x + Qdy. 

• Tính chất. Tích phân đường loại hai có các tính chất như tích phân 

xác định. 
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4.2.2. Cách tính 

Giả sử cung AB trơn và được cho bời phương trình tham sỏ 
X = x(t), y = y(t), 

Các mút A, B ứng với giá trị t A , t B cùa tham số. Giả sử các hàm số 

P(x, y). Q(x, y) liên tục trên cung AB. Dùng kí hiệu ờ 4. Ì .2, ta có 

Ax i = x ( t i ) - x ( t i _ 1 ) = x'(T i)At p 

trong đó t ị-] < Tị < tị. Gọ i Mị là điểm (x(Tị), y(Xj)), nó nằm trẽn cung 

A ị _ ị A j . Ta có 

n n 
£ P (M, )AXj = X P(x(t ị ) , y(Tị ))x '(Tị ) A t j . 
NI i=l 

V ế phải là tổng tích phân cùa hàm số t !-* P(x(t), y(t))x'(t) trải trên 
đoạn thẳng từ t A đến t B . Do đó 

lB 
ị P(x ,y)dx= ị P(x(t),y(t))x'(t)dt. 

AB lA 
Tương tự 

ị Q(x,y)dy= jQ(x(t),y(t))y'(t)dt. 

AB t A 

Vậy 

(4.7) J P(x,y)dx+Q(x,y)dy= Ị [P(x(t),y(t))x'(t)+Q(x(t),y(t)» Xt)]dt 

AB 'A 

Nếu cung A B được cho bởi phưcmg trình y = y(x), a là hoành độ cùa 
A, b là hoành độ của B, ta có 

b 
(4.8) ị P(x,y)dx + Q(x,y)dy = J[P(x,>(x)) + Q(x,y(x))y'(x)]dx. 

AB a 

2 2 
Ví du ỉ : Tính ì = cf> xdy - ydx, L là đường elip - - + -ì— = Ì. 
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Phương trình tham số của L là X = acost. y = bsint, 0 < t < In, chiểu 
tăng của t ứng với chiểu dương của L. Ta có dx = -asintdt, dy = bcostdt, 
do đó 

2n 2n 
ỉ = ị [acost.bcost -b s in t ( - a s in t ) ]d t = I abdt = 27iab. 

0 0 

Vi dụ 2 ; Tính ì = J(x - y)dx + (x + y)dy, L là dường nối điểm (0, 0) 
í 

với điềm ( Ì , 1), nếu L là : 1) đường y = X, 2) đường y = X 2 ,3) đường y = Vx. 
Ì 

1) Trên đường y = X, ta có dy = dx, do đó ì = | 2 x d x = Ì ; 

2) Trên đường y = x z , ta có dy = 2xdx, đo đó 
Ì 

I = J(x + x 2 + 2 x 3 ) d x = 
{X2 X 3 X 4 ^ 

— + — + — 
V 2 3 2 ; 

Ì = 4 
0 3 ; 

3) Trên đường y = Vx , ta có X = y 2 , do đó dx = 2ydy, vậy 

I = ị ( 2 y 3 - y 2 + y ) d y = 

0 

Ví du 3 : Tính 

ỉ 4 3 ì \ 
íL-iL+L. 

I 2 3 2 ) 

Ì = 2 
0 3 

ì = J(2xy - X 2 )dx + (x + y 2 ) d y , L là cung 
L 

2 
của đường parabôn y = Ì - X từ diêm A(0, -1) 
đến điểm B(0, 1) (hình 4.3). 

2 
Trên đường L , ta có X = Ì - y , do đó 

dx = -2ydy, vì vậy 
Ì 

1= J ( 2 y 5 + 4 y 4 - 4 y 3 - 4 y 2 + 2 y + l)dy = 

-Ì 
Ị 

ị 
0 

Ì 
= 2 j ( 4 y 4 - 4 y 2 + l)dy = 2 

í 5 3 
4 — - 4 ^ - + y 

5 3 

Ì = Ì4 
0 15' 
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Trong ví dụ này, nếu ta muốn tính ì bằng cách đưa về tính tích phân 

xác định theo X, thì ta phải chia cung AB thành hai cung ÁC và CB, vì 

phương trình cung ÁC là y = - V i - X , còn phương trình cung CB là 

y = v r ^ . 

4.2.3. Công thức Green 

D là một miền liên thông, bị chặn, có biên L gồm một hay nhiều 

đường kín trèm từng khúc, rời nhau từng đôi một. Công thức Green cho 
ta mối liên hệ giữa tích phân kép trong miền D và tích phàn đường loại 
hai dọc theo L. Ta sẽ chứng minh rằng : nếu các hàm số Pịx, y), Qị.x, y) 
và các đạo hàm riêng cấp một của chúng liên tục trong miên D thì ta có 

(4.9) dxdy = <j)Pdx + Qcly. 

Đó là công thức Green. 

• Trước hết giả sử rằng D là miền đơn 
liên và mọ i đường thẳng song song với các 
trục toa độ cắt L nhiều nhất tại hai điểm 
(hình 4.4). Vậy miền D được xác định bởi 

a < X < b, y j (x ) < y < y 2 (x ) . Theo công thức 
tính tích phân kép ta có 

áp b yiMdP 
| J ^ d x d y = Jdx ị ^ d y = 

a yị(x) 

b I y=y2<x) 

D 

Hình 4.4 

= Jp(x ,y) y = y ( x ) dx = j p ( x , y 2 ( x ) ) d x - j p ( x , y , ( x ) ) d x . 

Nhưng theo cồng thức tính tích phân đường 

b 
| p ( x , y 2 ( x ) ) d x = J P(x,y)dx, 

ã AMB 
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u 
- J p ( x , y 1 ( x ) ) d x = - ị P(x,y)dx= ị P(x,y)dx. 

ANB BNA 

Do đó 

ỊỊ—dxdy = ị P(x,y)dx = -(j)P(x,y)dx. 

D ^ y ẤMBNA L 
ày 

Chiều mũi tên trên hình 4.4 ứng với các tích phân đường trong 
chứng minh này. 

Tương tự ta có 

jj|^dxdy = <j)Q(x,y)dy. 

D L 

Từ hai kết quả này suy ra công thức Green. 

• Bây giờ giả sử rằng miền đơn liên 

D có biên là đường L gồm hai cung IJ, 

K H có phương trình theo thứ tự là 

y = yị(x), y = y 2 (x ) , a < X < b và hai 

đoạn thẳng I H và KJ song song với Oy 
(hình 4.5). Tương tự như trên ta được 

ỊỊ—dxdy= ị P(x,y)dx + j p ( x , y ) d x . 

D ^ y HK J l 

Hình 4.5 

Kỉ 

Nhưng ị P(x, y)dx = 0, Ị P(x, y)dx = 0, vì dọc m và KJ ta có dx = 0. 

IH 

Do đó 

jj^dxdy= Ị Pdx+ ị Pdx + Jpdx+  Ị Pdx =-^)P(x,y)dx. 

D HK KJ JI IH 
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Còn dương nhiên ta có 

jjy^xdy = <£Q(x,y)dy. 
D L 

Từ đó suy ra công thức Green. 

• Bây giờ xét trường hợp miền 

D đa liên. Chẳng hạn biên của nó 

gồm hai đường kín L ị , L 2 rời 
nhau như ở hình 4.6. Chia miền D 

thành sáu miền nhỏ mà biên của 
chúng đều thoa mãn các giả thiết 

đã nêu. H j n h 4 6 

Áp dụng công thức (4.9) cho cả 6 miền nhỏ ấy rồi cộng l ạ i . ta được 

3Q ap^ 

l í 
D 

dx dy, 
dxdy = ^)Pdx + Qdy, 

vì tổng các tích phân đường của Pdx + Qdy trên cùng một cung hai lần 

theo hai chiều ngược nhau bằng không. Vì L gồm hai đường kín L ị , L-2 
rời nhau, nên chiều dương trên L phải chọn theo quy ước đã nêu ờ 

mục 4.2.1 : chiều dương trên L ị là ngược chiều k im đồng hồ, chiều 

dương trên hj là thuận chiều kim đồng hồ. 

Ví dụ : Tính ì = <|>(xarctgx + y2)dx + (x + 2yx + y2e~-v)dy, 
L 

ì ì 
đường ưòn X + y = 2y. 

2 3P 
Áp dụng công thức Green. Ta có p = xarctgx + y => — = 2y 

L là 

ày 

Q = X + 2yx + y 2 ^ => ̂  = ly + 1. Do đó 
dx 

3Q 

D 
3x ày . 

D 
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s là diện tích của miền D. Vì D là miền tròn có bán kính bằng Ì, nên 
ì = s = TI. 

Hệ quả của công thức Green : Nếu đường kín L là biền của miên D 
thì diện tích s của miên ấy được cho bời công thức 

(4.10) s = - ( £ x d y - y d x . 
2 

L 
Thật vậy, chỉ việc áp dụng công thức Green vào p = -y , Q = X. 

X 2 y 2 

Ví dụ : Diện tích của hình elip giới hạn bởi đường —— + — = 1 
a 2 b 2 

bằng inh (xem ví dụ Ì, mục 4.2.2). 

4.2.4. Điều kiện để tích phân đường không phụ thuộc đường lấy 
tích phân 

Qua ví dụ 2 của mục 4.2.2, ta thấy rằng tích phân đường 

Ị P(x,y)dx+ Q(x,y)dy không những phụ thuộc vào hai mút A, B mà 

AB 
còn phụ thuộc cả vào đường AB. Trong mục này ta sẽ tìm xem với điều 

kiện nào thì tích phân đường chỉ phụ thuộc vào hai mút A , B, mà không 
phụ thuộc vào đường lấy tích phân. 

Ta sẽ thấy rằng tích phân đường ị Pdx + Qdy chỉ phụ thuộc hai mút 

AB 

A, B mà không phu thuôc đường lấy tích phân khi và chỉ khi — = ^ (*), 
ơy ơx 

và điều kiện (*) cũng là điều k iện ắt có và đủ để Pdx + Qdy là vi phân 
toàn phần của một hàm số nào đó. 

Định lí. Giả sử hai hàm sỏ Pịx, y), Qịx, y) liên tục cùng với các đạo 
hàm l iêng cấp một của chúng trong một miên đơn liên D nào đó. Khi đó 
bốn mệnh dề sau đây tương đương với nhau : 

,)|E=fì.V<x.y>eD. 
3y dx 
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2) (£>Pdx + Qdy = 0 dọc theo mọi đường kín L nằm trong D 

L 

3) Ị Pdx + Qdy, trong đó AB là một cung nằm trong D, chì phụ 

AB 
thuộc hai mút A, B mà không phụ thuộc đường đi từ A đến B. 

4) Biếu thức Pdx + Qdy là vi phàn toàn phần của một hàm sô uịx, y) 
nào đó trong miền D. 

Chứng minh. Ta chứng minh định lí theo sơ đồ sau : 

1 )=>2)=> 3 )=>4)=> 1) 

• 1) => 2). Giả sử L là một đường kín nằm trong D. Gọ i D Ị là miền 

giới hạn bởi L . Áp dụng công thức Green, ta có 

rrí 3Q 
| p d x + Qdy = l i 3x dy 

X á p _ 3Q 

dxdy = 0, 

D, 

vì theo giả thiết 1) ta có ^ - = -—, V(x, y) e D. 
dy ơx 

• 2) => 3). Giả sử Ấ M B và ẤNB là hai đường bất kì nối A với B, 
nằm trong miền D (hình 4.7). Theo giả thiết 2) ta có 

ị Pdx + Qdy = 0 M 

AMBNA 

hay 

Ị Pdx + Qdy+ J Pdx + Q d y = 0 . 

AMB BNA 

Suy ra 

ị Pdx + Qdy = - Ị Pdx + Qdy= J Pdx + Qdy. 

AMB ® ANB 

Vậy ị Pdx + Qdy chỉ phụ thuộc hai mút A, B, mà không phụ thuộc 

AB 
đường đi từ A đến B. 
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• 3) => 4). Giả sử A(x 0 , y 0 ) là một điểm cố định trong D, M(x, y) là 
một điếm chạy trong D. Xét ham số 

(4.11) u(x, y) = Ị Pdx + Qdy + c, c là hằng số tuy ý. 

AM 
Hàm số ấy hoàn toàn xác định vì tích y 

phân ở vế phải không phụ thuộc đường y 
lấy tích phân. Điểm M,(x + h, y) G D 
với h khá nhỏ. 
Ta có 

^(x,y)=nmu(x + h'y)-u(x-y) = 
dx h->0 h 

l im — 
h-^oh 

Ị Pdx + Q d y - ị Pdx + Qdy 

M Mi 

AM, AM 

Chọn A M ị gồm cung A M và đoạn thẳng M M ị song song với 

trục Ox (hình 4.8), ta được 

d Ì Ì x+h 

^ - ( x , y ) = l i m - [ Pdx + Q d y - l im ị í P (^ ,y)d t 
ỏx h . J . h->0 h J 

MM, 

Theo định lí về giá trị trung bình đối với tích phân xác định, ta có 
x+h 
- í P(S,y)d£ = P(x,y), X =x + 9h,0<e< 1. 

h J 

X 
Khi h -> 0 thì X -> X, do đó P(x,y) -> P(x, y) 

^ ( x , y ) = P(x, y). 
dx 

au 
Tưcmg tư như vây có thê chứng minh đươc rằng — (x,y) = Q(x, y), 

ày 
do đó Pdx + Qdy là vi phân toàn phần của hàm số u(x, y) cho bởi 
công thức (4.11). 
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• 4) 1). Giả sử Pdx + Qdy là vi phàn toàn phần cùa một hàm số 
u(x, y) nào đó. Khi đó 

P = -.Q = ^. 
dx dy 

J áp a2u 3Q a2u _ LS 

do đó -r— = ir-r-. - ^ = ^-77-. Các hàm sô ấy liên túc ương D, nên 
ơy ơydx ơx ơxơy 

theo định lí Schwarz, chúng bằng nhau 

dP dQ 
dy dx 

Hệ quá ỉ. Nếu Pdx + Qdy là vi phân toàn phần của hàm số u(x, y) thì 

Ị P(x,y)dx + Q(x,y)dy = u ( B ) - u ( A ) 

AB 

dọc theo mọi đường AB nằm trong miền D. 
2 

Hệ quở 2. Nếu D là toàn bộ R thì Pdx + Qdy là vi phàn toàn phần 
của hàm số u(x, y) cho bởi công thức 

X y 
(4.12) u(x ,y)= j p ( x , y 0 ) d x + | Q ( x , y ) d y + C 

y<) 
hoác 

J Ạ 
(4.12-) u(x, y) = Ị Q(x 0 , y )dy + ị P(x,y)dx + c. 

y 0 

Thật vậy, vì tích phân ở vế phải của 
công thức (4.11) không phụ thuộc 
đường lấy tích phân nên nếu chọn dường 
lấy tích phân A M là đường gấp khúc 
A N M (hình 4.9) ta được công thức 
(4.12), nếu chọn đường lấy tích phản là 
đường gấp khúc A L M ta được công thức 
(4.12'). 

Hình 4.9 

156 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Vi dụ ì : Chứng minh rằng biểu thức 

ố x e ^ x + (3x 2 + y + l)e y dy là vi phân toàn phần của một hàm số 
nào đó. Tim hàm sổ ấy. 

Ta có p = 6xey, Q = (3x2 + y + l)ey => — = 6xey = ặ. 
ơy 8x 

Vậy Pdx + Qdy là vi phân toàn phần của một hàm số u(x, y) nào đó 
xác định trên toàn R 2 . Áp dụng công thức (4.12') với x 0 = y 0 = 0, ta được 

y X 
u(x, y) = J (y + l)eydy + ị6xt*áx + c = 

= ( y + l ) e > ị e^dy + 3x 2ey + c = e y(y + 3x 2 ) + c. 

Ví dụ 2 : Biểu thức P(x, y)dx + Q(x, y)dy, trong đó P(x, y) = x - y 
X 2 + y 2 ' 

Q(x, y) 
X + y 

X 2 + y 2 

là một vi phân toàn phần trong mọ i miền đơn liên 

không chứa gốc toa độ, vì 

a p _ - x 2 + y 2 - 2 x y _ a ọ 

dy ( x 2 + y 2 Ý dx 

và vì p, Q, —,-— không liên túc tai (0, 0). Nếu AB là đoan thẳng nối 
dy dx 

hai điểm A ( l , 1), B(2, 2) thì vì phương trình của đường thẳng đi qua AB 
là y = X, ta có : 

|Pdx+Qdy=ị^=Ị^=ln2. 

AB I z > 

Do đó với mọ i cung A K B tạo thành cùng 
với đoạn thẳng A B một đường kín giới hạn 
một miền không chứa gốc o , ta có : 

J ^ Pdx + Q d y = 0 . 

ÁKBẦ 
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Do đó : 

Ị Pdx + Qdy= ị Pdx + Qdy = ln2. 

Ấ K B ÃB 

Gọ i L là đường tròn tâm o bán kính R, phương trình tham số cùa nó 
là X = Rcost, y = Rsint, ta có 

2n 
<j)Pdx + Qdy= ị [ - (cos t -s in t )s in t + (cost + sint)cost]dt 
L Ố 

271 
= Ị di = 271. 

0 
Tích phân này khác không, vì mặt tròn giới hạn bởi L chứa điểm gốc, 

tại đó các giả thiết của định lí không được thoa m ã n . , 

Bạn đọc hãy chứng minh rằng Ịpdx + Qdy dọc theo mọ i đường kín 

đơn (tức là không tự giao) bao quanh gốc o theo chiều thuận đều bằng 2n. 

4.2.5. Trường hợp đường lấy tích p h â n là một đường trong 
không gian 

Nếu AB là một cung trong không gian, P(x, y, z), Q(x, y, z). R(x, y, z) 

là ba hàm số xác định trên AB, người ta định nghĩa tích phân đường 
loại hai 

1= ị P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz 

AB 
tương tự như tích phàn đường loại hai trong mặt phang. 

Nếu cung A B được cho bởi phương trình tham số X = x(t), y = y(t), 
z = z(t), các mút A, B ứng với các giá trị t A , t B của tham số, ta có 
công thức tính : 

1= j[P(x(t),y(t),z(t))x,(t) + Q(x(t),y(t),z(t))y'(t) + 

«A 
R í x U X y d U í O t e X o Ị d t . 
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Chú thích. Phương trình tham số của cung A B có thể viết dưới dạng 
véc tơ 

r ( t ) = x ( t ) ĩ + y ( t ) ] + z(t)k. 

Khi ấy ta có 

?(t) = x ' ( t ) ĩ + y , ( t ) j + z , ( t ) k . 

Gọ i F(x,y,z) là vectơ có các toa độ là P(x,y,z), Q(x, y,z), R(x, y, z). 
Khi ấy tích phân đường 

1= Ị P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz 

AB 
có thể viết dưới dạng vectơ 

ì = Ị F.dr. 

AB 

4.3. TÍCH PHÂN MẶT LOẠI MỘT 

4.3.1. Định nghĩa 

Cho một mặt cong s và một hàm số f ( M ) = f(x, y, z) xác định trên s. 
Chia s thành n mảnh nhỏ. Gọ i tên và cả diện tích của các mảnh ấy là 
ASị, AS2,..., AS n . Trong mỗ i mảnh ASj lấy một điểm tuy ý Mj(£j, r | j , 

Nếu khi n —> °° sao cho maxdị —> 0, dj là đường kính của ÀSj, tổng 
n 

^ f ( M j ).ASị dần tới một giớ i hạn xác định không phụ thuộc cách chia 
i=l 
mặt s và cách lấy điểm M ị trên ASj thì giới hạn đó được gọ i là tích phân 
mặt loại một của hàm số f(x, y, z) trên mặt s và được kí hiệu là 

JJf(x,y,z)dS. 
s 

Người ta chứng minh được rằng nếu mặt s trơn (tức là liên rục và có 
pháp tuyến biến thiên liên tục) và nếu hàm số f(x, y, z) liên tục trên mặt 

s thì tồn tại tích phân j j f(x,y,z)dS. 
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Nếu mặt s có khối lượng riêng tại M(x, y, z) là p(x. y, z) thì khối 

lượng của mật s bằng JJp(x,y,z)dS. 
s 

Tích phân mặt Ị j d S cho ta diện tích của mặt s. 
s 

Tích phân mặt loại một có các tính chất giông như tích phân kép. 

4.3.2. Cách tính 

Giả sử mật s được cho bởi phương trình z = z(x, y), trong đó z(x, y) là 

một hàm số liên tục, có các đạo hàm riêng p = z ' x (x,y) , q = z'y(x,y) 

liên tục trong một miền đóng giớ i nội D, hình chiếu của s lên mật phang 
Oxy. Cho hàm số f(x, y, z) liên tục trên mặt s. Chia s thành n mảnh nhỏ 

ASj AS n . Mj(£j, r | j , z(£j, ĩìị)) là một điểm tuy ý chọn trên ASj. Gọi Aơj 

là hình chiếu của ASị lên mạt phang xOy. Nếu đường kính cùa ASj khá 

nhỏ, có thể xấp xỉ ASj bởi mảnh ATị của tiếp diện của mặt s tại Mị mà 

hình chiếu của nó lên mặt phảng xOy cũng là Àơj (xem mục 3.2.4). Do đó 

ASj ^yỊỉ + PỈ+qỊ àOị 

trong đó Pi= z'x(4j,Tii), qi= Zy(£j,Tii). Vậy 

n n . 
£ f ( M j ) A S ị = £ f ( 4 i , z ( £ i , ĩ l i ) ) yjỉ + pỊ + qf A ơ j 

i=I i=I 

V ế phải là tổng tích phân của hàm số 

(X, y) f(x, y, z(x, y)) ^ l + z ' x

2 (x,y) + z ' y

2 (x,y) 

trải trên miền D. Do đó 

(4.13) l i f(x,y,z)dS = J J f (x ,y , z (x ,y ) )Vl + p 2 + q 2 dxdy. 
s D 
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trong đó p = z ' x (x,y), q = Zy(x,y). Việc tính tích phân mặt loại một đã 

dược đưa vê tính tích phân kép. 

Ví dụ : Tính ì = ỊỊ z 2 ( x 2 + y 2 )dS, s là phần của mặt cầu X 2 + y 2 , 2 _ 2 
+ z = a 

ứng với X > 0, y > 0 (hình 4.11). 

Chia s thành hai phần : Sị  ứng 

với z > 0, có phương trình 

z = ^a2 - X2 - y2 và S2  ứng với z < 0, có 

phương trình z = —sịa2 - X2 - y2. Ta có 

1 = 1,+I2, 

lị = ỊỊz2(x2+y2)dS, i =1,2. 
Hin/) 4. í í 

X V 9 9 â 
Trên s, ta có p = - - , q = - — => Ì + p + q = - r -

z z ZL 

Theo công thức (4.13) ta được 

lị =ajj>/a2-x2-y2(x2 +y2)dxdy, 

D 

D là một phần tư hình tròn tâm o bán lánh a nằm trong góc phần tư 
thứ nhất. Chuyển sang toa độ cực để tính tích phân kép, ta được 

n 
2 a 

lị = a J d ( p j V a 2 - ĩ 2 r 3 dr . 

0 0 

71 
Đãt r = asint, 0 < t < —, ta có 

2 
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K 
Ị Ị 2 

j v a 2 - r 2 r 3 dr = a 5 Ị s i n 3 tcos 2 tdt = — -
0 c {~ 

Do đó 

I , = a . -
TI 2a 5 7taf 

2 15 15 

Tia6 , . , . 2Tia6 

Tương tư I 2 = — , do đó ì = 
15 15 

4.3.3. Trọng tâm của mặ t 

Nếu khối lượng riêng của mặt s tại điểm M(x, y, z) là p(M) thì các 
toa độ của trọng tâm G của mặt s được cho bời công thức 

iffxp(M)dS, yG=3 
m J_J m ' 

(4.14) Xo = f - f f xp(M)dS, y G = 3 f f yp(M)dS, 
s s 

7^ = — l i z p ( M ) d S trong đó m = l i p ( M ) d S là khối lượng cùa mặt s. 

4.4, TÍCH PHÂN MẶT LOẠI HAI 

4.4.1. Định nghĩa 

• Cho mặt s. Tại mỗ i điểm chính quy M cùa s, có hai vectơ pháp đơn 

vị n và n' = - f i (hình 4.12). Nếu có thể chọn 

Hình 4.12 
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được tai mỗ i điểm M của s một vectơ pháp đơn vị n sao cho vectơ n 
biến thiên liên tục trên s, ta nói rằng mặt s định hướng được và hướng 

của mặt s được xác định bởi hướng của n. Dải Mồbius mà ta dựng sau 
đây là một ví dụ của mật không định hướng được. Lấy một bâng giấy dài 
hình chữ nhật ABCD (hình 4.13). Xoắn bàng giấy ấy nửa vòng theo 
chiểu dài rồi gắn c với A, D với B. Khi điểm M chạy một vòng trên dải 

Mởbius, xuất phát từ vị trí M 0 thì lúc gặp lạ i Mo vectơ n đổi hướng. 

Do đó rỉ không biến thiên liên tục trên dải Mốbius. 

Hình 4.13 

Trong mục này ta chỉ xét những mặt định hướng được. Chẳng hạn, 

nếu s là một mặt kín không tự cắt thì vectơ i i có thể hướng ra ngoài 
hoặc hướng vào trong, tức là ta xét mặt s hướng -ra ngoài hay hướng 

vào trong. 

• Ta nói rằng trong miền V c R 3 xác định một trường vectơ nếu ứng 

với mỗ i điểm M(x, y, z) G V có một vectơ F(M) xác đinh gốc tại M , 

với các toa độ P(M), Q(M), R(M) là những hàm số của M . 

• Giả sử trong V cho một mặt định hướng s với n là vectơ pháp đơn 

vi Nếu vectơ F không đ ổ i , s là một miền phảng đinh hướng có diện tích 

cũng được kí hiệu là s, người ta gọ i thông lượng o của trường vectơ F 

qua mặt s là tích 

3> = S. |F| cos(n,F) = S.(F.n) 
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Nếu V là vận tốc của chất lỏng có 
mật độ p chảy qua mặt s thì thông lượng 

—» 
0 của trường vectơ F = pv biểu thị khối 
lượng của chất lỏng chảy qua s trong 
một đem vị thời gian. 

Hình 4.14 

Bây giờ giả sử trường vectơ F(M) biến thiên liên tục ưong V , nghĩa 

là các toa độ P(M), Q(M), R(M) của nó là những hàm số liên tục ương 

V. Hãy tính thông lượng 0 cùa F(M) qua mặt định hướng s. Ta chia s 

thành n mảnh nhỏ. Gọ i tên và cả diện tích của những mảnh ấy là AS|, 

AS2,..., ASn- Nếu mảnh ASj có đường kính khá nhỏ, có thể coi như vectơ 

F(M) không đổi trên mảnh ấy và bằng F ( M ị ) , M,(4j, T|j, £j) là một 

điểm nào đó  ữong mảnh ASj và coi mảnh ASj xấp xỉ như một mảnh 

phảng ứng với phía đã chọn của mặt. Do đó thông lượng A4>i cùa F(M) 

qua ASj xấp xỉ bằng 

A $ i = A S i . ( F ( M , ) . n ( M i ) ) = 

= ASitPíMịXosOi + QíM^cospi + RCMị^osYị], 

trong đó dị = (n (Mj) ,Ox) , Pj = (n (Mj ) ,Oy) , Vi = (n(Mj) ,Oz) . 

Nếu các mảnh ASị đều có đường kinh khá nhỏ , ta có 
lĩ 

3> = ^ [ P ( M i ) c o s a , + Q(Mj)cosị3ị +R(M i ) cosỴ j ]AS i . 
i=l 

Phép tính gần đúng này càng chính xác nếu n càng lớn và các mảnh 

ASị có đường kính càng nhỏ. Nếu khi n -> °° sao cho max dị —» 0, dị là 

đưòng kính của ASị, mà tổng ở vế phải của hệ thức trên dần tới một giới 

hạn xác định ì không phụ thuộc cách chia miền s và cách lấy điểm Mị 

ưên ASị, thì ì được gọ i là thông lượng cùa F(M) qua mặt s. Trong toán 
học, giới hạn ấy được gọi là tích phàn mặt loại hai của các hàm số 
P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) ưên mặt s và được kí hiệu là 
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(4.15) JJ[P(x,y,z)cosa + Q(x,y,z)cosp + R(x,y,z)cos y]dS. 

Gọ i ( A ơ ị ) x y , (Aơị)yz, (Aơj ) z x theo thứ 

tự là hình chiếu của ASj lên các mặt 
phảng Oxy, Oyz, Ozx, ta có 

(Aơj ) x y = ASịCosYị, (Aơi ) y z = ASịCosaị, 

(Aơj) z x = ASjCos3j. Do đó tích phân mặt 
(h.4.15) còn có thể được kí hiệu là 

ASi 

Ni y 

^ ( A ơ j ) x y 

Hình 4.15 

(4.16) Jjp(x,y,z)dydz + Q(x,y,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy. 
s 

Người ta chứng minh được rằng nếu s là mặt định hướng liên tục mà 
vectơpháp tuyến tương, ứng biến thiên liên tục và nếu các hàm sấp, Q 
R liên tục trên mặt s thì tích phân mặt (4.16) tồn tại. 

Nếu ta đ ổ i hướng mặt s thì tích phân mặt loại hai (4.16) đổi dấu, vì 
khi ấy các cosin chỉ hướng của rỉ đ ổ i dấu. 

Ngoài ra, tích phân mặt loại hai có các tính chất tương tự như tích 
phân kép. 

Chú thích. Nếu F(x,y,z) là vectơ có các thành phần là P(x, y, z), 
Q(x, y, z), R(x, y, z) thì tích phân mặt loại hai (4.15) có thể viết là 

Jj"F.ndS. 

4.4.2. Cách tính 

Người ta cũng tính tích phần mặt loại hai bằng cách đưa nó vế tích 

phân kép. Chẳng hạn, xét tích phân mặt 

Ịị R(x,y,z)dxdy. 
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Giả sử mật s có phương trình là z = f (x , y), ĩ có các đạo hàm riêng 
liên tục trên D, hình chiếu của s xuống mặt phảng z = 0. Giả sù hàm số 
R liên tục trên s. Sử dụng các kí hiệu của mục 4.4.1, Mj(^ ị , ĩ]r Si) là một 

điểm nào đó trên mảnh ASị. Ta có 

£R(MÌ )ASj = ỲR£i .li Mi ,r\i)) (Aơj)xy, 
i=l i=l 

( A ơ j ) x y > 0 nếu cosỴị > 0, (Aơ ị ) x y < 0 nếu cosỴị < 0. Vậy vế phải cùa 
đẳng thức trên là tổng tích phân của hàm số 

(X, y) I ^ ER(X, y, f(x, y)) 
trải trên miền D, e = Ì nếu COSY > 0, £ = - Ì nếu GOSỴ < 0. Do đó 

(4.17) l i R(x,y,z)dxdy = l i R(x,y,f(x,y))dxdy 

s D 
nếu vectơ pháp n làm với Oz một góc nhọn, 

(4. ÍT ) j j R(x, y, z)dxdy = -ỊỊ R(x, y, f (x, y))dxdy 
s D 

nếu n làm với Oz một góc tù. 

Các tích phân l i Q(x,y,z)dzdx, l i P(x,y,z)dydz cũng được tính 

s s 
tưcmg tự. 

Ví dụ ỉ . Tính ì = l i xdydz + ydzxix + zdxdy, s là phía ngoai cùa mặt 
s 

cầu X 2 + y 2 + z 2 = R 2 . 
Vì phương ư ình của mật cầu và biểu thức dưới dấu tích phân khống 

đ ổ i khi ta hoán vị vòng quanh X, y, z, nên ta có 

|Jxdydz = l i ydzdx = l i zdxdy. 

Do đó 

= 3 j j zdxdy = 3 l i zdxdy + l i zdxdy 

trong đó Sị là nửa trên của mặt cầu, có phương trình 
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z = -^R 2 - X 2 - y 2 , s 2 là nửa dưới 

của mặt cầu có phương trình 

z = — V / R 2 - X 2 - y 2 . Vì vectơ pháp 

tuyến của nửa mặt cầu trên làm với Oz 
một góc nhọn, vectơ pháp tuyến của nửa 
mặt cầu dướ i làm với Oz một góc tù 
(hình 4.16) nên ta được 

ì = 6 j ] y R 2 - x 2 - y 2 dxdy, Hình 4.16 

D 
D là hình tròn tâm o bán kính R trong mặt phang Oxy. Chuyển sang 

toa độ cực, ta được 

271 R 
ì = 6 ị d ọ ị V R 2 - Ĩ 1 rdr = 4 T I R 3 . 

0 0 

Ví dụ 2 : Tính ì = j j ( y - z ) d y d z + (z -x )dzdx + ( x - y ) d x d y , s là 

s 
phía ngoài của mặt nón X 2 + y 2 = z 2 , 0 < z < h (h không đổi) (hình 4.17). 

Ta tìm cách chuyển tích phân này sang tích phân mật loại một. Lấy 

đạo hàm hai vế phương trình z 2 = X 2 + y 2 lần lượt đ ố i với X và y, ta được 

2zz' = 2x, 2zz'v = 2y => 

p = z x

 = ^ q - t 

1 + p2 +q2 =1 + 
X 2 + y 2 

= 2. 

Vậy ba cosin chỉ hướng của vectơ 

pháp tuyến n là - 2 ^ , - ^ v ì n 

làm với Oz một góc tù. Do đó 

Ti i 

s 

\ 

/ 
/ 

\ 

/ 3 ý' 

Hình 4.17 
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ì ( y - z ) - + ( z - x ) ^ - ( x - y ) 
z z 

dS = V 2 | | ( y - x ) d S = 0 

vì mặt s đố i xứng đ ố i với các mặt phang X = 0, y = 0 và hàm số dướ i dấu 
tích phân là lẻ đối với X và y. 

4.4.3. Công thức stokes 

Ở 4.2 đã chứng minh công thức Green, nó cho ta mối liên hệ giữa 
tích phân đường loại 2 theo một đường phang kín L vớ i tích phân kép 
trong miền D giới hạn bởi L . Công thức Stokes dưới đây cho ta mối liên 
hệ giữa tích phân đường loại 2 theo một đường kín L trong không gian 
với tích phân mặt loại 2 trên một mặt định hướng s giới hạn bời L . Đó là 

kết quả mở rộng công thức Green sang không gian R 3 . 

Giờ sử s lá một mặt định hướng trơn từng mảnh, biên cùa nó là một 
đường kín L trơn từng khúc. Nếu các hàm sốPịx, y, z), Qịx, y, z), R(x, y, ĩ ) 

liên tục cùng với các đạo hàm riêng cấp một cùa chúng trẽn s thì ta có 

' á p 3 R V , . , (dọ 
dzdx + 3x 

á p 

3x ờy 
dxdy = 

= j P d x + Qdy + Rdz, 
L 

chiều lấy tích phân trên L được chọn sao cho một người đi dọc theo L 
theo chiều ấy nhìn thấy mặt s kề với mình ở bên trái. 

Chứng minh. Ta chứng minh công 
thức Stokes ưong trường hợp s có 
phương trình là z = f(x, y), ương đó f có 
các đạo hàm riêng đến cấp hai liên tục 

ưong miền D (hình 4.18), gọ i L ị là biên 

của miền D. Giả sử phương ư ình tham 

số của L Ị là 

x = x(t),y = y(t),aắtáb. 

Ó 

Li 
Hình 4.18 
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Khi đó phương trình tham số của L là 
X = xít), y = y(t), z = f(x(t), y(t)), a < t < b 

Đát 

Ta có 

ì = Jp(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz 

% ' < . > 4 / < . ) 
dx ơy 

: = J Px'(t) + Qy'(t) + R 
a -

= ]í(p + R|I)x'(„ + ÍQ + R|Ì)yTO 

dt 

dt = 

dx + Q + 4 
ày 

dy. 

Biểu thức cuối cùng là một tích phân đường trên đường kín phang. 
Áp dụng công thức Green, ta được 

ó 3y dx - ề í 
P + R 

9f 

8x 
dxdy. 

Tính biểu thức dướ i dấu tích phân kép, ta được 
a Q . + d o . l í +  Ị p L Í t + dR j t f i l + R. d 2 f 
8x 3z 8x 3x 9y 3z 3x dy dxdy 

3P + 3 P 3 f + 3R 3f + 3R 3f d í + R a 2 f ^ 
3y 3z 3y 3y dx dz dy dx dydx. 

( 3 Q 3P> / á p | 3 f ' 3 R ao ì 
v 9x à y , U z 3x i lay 3z y 

3f 
dx" 

Do đó 

ì 

D L 

" (dR do) Bĩ ịdp '3Q 
. U y dz j dx U z 3x / v 3 x 

dxdy 

Các cosin chỉ phương của pháp tuyến của mặt s là 

f : 
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Vì vậy 

-ÍỈLA A„-A.,A ti A U 
- -r-dxdy = dydz,- — dxdy 

ơx dy 

dzdx. 

8P_aR 

dz 3x 
dzdx + 

3 Q _ d P 

dx dy 
dxdy. 

Cuối cùng ta được 

V7/' Í/Ị< . Tính ì = <j)ydx+ zdy+ xdz, L là giao tuyến của hai 
L 

.2 . _2 

mát 

x + y + z = 0. X + y + z = a , chiều trên L là ngược chiều k im đông hô 
nếu nhìn về phía z > 0 (hình 4.19) 

x + y + z = 0 1à phương trình của một 
mặt phảng đi qua gốc o nên L là một 
đường tròn lớn của mặt cầu. Áp dụng công 
thức Stokes với s là mặt phảng X + y + z = 0 
giới hạn bởi L , hướng về phía z > 0. Ta có 

p = y = > p ; = 0 , Py = Ì ; Q = z=> Q' x = 0 , 

Q'z = Ì ; R = X => R'y = 0, R'x = 1. 

Công thức Stokes cho ta 

I = - J j d y d z + dzdx + dxdy. H j n h 4 1 9 

s 
Qiuyển sang tích phân mặt loại một, ta có z = -X - y => p = - Ì, 

q = - 1 . Vậy các cosin chỉ hướng của vectơ pháp tuyến n tương ứng cùa 

s là —u,—u,—u vì n làm với Oz một góc nhọn, do đó 
V3 V3 V3 

ì = - V 3 l i dS = - 7 i V 3 a 2 , 

vì s là mặt ườn bán kính bằng a. 

4.4.4. Vectơ rôta 

• Cho trường vectơ F(M) có các toa độ là P(M), Q(M), R(M). Nguôi 

ta gọ i vectơrôta (hay vectơxoáy) của F là vectơ có các toa độ là 
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dR dọ dP dR dọ 
dy dĩ. ' dz ỏx ' dx 

và kí hiệu là rotF. Vậy 

' 8 R 
rotF = 

dy dz 
3 Q V fdP 

i + 

á p 

à y ' 

dR 
dz dx j + 

d Q _ 3 P 

3x 3y 
k. 

Để dê nhớ, người ta thường viết biểu thức của rotF bằng định thức 
cấp ba tượng trưng sau : 

rotF: 

Ì J K 
Ã Ắ Ã 
dx 3y 3z 
p Q R 

9y dz ì 
Ở R V r a o 

j + 
áp 

k. 
á p 

Bằng cách viết đó, có thể dễ dàng chứng minh được rằng : nếu f là 

hàm số ba biên số có các đạo hàm riêng liên tục thì 

(4.19) rõt(gradf) = 0 
Thật vậy, ta có 

rot(gradf) 
dx 
dĩ 

J 
d_ 

dĩ 
dí 

dí 

dx dy dz 

_ ( 32f 32f 32f _ a 2 f V + í _ a ^ L _ y±. ị« í _ ^ 
dydz dzdy) \dzdx dxdz) ydxdy dydx 

k = 0 

• Người ta gọ i lưu số của F dọc theo đường kín L là tích phân đường 

ị Pdx + Qdy + Rdz = ị F.dr, 
L Ì 

trong đó ĩ = r( t ) là phương trình tham số dạng vectơ của L. 

Khi đó công thức stokes có thể phát biểu như sau : lưu số của F dọc 

theo một đường kín L bằng thông lượng của rotF qua một mặt định 
hướng s có biên là L 
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L s 
n là vectơ pháp đơn vị cùa mặt định hướng s. 

Ví dụ. Cho F(x,y,z) = yz ĩ + ZXJ + xyĩc. Tính thông lượng ộ cùa rotF 
2 2 2 

qua phần của mặt cầu X + y + z = 4 hướng vào trong, nằm ờ ương mặt 
trụ X 2 + y 2 = Ì, ứng với z > 0 (hình 4.20). 2ị 

X2 + y2 + Z2 = 4 

x2 + y2 = 1 

Hình 4.20 

Theo công thức Stokes, ta có 

<D = l i rõtF.ndS = | F . d r , 
s L 

L là đường tròn, giao tuyến 

của mặt cầu và mặt trụ. Dễ 
dàng thấy rằng phương trình 
tham số của L là X = cost, 

y = sim, z = V ã , 0 < t < 2ĩĩ. Vậy 
phương ư ình vectơ của L là 

r ( t ) = cost.i +sint . j + 

Do đó 

r ' ( t ) = -s in t . i +cost . j . Mặ t khác 

F(r(t)) = Vĩsint.ĩ + Vĩcost. j + costsint.ic. 

Vì mặt cầu hướng vào trong nên chiều trên L là thuận chiều kim 

đồng hồ. Do đó 
2it _ _ 271 

4> = - j ( - V ã s i n 2 t + V ã c o s 2 t)dt = - V ã Ị cos2tdt =0 . 

0 0 

• Ý nghĩa cùa vectơ rôta. 

Giả sử V là trường vận tốc của một dòng chất lỏng, M Q là một điểm 

trong chất lỏng, Sa là một đĩa tròn tâm Mo bán kính a khá nhò. Vì rotv 

liên tục, nên 

ĩ õ t v ( M ) » ĩ õ í v ( M 0 ) V M e Sa. 
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Gọ i L a là biên của Sa, công thức Stokes cho ta 

ị v.dr = l i rotv.ĩỉdS = j J ro tv(M 0 ) .ndS = 

La Sa sa 

= ro tv(M 0 ) .n(M 0 ) . rca 2 . 

Đ ộ chính xác càng lớn nếu a càng bé. Do đó 

rotv(M0).n(M0)= lim -Kr ị v.dr. 
a->0 Tia2 ' 

Do đó rotv(M0).n(M0) biểu thị tác động quay của chất lỏng xung 

quanh trục n. Tác động ấy cực đại khi n đồng phương với rotv. Theo ý 

nghĩa ấy điểm M được gọ i là điểm xoáy nếu rotv(M) * 0, điểm không 

xoáy nếu rotv(M) = 0 . 

4.4.5. Điều kiện để tích phân đường trong không gian không phụ 
thuộc đường lấy tích p h â n 

Ở mục 4.2.4 công thức Green đã được sử dụng để tìm điều kiện cần 

và đủ để tích phân đường trong mặt phăng ị Pdx + Qdy không phụ 

AB 
thuộc đường nối A, B. Tương tự như vậy có thể dùng công thức Stokes 
để tìm điều kiện cần và đủ để tích phân đường trong không gian 

ị Pdx + Qdy + Rdz không phụ thuộc đường lấy tích phân. 

AB 

Giả sử rằng miền đem liên D c R 3 có tính chất sau : mọ i đường lon L 
trơn từng khúc trong D đểu là biên của một mật ươn từng mảnh nằm 
hoàn toàn ương D. p, Q, R là ba hàm số có các đạo hàm riêng cấp một 
liên tục trong D. Người ta chứng minh được rằng điều kiện cần và đù để 

tích phân đường trong không gian J^ Pdx + Qdy + Rdz không phụ thuộc 

AB 
đường nối A, B nằm hoàn toàn trong D là : 
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dy dz dz dx' dx dy 

Đ/'é/<  Ẩr/ẹ/1 (4.20) cũng là điểu kiện cần và dù đế Pdx + £)íẠ + Rdz là 
vi phán toàn phán cùa một hàm sỏ uịx, y, z) nào dó. 

Hàm sò u(.x, V. 2) ấy được cho bởi công thức 

(4.21) U(M) = u(x, y, z) = I P(x,y,z)dx + Q(x.y-z)đy + R(.\Ạ\z)dz + c 

M0(x0, yo- Z()) là một điểm nào đó trong D, c là hằng số tuy ý. 

Nếu miền D là toàn bộ R , có thế tính u(x, y, z) bởi công thức 
X y 

(4.21') u ( x , y , z ) = j p ( x , y 0 . z . 0 ) d x + ị Q(x ,y ,z 0 )dy + 

Xo  Ỹo 
z 

+ ị R(x,y,z)dz + C. 

Ã) 

4.4.6. Trường thê 

Cho trường vectơ F = F(M) có các thành phần là P(M), Q(M), R(M). 
p, Q, R cùng với các đạo hàm riêng cấp một của chúng liên túc trong 
một miền D nào đó. Nếu trong miền D tồn tại một hàm sô u = U(M) 
sao cho 

(4.22) gradu - F 

thì trường F được gọi là trường thế xác định trong D, U(M) được gọi là 

hàm số thể vị cùa trường F. Nếu í, j . k là các vectơ đơn vị trẽn ba trục, 
đẳng thức (4.22) được viết là 

du r du- du p r - -

dx ơv dz 

hay 

9x dy di 
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do đó Pdx + Qdy + Rdz là vi phân toàn phần cùa u, điều này xảy ra khi 
và chỉ khi 

8R = 3Q 3P = 3R dQ = dP 
dy dz' dz dx' dx ày 

tức là r ó t ? = 0. 

Vậy : điều kiện cán và đủ dể trường vectơ F = F(M) là một trường 

thế là rõ tF(M) = 0 V M . 

Ví dụ. Trường vectơ F(x,y,z) = y 2 ĩ + (2xy + e 3 z ) j + 3ye 3 / k là một 

trường thế, vì 

rotF = i _ A A 

3x 3y 3z 

y 2 2xy + e 3 z 3ye 3 z 

= (3e 3 z - 3e 3 z ) ĩ + 0 j + (2y - 2y)k = 0. 

Hàm thế vị u của trường là hàm thoa mãn 

ặ ì = y 2 , ^ = 2 x y + e 3 z , | ^ = 3 y e 3 z 

dx ày ỏz 
Áp dụng công thức (4.21') với x 0 = 0, y 0 = 0, ZQ = 0, ta được 

u(x, y, z) = x y 2 + y e 3 z + c 
c là hằng số tuy ý. 

Chú thích. Giả sử dưới tác động của lực F một chất điểm chuyển 
động trên quỹ đạo L từ A tới B. Giả sử phương trình chuyển động là 
r = r ( t ) a < t < b, r(a) ứng với A, r(b)  ứng với B. Theo định luật 

Nevvton thứ hai, ta có 

F(r( t ) ) = m f ( t ) , 

m là khối lượng của chất điểm. Vậy công sinh bởi lực F là 
b 

w = |F.d? = Jp(r( t)) .p(t)dt = 
L 
b 
Jmr"(t).r*(t)dt 
a 

ra f d h 
J át 2 { át 
à 

dt = 
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^ ( ị r - ( b ) l 2 - |P (a ) | 2 ) = l m Ị v ( b ) | 2 - l m ị v ( a ) | 2 . 

Ì v = r ' là vận tốc. Đạ i lượng - m | v ( t ) | 2 được gọi là động nâng của 

chất điểm ở thời điểm t. Vậy 

w = K(B) - K ( A ) , 
trong đó K ( M ) là động năng của chất điểm ở M . 

Nếu trường F là trường thế, thì tồn tại hàm số f (x , y, z) sao cho 

F = gradf. Hàm số P(x, y, z) = - f ( x , y, z) được gọi là thế nàng của chất 

điểm tại (x, y, z). Vậy 

F = -gradP. 

Do đó 

w = |F .d r = - jgradP.dr = 

- dx ơy dz 
dt = 

= - f—P(x(t) ,y(t) ,z( t))dt = - [P( r (b) ) - P(r(a))] = 
J dt 
a 

= P ( A ) - P ( B ) . 
So sánh hai kết quả tính w , ta được 

P(A) + K ( A ) = P(B) + K(B). 
Tổng của động nâng và thế năng được bảo toàn. 
Vì l ẽ đó trường thế còn được gọ i là trường bảo toàn. 

4.4.7. Công thức Ostrogradsky 

• Giả sử V là một miền giới nội đóng trong R có biên là một mặt 
kín ươn từng mảnh s. Giả sử P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) là ba hàm 
số liên tục cùng vớ i các đạo hàm riêng cấp một của chúng trong V. Ta sẽ 

chứng minh rằng 
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(4.23, m i 
à? dọ ỎR 

dx dy dz 
dxdydz = l i Pdydz + Qdzdx + Rdxdy, 

Z2 

Z1 

tích phân mặt lấy theo phía ngoài của mặt s 
Công thức (4.23) được gọi là z 

công thức Ostrogradsky. 

Thật vậy giả sử mỗ i đường 
thẳng song song với các trục toa 
độ cắt mặt s ở không quá hai 
điểm (hình 4.21). 

Xét tích phân bội ba 

•cỊR 
dz 

ì 

V 
z2(x,y) 

in 
N. 

v « v M 2 J . 
V 

> Mì 

N y 
N. 

> 

- Í H » í f d z 

D z,(x,y) Hình 4.21 

trong đó D là hình chiếu của s lên mặt phảng Oxy, z = z 2(x, y) và 

z = Zị(x, y) là phương trình của phần trên S2 và phần dưới S| của s, vậy 

z=z2(x,y) 
l ị = j j R(x,y,z) 

D 
z=Zị(x,y) 

dxdy 

= l i R ( x , y , z 2 ( x , y ) ) d x d y - j jR(x ,y , z , (x ,y ) )dxdy . 

D Ố 
Nhưng theo công thức tính tích phân mặt loại hai, ta có 

l i R(x, y, z)dxdy = JJ R(x, y, z 2 (x, y))dxdy, 

S2 D 

ịị R(x, y, z)dxdy = - j j R(x, y, Zị (x, y ))dxdy 

D 

VÌ pháp tuyến của S2 làm với Oz một góc nhọn, còn pháp tuyến của Sị 
làm với Oz một góc tù. Do đó 

12- TOÁNCAOCẤP - T3 
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ì = l i Rdxdy + l i Rdxdy = j j Rdxdy 

Tương tự, ta có 

h = ỊỊỊy dxdydz = li Pdydz 

dọ 

V ay s 
Cộng ba kết quả ấy lạ i ta được công thức Osữogradsky (4.23). 

ì = f í J ^ d x d y d z = J|Qdzdx. 

Hệ quả. Thể tích V của vật thể giới hạn bởi mặt cong kin s được cho 
bài công thức 

(4.24) v = - j j x d y d z + ydzdx + zdxdy. 

Thật vậy, chỉ việc áp dụng công thức (4.23) vào các hàm số p = X, 
Q = y, R = z. • 

Theo kết quả này, tích phân mặt cho trong ví dụ Ì , mục 4.4.2 bằng 
3 lần thể tích cùa hình cầu bán kính R, tức là 4TCR 3. 

Ví í dụ : Tính ì = l i y 2 z d x d y + xzdydz + x 2ydzdx, s là phía ngoài cùa 

biên của vật thể giới hạn bởi các mặt 

z = X 2 + y 2 , X 2 + y 2 = Ì và các mặt 
phang toa độ (hình 4.22). 

Áp dụng công thức (4.23) với 

P = XZ,Q = x2y, R = y2z, do đó p; = z, 

Q'y = X2, R'z = y2, ta được 

I = jjj(z + x2+y2)dxdydz, 

Hình 4.22 
V là vật thể giới hạn bởi mặt s. Nó 

được xác định bởi (x, y) € D, 0 < z < X 2 + y 2 , D là một phần tư hình tròn 
tâm o bán kính Ì trong góc phần tư thứ nhất của mặt phảng Oxy. 
Chuyển sang toa độ trụ, ta được 
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TỊ 
2 

= U I (z + r 2 )rdrd(p = Ị d(f>Ị rdr J (z + r 2 )dz = 

0 0 

= — r — + T2Z \\ _' dr = — - r 3 d r = -
2 í \ 2 Jịz=° 2{2 8 2J 2 

0 

4.4.8. Đive của một vectơ 

• Nếu vectơ F(M) có các toa độ P(M), Q(M), R(M) là những hàm số 
dp do dR 
có các đao hàm riêng cấp mót thì tổng —— + —=• + —— đươc gói là đive 

dx dy dz 
của F, kí hiệu là div F. Đó là một đại lượng vô hướng. 

Dễ dàng thấy rằng : nếu F = PĨ + Qj+Rk, các hầm sấp, Q, R có 
các đạo hàm riêng cấp hai liên tục thì 

(4.25) div(rõtF) = 0. 
Thật vậy 

jj 
div(rotF) = — 

dx 

a2R a2Q 32P a2R a2Q a2p n 

- - — - - ^ + — — - - — + — ^ - — — = 0 . 
3x3y dxdz dydz dydx dzdx 3zdy 

• Công thức Osưogradsky có thể phát biểu như sau : Thông lượng 

của trường vectơ F(M) qua một mặt kín hướng ra ngoài bằng tích phân 

bội ba cùa divF trong miền V giới hạn bởi mặt s. 

Ví dụ. Tính thông lượng <ỉ> của F = xyĩ + (y2 + exz2) j + sin(xy)k qua 

biên s hướng ra ngoài của vật thể V giới hạn bởi mặt trụ z = Ì - X và 
các mặt phang y = 0, z = 0, y + z = 2 (hình 4.23). 

Tính trực tiếp (ị) bằng tích phân mặt JJ F.ndS rất phức tạp. Áp dụng 

'3R ' á p 
1 + 1 -

^3z dx , / 3z v 3x " a y J 

công thức Ostrogradsky, ta được 
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<Ị> = j j jd ivFdxdydz = 
V 

= j j j 3ydxdydz = 
V 

I l-.\2 2-z 
= 3 ĩ dx ị áz ị ydy 

- 1 0 0 
1 ' -X 2 o 

- 3 - x / ^ T 2 

y = 2-z 

dz 

- I 

2 J 

(2 -z )3 

3 Jo 

I-x2 

dx 

Ì 
= - - j [ ( x 2 + l ) 3 - 8 ] d x = 

-Ì 
Ì 

= - J ( x 6 + 3 x 4 + 3 x 2 - 7 )dx = 
184 
35 ' 

• Ý nghĩa của div F 
Giả sử V là vận tốc của chất lỏng có mật độ s, các thành phần cùa 

vectơ F = pv có các đạo hàm riêng liên tục. M Q là một điểm cùa chất 

lỏng, B a là hình cầu tâm Mo bán kính a khá nhỏ, Sa là biên của hình cầu 

đó. Vì div F liên tục nên có thể xem 

divF(M) = d i v F ( M 0 ) , V M G B a . 

0(3 đÓ ịịĩMS =ịịịdivFdxdydz = |JJdivF(M0)dxdydz = 
Sa Ba Ba 

= d i v F ( M 0 ) . V ( B a ) , 

V(B a ) là thể tích hình cầu B a . Do đó 

d ivF(Mo)= l im 
a ^ 0 V ( B a ) 

zr- [ÍF.fĩdS. 
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Vậy nếu divF(M) > 0, thông lượng ra ngoài những mặt cầu khá bé 

tâm M là dương, ta nói M là điểm nguồn. Nếu divF(M) < 0, ta nói M là 

điểm rò. Nếu divF(M) = 0 V M thì thông lượng qua mọ i mặt kín đều 

bằng không. Khi ấy ta nói rằng trường vectơ F(M) có thông lượng 
bảo toàn. 

4.4.9. Toán tử Hamilton 

Người ta gọi toán tử Hamilton (hay nabla), kí hiệu là V, là vectơ 

' 7 ~ , , r V w ^ Ui „ 1 1 1 
tương trưng có các thành phan là — , — , — 

ơx cty ơz 

_ 1 3x J 3y dz 

Áp dụng một cách hình thức các quy tắc tính toán như đ ố i với một 
vectơ thực sự, ta thu được một số cách viết đem giản. 

Nếu u là một hàm số, ta có 

v .u i — + j - ^ - + k ^ -
dx. ày dz 

râu -r3u 7* 3u —*, 
= i — + j — + k — = gradu. 

3x dy dz 
Nếu F là một vectơ có các thành phần là p, Q, R, ta có 

dx dy dz 

V A F = 

í j k 
d_ d_ d_ 

dx ày dz 
p Q R 

rotF, 

*ĩ — a 2 a 2 a 2 _ ( ( , , . , , 
V = v . v = —— + —— + —7 = A (toán tử Laplace). dx2 dy2 dz2 
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Hàm số u(x, y, z) thoa mãn phương ư ình 

d 2 u a 2 u a 2 u n 

A u = — + — + — T = 0 
3x 2 à y 2 3z 2 

được gọ i là hàm số điều hoa. 

Ta cũng có 

div(gradf) = d iv(Vf) = V.Vf = Af. 

Chú thích : 

Đẳng thức (4.19) có thể viết là : 

0 = rõt(gradf) = V A (gradf) - V A v . f . 

Đẳng thức này tương tự như đẳng thức V A v.a trong đại số vectơ, V 
là một vectơ, a là một số. 

Đẳng thức (4.25) có thể viết là 

0 = div(rõtF) = v . rõ t F = v . v A F 

Đẳng thức này tương tự như đẳng thúc v.v A w = 0, V, w là nhũng 

vectơ. 

TÚM TẮT CHUÔNG IV 

• Đinh nghĩa tích phân đường loại Ì 

Cho hàm số f ( M ) = f(x, y) xác định ưên một cung thẳng AB. Chia 

A B thành n cung nhỏASị,..., A s n . Trên ASj lấy một điểm tuy ý Mị . 

n 
Giới hạn, nếu có, của tổng ^ f ( M j )ASj khi n - * » sao cho max dj —> 0, 

i=i • 
d là đường kính của Asị, được gọ i là tích phân dường loại Ì của f (x , y) 

trên cung AB, kí hiệu 

Ị f (M)ds 

AB 
• Cách tính tích phân đường loại Ì 

- Nếu A B được cho bởi phương trình y = y(x), a < X < b thì 
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ị f(x,y)ds = | f ( x , y ( x ) ) V l + y ' 2 ( x ) dx. 

AB a 

- Nếu Ấ B dược cho bởi phương trình tham số X = x(t), y = y(t), 

tị < t < t 2 thì 

Ị f(x,y)ds = ịf(x(t),y(t))Vx'2(t) + y,2(t) dt. 

AB 'ì 

• Định nghĩa tích phân đường loại 2 

Cho hai hàm số P(x, y), Q(x, y) xác định ữên một cung phang AB. Chia 

ẨB thành n cung nhỏ bói các điểm A 0 = A, A j , A 2 , A „ = B. Gọ i AXj, 

Áy là hình chiếu của A ị . ị A ị lên hai trục. Mị là một điểm lấy tuy ý 
n 

trên A ị . ị A ị . Giớ i hạn, nếu có, của tổng £ [ P ( M j ) A X j + Q ( M i ) A y i ] 
. i=l 

khi n - > oo sao cho max ẢXị 0, maxAyi - > 0 được gọ i là tích phân 

đường loại hai của các hàm số P(x, y) , Q(x, y) trên AB, kí hiệu 

J^P(x,y)dx + Q(x,y)dy. 

AB 

• Cách tính tích phân đường loại hai 

- Nếu Ấ i được cho bởi y = y(x), a, b là hoành độ của A, B thì 
b 

Ị P(x, y)dx + Q(x, y)dy = ị[P(x,y(x)) + Q(x, y(x))y '(x)]dx. 

AB a 

- Nếu ẤB được cho bồi phương trình tham số X = x(t), y = y(t), t A , 

t B là giá trị của tham số ứng vớ i A , B, thì 

Ị P(x,y)dx + Q ( x , y ) d y = j [ P ( x ( t ) , y ( t ) ) + Q(x(t),y(t))yXt)]dt 

AB lA 
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Công thức Green 
3Q ap^ 

Ị Ị \ ụ ~ d x d y = f P d x + Qdy, 
J-H3x dy) J D 

L là biên của miền D. 

• Diện tích s của miền D giới hạn bởi đường kín L 

s = — J x d y - y d x . 
L 

• Điều kiện  ắt có và đủ để tích phân đường Ị Pdx + Qdy không phụ 

AB 
thuộc đường lấy tích phân trong một miền D nào đó là 

d P _ 3 Q w, V r-v 
T - = 7 ? . V ( x , y ) e D . 
áy ơx 

Khi điều kiện ấy được thoa mãn thì Pdx + Qdy là v i phân toàn phần 
của một hàm số u(x, y) nào đó. Nếu D = R 2 , u(x, y) được cho bởi 

X y 
u ( x , y ) = | p ( x , y 0 ) d x + | Q ( x , y ) d y + C 

Xo y<> 
hay 

y X 
u(x,y) = Ị Q ( x 0 , y ) d y + ị P(x,y)dx + c, 

ỹo x(> 

(x 0 , y 0 ) là một điểm cố định chọn trong D, c là hằng số tuy ý. 
• Định nghĩa tích phân mặt loại Ì 
Cho hàm số f ( M ) = f(x, y, z) xác định trên một mặt s. Chia s thành n 

mảnh A S Ị , AS n. Trên ASj lấy một điểm tuy ý M j . Giớ i hạn. nếu có, 

n 

của tổng ^ f ( M ị )ASị khi n —> °° sao cho max dị —> 0, d, là đường kính 
i=l 

của AS được gọi là tích phàn mặt loại Ì của f ( M ) trên s. kí hiệu 

j ] f ( x , y , z ) d S . 
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• Cách tính tích phân mặt loại Ì 
Nếu mặt s được cho bới z = z(x, y), (x, y) e D thì 

j Ị f ( x , y , z ) d S = j " j f ( x , y , z ( x , y ) ) V l + p 2 + q 2 d x d y , 
s Ố 

p = z'x< q = z'y. 

• Định nghĩa tích phân mặt loại 2 
Cho hàm số R(M) = R(x, y, z) xác định trên một mặt định hướng s. 

Chia s thành n mảnh ASj, AS n . Trên ASj lấy một điểm tuy ý M . Gọi 

Dj là diện tích của hình chiếu của ASj lên mặt phảng Oxy với dấu + 

(hay - ) nếu vectơ pháp tuyến của s tại Mị làm với Oz một góc nhọn 
n 

(hay tù). Giới hạn, nếu có, của tổng V R ( M j ) . D j khi n -> DO sao cho 
i=l 

max dị —> 0, d; là đường kính của ASj, được gọ i là tích phân mặt loại 2 

của hàm số R(M) trên mặt s, kí hiệu J jR(x,y,z)dxdy. 

s 
• Cách tính tích phân mặt loại 2 
Giả sử mặt s được cho bởi z = z(x, y), (x, y) e D. Khi đó 

ỊỊ R(x,y,z)dxdy =ịị R(x,y,z(x,y))dxdy 
s ố 

nếu vectơ pháp tuyến của s làm với Oz một góc nhọn, 

| |R (x ,y , z )dxdy = -ỊỊ R(x,y,z(x,y))dxdy 
s D 

nếu vectơ pháp tuyến của s làm với Oz một góc tù. 
• Công thức Stokes 

f f f a R _ 3 Q V r á p (dọ d P V J m _ 

f l f - ^ J d y d z H i - i r d x H ^ " i r d y = 

= Ịpdx + Qdy + Rdz, 
L 

L là biên cùa mát s. 
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Công thức Osưogradsdy 

JJJ dy dz) 
dxdydz = J jpdydz + Qdzdx + Rdxdy, 

s là biên của V . 

B ả i t ập 

1. Tính các tích phân đường : 

1)  Ị (X - y)dx, A B là đoạn thẳng nối hai điểm A(0 ,0 ) , B(4, 3). 
AB 

2) Ịxyds, L là biên của hình chữ nhật ABCD, A(0 ,0 ) , B(4,0), 

L 
C(4, 2), D(0, 2). 

.. r e - / . . t 2 t 3 

3) l - ^ y ds, L được xác định bởi X = t, y = — , z = — , 0 < t < 1. 
í 2 

a i 7 - Ị ) 
= ^-\ea + e a 0 < X < 2. Tính khối lượng của đường y =—\ea + e a / , 0 < X < a biết khối 

lượng riêng p(x,y) = — (a>0). 
y 

3. Xác định ương tầm của các đường đồng chất : 

1) X = a(t - sim), y = a(l - cost), 0 < t < TI 

2) X = acost, y = asint, z = bt, 0 < t < TI. 
4. Tính các tích phân đường : 

1) ị ( x - y ) 2 d x + (x + y ) 2 dy , ABC là đường gấp khúc, A(0,0) , 
ABC 

B(2,2) ,C(4,0) . 

2) | y d x - ( y + x 2 )dy , L là cung parabôn y = 2x - X 2 nằm ờ trên 

L 
ưục Ox theo chiều kim đồng hồ. 
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5. Tính J^ (xy - l)dx + x 2 ydy , A ( l , 0), B(0, 2) theo đường : 

AB 
l ) 2 x + y = 2 

2) 4x + y 2 = 4 

9 V 2 

3) \ z + — = Ì theo chiều dương. 

6. Tính các tích phân đường 

1) ệ xy x + -r dx + • ( f + y W , L là biên của tam giác ABC, 

A ( - 1 , 0 ) , B ( 1 , - 2 ) , C ( 1 , 2 ) . 

2) Ị 2 (x 2 + y 2 )dx + (4y + 3)xdy, ABC là đường gấp khúc, A(0, 0), 

ABC 
B(1,1),C(0,2) 

3) <ỳ(xy + X + y)dx + (xy + X - y)dy, L là đường X 2 + y 2 = ax (a > 0), 
L 

4) j>x3 (y + - | ) d y - y 3 Ịx + ^ Ị d x , L là đường X 2 + y 2 = 2x. 

L 

7. Tích phân đường f(l--^T-cos— dx + ísin—+—cos—ìdy có phụ 
J 1 X* X 7 V X X X / 

thuộc dường lấy tích phân không ? Tính tích phân ấy từ A ( l , 7t) đến 

B(2, ít) theo một cung không cắt Oy. 

8. Tích phân đường ị 
X 2 + y 2 ị 3x 2 - y 2 3 y 2 - X 2 

xy Ị, X y 
dy có phụ 

thuộc đường lấy tích phân không ? Tính tích phân ấy theo cung A B 

xác định bởi X = t + cos 2t, y = Ì + sin 2t, 0 < t < - | . 

9. Chứng minh rằng các biểu thức Pdx + Qdy sau đây là vi phân toàn 
phần của một hàm số u(x, y) nào đó. Tun u : 

Ì) (X 2 - 2xy 2 + 3)dx + ( y 2 - 2x 2 y + 3)dy 

2) (2x - 3xy 2 + 2y)dx + (2x - 3x 2 y + 2y)dy 
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3) [e x + y + cos(x - y)]dx + [e x + y - cos(x - y) + 2]dy 
4) e x [e y (x - y + 2) + y]dx + e x [e y (x - y) + Ì ]dy 

xdx , Ị - X 2 - y 2 

5 ) „2 .2 + 2 -2 y d y -
x z + y z x z + y z 

10. Tim m để biểu thức 
(x - y ) d x + (x + y)dy 

( X 2 + y 2 ) m 

là vi phân toàn phần của một hàm số u(x, y) nào đó. Tim u. 
l i . Tim a, b đê biêu thức 

(ax 2 + 2xy + y 2 )dx - ( x 2 + 2xy + by 2 )dy 

( x 2 + y 2 ) 2 

là vi phân toàn phần của một hàm số u(x, y) nào đó. Tim u. 
12. Tim a, p để tích phân đường 

r y ( l - X 2 + à y 2 )dx + x ( l - y 2 + Px 2 )dy 

ị (1 + x 2 + y 2 ) 2 

không phụ thuộc đường lấy tích phân. Tính tích phân ấy từ điểm A(0, 0) 
đến điểm B(a, b) ứng với các giá trị oe, p đã tìm được. 

13 Tính ệ *dx?dy L là đường elip 4 + 4 = 1-
Ị ( x 2 + y 2 + 1) 2 a 2 b 2 

14. Tính tích phân mặt JJ ( x 2 + y 2 )dS nếu : 

s 

Ì) s là mặt nón z" = X - + y , 0 < z < Ì 
2 ~> ì ì 

2) s là mặt câu X + y~ + z~ = a . 
15. Tính các tích phân mặt : 

1) j j ( x + y + z)dS, s là biên của hình lập phương 0 < X < 1. 0 < y <1, 

s 
0 < z < Ì ; 

z 2) j | ^ z + 2x + — j d S . s là phần cùa mật phảng + 
s 

trong góc phần tám thứ nhất; 

nam 
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3) j j " (yz + zx + xy)dS, s là phần của mặt nón Z = Ậ 2 + y 2 nằm 

s 
trong mặt trụ X 2 + y 2 - 2ax = 0. 

16. Tính khối lượng của mặt z = - ( x 2 + y 2 ) , 0 < z < Ì nếu khối 2 2 
pua mại z. — — V/ -=-"*' 

2 
lượng riêng p(x, y, z) = z. 

X 2 + y 2 

17. Xác định trọng tâm của mặt đồng chất z = 2 , z > 0. 

18. Tính các tích phân mặt: 

1) l i xyzdxdy, s là mặt ngoài của phần hình cầu xác định bởi 

s 
x 2 + y 2 + z 2 = l , x > 0 , y > 0 

2) l i xdydz + dxdz + xz 2 dxdy, s là mặt ngoài của phần hình cầu xác 

s 
định bởi X 2 + y 2 + z 2 = Ì, X > 0, y > 0, z > 0 

f f 2 2 2 ' 
3) zdxdy. s là mặt ngoài của X + y + z = R 

s 

f f d y d z dzdx dxdy s; . 
4) -L— + ——— + — , s là mặt ngoài cua 

J J X y z 

2 2 2 
x z y z 7T 
a 2 b 2 c 2 

5) l i x 2 dydz + y 2 dzdx + z 2 dxdy, s là mặt ngoài của 

s 

(X - a) 2 + (y - b ) 2 + (z - c ) 2 = R 2 , R > 0. 

19. Tính ^ ) (y 2 + z 2 ) d x + (z 2 + x 2 ) d y + ( x 2 + y 2 ) d z , L là giao tuyến 

L 

của các mật X 2 + y 2 + z 2 = 2ay, X 2 + y 2 = 2by, z > 0, a > b > 0, hướng đi 
trên L là ngược chiều kim đồng hồ nếu nhìn từ phía z > 0. 
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20. Tính các tích phân mặ t : 

1) J jxzdydz + yxdzdx + zydxdy, s là phía ngoài cùa biên của 

s 
hình chóp X > 0, y > 0, z > 0, X + y + z < Ì 

2) J Jx 3 dydz + y 3dzdx + z 3dxdy, s là phía ngoài cùa mặt cầu 

x2 + y2

+

Sz2 = R2 

3) j j x 2 d y d z + y 2dzdx + z 2 dxdy, s là phía ngoài của biên của hình 

s 
lập phương 0 < X < a, 0 < y < a, 0 < z < a. 

21 . Chứng minh các công thức 

div(gF) = gradg.F + gdivF ; d i v ( 5 A F ) = F . r õ t G - G . r o t F ; 

rot(gF) = gradg A F + grotF. 

22. Chứng minh rằng các ưường vectơ sau đây là những trường thế. 

Tim hàm số thế vị của trường : 

1) F(x,y) = e" x 1 - l n ( x + y) 
7 e" x -Ị 

x + y x + y 

2) F(x, y, z) = yz(2x + y + z ) ĩ + zx(2y + z + x ) j + xy(2z + X + y)k 

3) F(x,y,z) = (y + z ) ĩ + (x + z)J + (x + y)k. 

23. Tính thông lượng của các trường vectơ sau : 

1) F(x,y,z) = xy 1 + yzj + zxk qua phần của mặt cầu 

X 2 + y 2 + z 2 = R 2 , X > 0, y > 0, z > 0 hướng ra ngoài. 

2) F(x,y,z) = x 3 ĩ + y 3 j + z 3 k qua mặt cầu X 2 + y 2 + z 2 = X hướng 

ra ngoài. 

3) F(x,y,z) = x ĩ + y j + zk qua mặt z = l-yjx2 + y 2 , z > 0 hướng 

lên trên. 
_ ị _ ị - ị - y2 z 2 

4) F ( x , y , z ) = - i + - j + 7 k qua mặt ^ - + ^ - + ^ - = 1 hướng ra ngoài. 
X y z a z bl CL 
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24. Đặt r = yj\2 + y 2 + z 2 . T im hàm số f(r) khả vi sao cho f ( l ) = Ì 

và div(f(r).ÕM) = 0 tại mọi điểm M(x, y, z). 

25. Cho vectơ F(x,y,z) = xf(r)ĩ + yf(r)j+ 2zf(r)k, trong đó 

r = yỊx2 +y2. Tim f để tồn tại một vectơ G sao cho F = rotG, biết rằng 

f(l) = 1. Tim một biểu thức của các thành phần của G biết rằng thành 
phần thứ ba của nó bằng không. 

26. Tính lưu số của trường F = (y + z) 1 + (z + x) J + (x + y)k dọc theo 
2 2 2 » 
cung tròn nhỏ nhất của đường tròn lớn của mặt cầu X + y + z =25 nôi 
các điểm M(3,4,0) và N(0,0, 5). 

27. Tính J2xy2zdx + 2x2yzdy + (x2y2 -2z)dz, L là đường X = cost, 

L 

/3 ! 
y = ——sint, z = —sint hướng theo chiều tâng của t. 

2 2 
28. Đặt OM = r * 0. Tim hàm số f(r) thoa mãn điều kiện f(l) = Ì sao 

cho trường vectơ f ( r ) . O M có thông lượng bảo toàn. Tính thông lượng 
của trường vectơ ấy qua mặt cầu s tầm o bán kính R hướng ra ngoài. 
Có thể áp dụng công thức Ostrogradsky để tính được không ? 

Đ á p số 

2 ' 8V 2 3 > 
1 . 1 ) 1 ; 2 ) 2 4 ; 3 ) l Í 3 V 3 - l + | l n l ± | ^ 

2. 1. 
ị4a 4a^ị fn 2a bĩi 

32 
4 .1) ~ ; 2 ) 4 . 

17 4 
5 . 1 ) 1 : 2 ) i i ; 3 ) 1 . 
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6. 1 ) 4 ; 2 ) 3 : 3 ) - — ; 4) — . 
8 2 

7. Không nếu đường tích phân không cắt Oy ; Ì + 71. 

8. Không nếu đường tích phân không cắt các trục toa độ 
(TI2 + ló)2 

1671 
•4. 

ì" - A - y - t j x i — y - -toy-t-i_ ; L) x~ + y- -

3) ex+y +sin(x-y) + 2y + c ; 4) ex[y + ey(x-y + l)] +c ; 

9. Ì) - x 3 - x 2 y 2 + 3 x + - y 3 + 3 y + c ; 2) X 2 + y 2 - - x 2 y 2 +2xy + c ; 
3 3 2 

5) - l n ( x 2 + y 2 ) - - ^ - + C. 
2 2 

10. m = Ì, u = —ln(x2 +y2) + arctg—+ c. 
2 X 

li. a = b = -l, u = -ị^- + C. 
X1 +y2 

12. a = (3=1, ì ab 

1 + a 2 + b 2 ' 

13. 0. Biểu thức dưới dấu tích phân là - d ( x 2 + y 2 + 1 ) 

2 (X 2 + y 2 +1)2 
ọ 
14. 1) 71V2 ; 2) -ra4. 

3 

16. 

17. 

64 
Ì ; J) 

271(1+ 6N/3) 

15. 1 ) 9 ; 2) 4>/óĩ ; 3) — a 4 V 2 . 

15 

( 

0 , 0 , — ( 3 0 7 - 1 5 N / 5 ) . 

V 310 

192 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



2 _ 571 2 „. ỉ2nR: 

18. 1 ) ^ ; 2 ) — + - ; 3 ) -
Ì <: n K 15 12 15 5 

4) — (a2b2 +b2c2 +c2a2) ; 5) -7iR3(a + b + c). 
abc 3 

19. -2nab2. 

20.1)I;2)^;3)3a4. 
8 5 

22. 1) e~xln(x + y) + c ; 2) xyz(x + y + z) + c ; 

3) xy + yz + zx + c. 

3TĨ,R4 Ti „x - ._(be , ca ab 
23. 1) — í ^ - ; 2) - ; 3) lít; 4) 471 

16 5 
— + — + 

v a b c 

24. - Ị - (dùng công thức thứ nhất bài 21). 
r 3 

„ Ì yz r xz ì 
25. — ; u = —— 1 —r-r-1 r-r- J. 

r 4 ( x 2 + y 2 ) 2 ( x 2 + y 2 ) 2 

26. -12. 
2222 •> 2 2 2 

27. 0 (vectơ (2xy z, 2x yz, X y - 2z) là građiên của X y z - z , còn 
L là đường tròn giao tuyến của mặt cầu X2 + y2 + z2 = Ì với mặt phang 

y = V3z). 

28. f(r) = -Ịr ; 4> = 47L Không áp dụng công thức Ostrogradsky 
r 3 

được vì trường vectơ không xác định tại gốc o. 
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Chương V 

P H Ư Ơ N G T R Ì N H V I P H Â N 

Người ta gọ i phương trình vi phân là phương trình có dạng 

F(x, y, ý', y" y ( n ) ) = 0, 

trong đó X là biến số độc lập, y = y(x) là hàm số phải tìm, y', y",..., y ( n ) là 
các đạo hàm của nó. 

Cấp cao nhất cùa đạo hàm của y có mặt trong phương trình được gọi 

là cáp của phương trình. Chảng hạn, y' + xy - l y = e là phương trình vi 
phân cấp m ộ t : y" + 4y = 0 là phương trình vi phân cấp hai. 

Phương trình vi phân được gọi là tuyển tính nếu F là bậc nhất đối 

với y, ý', y ( n ) . Dạng tổng quát của phương trình v i phân tuyến tính 

cấp n là 

y ( n ) + a,(x)y ( n " ° + ... + ^ _ ị(x)y' + a n (x)y = b (x ) ; 

trong đó aj(x),..., a^x), b(x) là những hàm số cho trước. 

Người ta gọ i nghiệm cùa phương trình vi phân là mọ i hàm số 
thoa mãn phương trình ấy, tức là mọ i hàm số sao cho khi thế nó vào 

phương trình ta được một đồng nhất thức. Chẳng hạn. các hàm số 

y = C[COs2x + C 2sin2x, trong đó Cị, ọ , là các hằng số tuy ý. đều là 

nghiệm cùa phương trình y" + 4y = 0. Cho Cị, C2 những giá trị khác 
nhau, ta được những nghiệm khác nhau cùa phương trình ấy. vậy phương 
trình ấy có vô số nghiệm. 

Xét phương trình 

y' = cosx. 
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Bằng cách lấy nguyên hàm hai vế, ta được 

y = sinx + c 

trong dó c là hằng số tuy ý. Nếu đật điều kiện y có giá trị bằng 2 khi 
71 

X = —, thì bằng cách thế điều kiện ấy vào y ta được 2 = Ì + c => c = Ì. 

Vậy y = sinx + Ì là nghiệm của phương trình thoa mãn điều kiện đã cho. 

Giải một phương trình vi phân là tìm tất cả các nghiệm của nó. v ề 

mặt hình học mỗ i nghiệm của phương trình vi phân xác định một đường 
gọi là đường tích phân của phương trình. Giải một phương trình vi phân 
là tìm tất cả các đường tích phân cùa nó, các đường ấy được xác định 
hoặc bởi phương trình y = f (x) , hoặc bởi phương trình 0 ( x , y ) = 0, hoặc 

bởi phương trình tham số X = x(t), y = y(t). 

Trong giáo trình này, ta chỉ xét những phương trình vi phân cấp Ì và 
cấp 2. 

5.1. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CẤP MỘT 

5.1.1. Đại cương về phương trình vi phân cấp một 

• Dạng tổng quát của phương trình vi phân cấp một là 

(5.1) F ( x ; y , y ' ) = 0. 

Nếu giải được phương trình ấy đ ố i với y', phương trình sẽ có dạng 

(5.2) y' = f(x, y). 
2 2 

Ví dụ : y' + xy = xsinx, yy + X + y = 0 là những phương trình 
vi phân cấp một, mà phương trình đầu là tuyến tính. 

• Định lí 5.1 (sự tổn tại và duy nhất nghiệm). Cho phương trình 
vi phân cấp một 

(5.2) y' = f ( x , y ) . 

195 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Giở sửf(x, y) liên tục trong một miến D nào dó của mặt phang Oxy 

và giả sử (x0, y()) là một điểm nào đó của D. Khi đó trong mội lán cận 

nào đó của điểm X = XQ, tồn tại ít nhất một nghiệm V = yix) cua phương 

trình (5.2), lấy giá trị )•() khi X = X(). 

dí 
Nếu ngoài ra — ( x , y ) cũng liên túc trong miền D thi nghiêm ây là 

dy 
duy nhất. 

Ta thừa nhận định lí này. 

Điều kiện y = y(x) lấy giá trị y 0 khi X = Xo được gọ i là điểu kiện ban 
đầu và thường đươc viết là 

y l x = x 0 = y o -

Bài toán tìm nghiệm của phương trình (5.2) thoa mãn điều kiện ban 
đầu đó được gọi là bài toán Cauchy của phương trình (5.2). 

Về mặt hình học, định lí trên khẳng định rằng với các điều kiện đã 

nêu, trong một lân cận nào đó của điểm (x 0 , y 0 ) tồn tại một đường tích 
phần duy nhất của phương trình (5.2) đi qua điểm ấy. 

• Người ta gọi nghiệm tổng quái của phương trình vi phân cấp một 
y' = f(x, y) là hàm số 

y = (p(x, C), 

trong đó c là một hằng số tuy ý, thoa mãn các điểu kiện sau : 

Ì) Nó thoa mãn phương trình vi phân với mọ i giá trị cùa c : 

2) V ớ i mọ i (XQ, y 0 ) ờ đó các điều kiện của định lí trên được thoa mãn 

có thể tìm được một giá trị c = Co sao cho hàm số y =  ọ (x , CQ) thoa mãn 
điều kiện ban đầu 

y l x = x 0 = y o -

v ề mặt hình học, nghiệm tổng quát của phương trình (5.2) được biểu 
diễn bời một họ đường tích phân y = (p(x, Q phụ thuộc một tham sỗ. 
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Đôi khi ta không tìm được nghiệm tổng quát của phương trình (5.2) 
dưới dạng tường minh y = (p(x, C), mà tìm được một hệ thức có dạng 

<D(X, y, C) = 0, 
nó xác định nghiệm tổng quát dưới dạng ẩn. H ệ thức ấy được gọi là 
tích phân tổng quát của phương trình (5.2). 

Người ta gọ i nghiệm riêng của phương trình (5.2) là mọ i hàm số 

y = ọ(x, c 0 ) mà ta được bằng cách cho c trong nghiệm tổng quát một 

giá trị xác định c 0 . H ệ thức 0 (x , y, c 0 ) = 0 mà ta được bằng cách cho c 

trong tích phân tổng quát lấy giá trị c 0 được gọi là tích phản riêng. 

Phương trình (5.2) có thể có một số nghiệm không nằm trong họ 
nghiệm tổng quát, những nghiệm ấy được gọ i là nghiệm kì dị. Tại các 
điểm trên đường tích phân tương ứng, điều kiện duy nhất nghiệm bị 
vi phạm. 

5.1.2. Phương trình khuyết 

• Phương trình khuyết y : F(x, ý') = 0 

Ba trường hợp thường gặp là : 

- Phương trình giải ra được đ ố i với y' có dạng y' = f(x). Chỉ việc lấy 
tích phân hai vế, ta được 

y = | f ( x ) d x = F(x) + C, 

trong đó F(x) là một nguyên hàm của f(x) . 

- Phương trình giải ra được đ ố i với X có dạng X = f(y ') . 
Đặt y' = t, ta có X = f(t) , dx = f '(t)dt, dy = tdx = tf '(t)dt, do đó 

y = Ị t f ' ( t ) d t = t f ( t ) - J f ( t ) d t = t f ( t ) - F ( t ) + C, trong đó F(t) là một 

nguyên hàm của f(t). Ta được phương trình tham số của đường tích phân : 

X = f( t ) , y = tf(t) - F(t) + c 

Ví dụ : Giải phương trình X = y ' 2 + y' + 1. 

Đặt ý' = t, suy ra X = t 2 +1 + 1. dx = (2t + l)dt, 

dy = y'dx = t(2t + l)dt = (2t 2 + t)dt, y = - t 3 + - t 2 + c . 
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Phương trình tham số của đường tích phân là 

7 2 1 
x = t + t + Ì, y = - t 3 + - t 2 + c. 

3 2 
- Phương trình có thể tham số hoa : X = f(t), y' = g(t). Ta có 

dy = y'dx = g(t)f'(t)dt, do đó y = jg ( t ) f ' ( t )d t = h(t) + c , trong đó h(t) là 

một nguyên hàm của g(t)f'(t). Ta được phương trình tham sô cùa đường 
tích phân. 

• Phương trình khuyết X : F(v, ý') = 0. 
Ba trường hợp thường gặp là : 

dy 
Phương trình dang y' = f(y) => — = f ( y ) 

dx 
dx 

dy 

f(ý)" 

cua 

Lấy tích phân hai vế ta được X = F(y) + c, F(y) là một nguyên hàm 

J _ 
f ( y ) ' 

- Phương trình dạng y = f(y ') . Đặt y' = t, suy ra y = f ( t ) , dy = f'(t)dt. 

Mặt khác dy = tdx, vậy dx=^-Ut, X = [ílildt = F(t) + C, F(t) là 
t J t 

, f ( t ) 
một nguyên hàm cua ——, ta được phương trình tham số cùa đường 

tích phân. 
- Phương trình tham số hoa cùa 

F(y, ý') = 0 dưới dạng y = f( t ) , 
y' = g(t). Ta có dy = f'(t)dt = g(t)dx, 

suy ra dx =——át. 
g(t) 

Vây ày x = f — d t = G(t) + C. 
J g ( t ) 

2 ĩ 
Vi dụ : Giải phương trình y + y' = 1. 

ý-

0 

^ M' 

Hình 5.1 

Tham số hoa nó bằng cách đặt y = sim, ý' = COSI. Nhớ rằng y' = 

ta được dy = costdt = costdx. Có 2 trường hợp : 
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Nếu cost * 0 thì dt = dx, t = X + c, y = sin(x + C), đó là nghiệm 
tổng quát. 

TI 
Nếu cost = 0 ta có t = (2k +1)—, vậy y = ± Ì. Hai nghiệm này không 

nằm trong họ nghiệm tổng quát, đó là hai nghiệm kì dị. Đường tích phân 
tương ứng là hình bao của họ đường tích phân tổng quát (hình 5.1). 

5.1.3. P h ư ơ n g trình vớ i b iến s ố phân li 

Đó là phương trình có dạng 

(5.3) f(x)dx = g(y)dy 

Lấy tích phân hai vế, ta được 

j f ( x ) d x = jg (y )dy 

hay 

F(x) = G(y) + c, 

trong đó F(x) là một nguyên hàm của f(x) , G(y) là một nguyên hàm 
của g(y). 

Ví dụ : Giải phương trình (Ì + x)ydx + (Ì - y)xdy = 0. 

Nếu X * 0, y * 0, có thể viết phương trình thành 

yj 

Lấy tích phân hai vế, ta được 

lnlxl + X = y - lnlyl + c 

hay 

lnlxyl + X - y = c 

Đó là tích phân tổng quát của phương trình. Dễ thấy rằng X = 0, y = 0 
cũng thoa mãn phương trình, chúng biểu diễn hai đường tích phân kì dị. 

Chú thích. Những phương trình khuyết dạng y' = f(x) và y' = f(y) 
cũng là những phương trình với biến số phân l i . 

ỉ > r r 
- + 1 dx = 1 -

u J l 
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5.1.4. Phương trình thuần nhất 

Đó là phương trình vi phân có dạng 

(5.4) y' = fị--

Rõ ràng phương trình ấy không đổi khi ta thay (x, y) bời (kx, ky) với 
k là hằng số, tức là nó bất biến qua phép vị tự tâm o với t i sô vị tự bất kì. 

Đật y = u.x, trong đó u là một hàm số của X, suy ra 

y' = u + xu' = f(u) hay X — = f (u ) - u. 
dx 

Do đó, nếu f(u) - u 0 

dx du 

X f ( u ) - u 

đó là một phương trình với biến số phân l i . 

Bằng cách tích phân hai vế, ta được 

ln|x| = f-^— = *(u) + ln|cl, 
i f ( u ) - u 

trong đó í>(u) là một nguyêrl hàm của - . Do đó X = Ce* ĩ ) ( u ) vây 
f ( u ) - u 

nghiệm tổng quát của phương trình (5.4) là X = C e * ( y / x ) . 

Cũng có thể viết phương trình tham số của đường tích phân tổng quát 

là X = Ce* < u ) , y = Cue^"' , đó là một họ đường vị tự. 

Nếu f(u) = u thì phương trình (5.4) có dạng 

X 

nghiệm tổng quát của nó là y = Cx. 

Còn nếu f(u) = u tại u = u 0 thì có thể thử dễ dàng rằng hàm sỏ y = U0X 
cũng là nghiệm cùa phương trình. 
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Ví dụ ỉ : Giải phương trình y ' = _ L 2 i t a là hằng số. 
a x - y 

Đó là phương trình thuần nhất vì vế phải có thể được viết là 

(y) 
1 + a ^ 

-. Đặt y = u.x, suy ra 

a -

du 1+au , dx a - u , 
u + x — = — — hay — = - d u . 

dx a - u X 1 + u 2 

Lấy tích phân hai vế, ta được 
Ì -

ln lx l = a.arctgu - — ln(l + i r ) + lnlCI 

hay 

do đó 

cVl + u 2 = C e a a r c t s u 

7 x 2 + y 
a.arctgl -

2 - C e vx 

Nếu đổ i sang toa độ cực, đường tích phân tổng quát có dạng r = Ce a ( p , 
đó là họ các đường xoắn ốc lôgarit. 

Ví dụ 2 : Giải phương trình x2y'2 - (x2 + y2) = 0. 

Đó là phương ưình thuần nhất vì có thể viết nó dưới dạng 

ỉ 1 ) = 1. 

Có thể tham số hoa phương trình ấy bằng cách đặt 

y' = cht, - = sht. 
X 

Suy ra dy = chtdx. Mặt khác y = xsht, vậy dy = shtdx + xchtdt. Do đó 
(cht - sht)dx = xchtdt. 

Nhưng cht - sht = e * 0 Vt. Vậy 
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dx _ _ e 2 t + Ì 
— = e lchtdt = — dt. 
X 2 

Lấy tích phân hai vế, ta dược 

ln|x|=£Ỉl±iỉi + ln|c|, 
4 

e 2 l + 2 t ^ 
Đát g(t) = • — , tadươc 

4 
x = C e g ( , ) , y = Cshte g ( t ), 

đó là phương trình tham số của họ đường tích phân tổng quát một họ 
đường vị tự. 

Chú thích. Phương trình dạng 

P(x, y)dx + Q(x,y)dy = 0, 

trong đó P(x, y) và Q(x, y) là hai hàm số thuần nhất cùng bậc, cũng là 

, . p , , , , Í M 
phương trình thuần nhất, vì t i sô — có thê biêu diên dưới dang f — . 

Q \ x j 
Chẳng hạn, các phương trình 

(2xy - 5y 2)dx + (3y 2 - xy)dy = 0 

y (x 2 - 2y 2)dx - ( x 3 + 4x 2 y)dy = 0 

là những phương trình vi phân cấp một thuần nhất. 

5.1.5. P h ư ơ n g trình tuyến tính 

Đó là phương trình có dạng 

(5.5) y' + p(x)y = q(x), 

trong đó p(x), q(x) là những hàm số liên tục. Phương trình tuyến tính 

được gọi là thuần nhất nếu q(x) = 0, là không thuần nhất nếu q(x) Ã? 0. 

Để giải phương trình (5.5), trước hết ta giải phương trình thuần nhất 
tương ứng 

(5.6) y' + pOOy = 0. 
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Nêu y * 0, có thể viết nó thành 

^ = -p(x)dx, 
y 

đó là một phương trình với biến số phân l i . Suy ra 

In lyI = - í p(x)dx + In |c|, 

c là hằng số tuy ý, do đó 

(5.7) y = Ce-íp(x)dx, 

đó là nghiệm tổng quát của phương trình (5.6). Chú ý rằng y = 0 cũng là 

một nghiệm của (5.6) và là một nghiệm riêng ứng với c = 0. 
Bây giờ xem c là một hàm số, ta tìm được c để cho (5.7) thoa mãn 

phương trình không thuần nhất (5.5). Lấy đạo hàm hai vế của (5.7), rồi 
thế vào (5.5), ta được 

e - j p ( x ) d x c , ( x ) _ C ( x ) p ( x ) e - j p ( x ) d x + p ( x ) C ( x ) e - } p ( x ) d x = q ( x ) 

hay 

^ = q(x)eíP(x)d\ 
dx 

Do đó 

C = |q(x)Jp(x)dxdx + K 

trong đó K là một hằng số tuy ý. Vậy 

(5.8) y = Ke-íp(x)dx +e-íp(x)dx.Jq(x)eíp(x)dxdx 

là nghiệm tổng quát của phương trình (5.5). 
Phương pháp giải trên gọi là phương pháp biển thiên hằng số. 
Ta nhận xét rằng sò hạng thứ hai trong vế phải của (5.8) là một 

nghiệm riêng của phương trình (5.5) ứng với K = 0, còn số hạng thứ nhất 
là nghiệm tổng quát cùa phương trình (5.6). Có thể chứng minh một 
cách tổng quát rằng : nghiệm tổng quát của phương trình tuyến tính 

không thuần nhất bằng nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất 
tương ứng cộng với một nghiệm riêng nào đó của phương trình không 
thuần nhất. 
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Vi dụ Ì : Tìm nghiệm của phương trình 

(x2 + l)y' + xy = Ì 

thoa mãn diều kiện v| _y =• 2 

Phương trình thuần nhất tương  ứng là 

(x2 + l)y' + xy = 0 hay °" x 

y X 2 +1 

Lấy tích phàn hai vế, ta được 

ln|y| = - - l n ( x 2 + l ) + ln |c | , 

c 
y = 

đó là nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất. Bây giờ xem c là 
hàm sô của X. thế vào phương trình không thuần nhất, ta có 

N/X2 +1C' = 1 => C'= , 1 ^ C = ln(x + Vx2 +U + K, 
V x 2 + 1 

K là hằng số tuy ý. Vậy nghiệm tổng quát của phương trình không 
thuần nhất là 

_ ln(x + Vx2 +D + K 

Vx2 +1 

Từ điều kiện ban đầu y|x =0 = 2, ta được K = 2. Vậy nahiệm phải tìm là 

_ ln(x + Vx2 +l) + 2 

Ví dụ 2 : Giải phưcnig trình (X + Ì )y' + xy = -X. 

Dề dàng nhận thấy rằng y = - Ì là mót nghiệm riêng cùa phương trình 
đã cho, vì nếu y = - Ì thì y' = 0. Vậy chi cần tìm nghiệm tổng quát cùa 

c 
phương trình thuần nhất tương ứng, đỏ là y = r (xem ví du 1) 

V x 2 + 1 
Vậy nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 
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y . c . . . 

V x 2 +1 

Ví dụ 3 : Giải phương trình e ydx + (xe y - l)dy = 0 

Nếu xem y là hàm số phải tìm của biến số X và viết phương trình 
dưới dạng 

( x e y - l )y ' + e y = 0 

thì phương trình ấy không thuộc nhũng dạng đã xét. Nếu xem X là hàm 

số phải tìm của y, ta được phương trình 

„. „ 1 

X + x = — , 
é? 

dx 
trong đó x ' = ——. Đó là mót phương trình tuyến tính cấp mót đối với 

dy 
hàm số x(y). 

Giải phương trình thuần nhất tương ứng ta được 

— + X = 0, hay — = -dy, do đó X = C e _ y . 
dy X 

Cho hằng số c biến thiên để tìm nghiệm tổng quát của phương trình 
không thuần nhất, ta được 

C'e~ y =e~y, do đó c = Ì, vậy c = y •: K. 

Suy ra nghiệm tổng quát là 

X = (y + K)e~y =Kc~y + ye~y. 

5.1.6. Phương trình Bernoulli 
Đó là phương trình có dạng 

(5.9) y' + p(x)y = q(x)y a , 

trong đó p(x), q(x) là những hàm số liên tục, a là một sô thực. Phương 
trình ấy trở thành phương trình tuyến tính khi a = 0 hay oe = Ì. Vì vậy. ta 

giả thiết a * 0 và a * Ì. Vớ i y * 0, chia hai vế của (5.9) cho y a , ta được 

y y + p(x)y = q(x). 
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Đật z = y 1 ( , ta có ì = (Ì - a)y a y \ phương trình trên trở thành 

z' + (Ì - a)p(x)z = (Ì - cc)q(x) 

đó là một phương trình vi phân tuyến tính cấp Ì đối với z. 

2 , , 
17dụ : Giải phương trình y '+ y + (x + l ) J y z = 0 

X +1 
2 

Nếu y * 0, chia hai vê của phương trình cho y , ta được 

y"2y'+-^-y_1 +(x + l)3 =0. 
X +1 

Đặt y_1 = z, ta có -y V = z\ phương trình trờ thành 

z —z = (x + l)3, 
X +1 

đó là một phương trinh tuyến tính. Phương trình thuần nhất tương ứng là 

dz 2z - , dz 2dx 
— — = 0 hay — - — — . 
dx x + 1 z x + 1 

Do dó 

lnkl = 2lnlx + li + lnlcl hay z = C(x + Ì)2. 

Cho hằng số c biến thiên, thế vào phương trình không thuần nhất 
ta được 

C' = x+ l=>c = — - — + —, K là hằng sô tuy ý. 
2 2 

Từ đó ta có 

(x + 1)4+K(X + 1)2 2 
z = — => y = ; -. 

2 (x + 1) 4 + K ( x - t - l ) 2 

Còn y = 0 cũng là một nghiệm cùa phương trình, đó là nghiêm kì di. 

5.1.7. Phương trình vi phân toàn phần 

Đó là phương trinh vi phân có dạng 
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(5.10) P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0, 

trong dó P(x, y), Q(x, y) là những hàm số liên tục cùng với các đạo hàm 
riêng cấp một của chúng trong một miền đom liên D thoa mãn điều kiện 

<5 "> ị-ị-
dy dx 

Khi đó Pdx + Qdy là vi phân toàn phần của một hàm số u(x, y) nào 

đó. Nếu D = R 2 , hàm số u(x, y) được cho bởi công thức 

X y 
(5.12) u ( x , y ) = j p ( x , y 0 ) d x + j Q ( x , y ) d y + K 

Xo ỹ<> 

hay 

y x 

(5.13) u ( x , y ) = | Q ( x 0 , y ) d y + J P(x,y)dx + K 

ỹ() x0 

trong đó X(,, y 0 là hai số nào đó, K là hằng số tuy ý (xem công thức 
(4.12) và (4.12')- Vậy phương trình (5.10) có thể viết là 

đuôi, ỹ) = 0. 

Tích phân tổng quát của nó là 

u(x, y) = c, 
trong đó u được tính theo công thức (5.12) hay (5.13), c là hằng số 
tuy ý. 

Ví dụ : Giải phương trình 

[(Ì + X + y)e x + e y]dx + [e x + xe y]dy. 

Ta có P(x, y) = (Ì + X + y)e x + e y, Q(x, y) = e x + xe y 

— = e x = T i . 
dy o\ 

Vậy Pdx + Qdy là VI phân toàn phần của hàm số u(x, y). 

Tính u theo công thức (5.12) với x 0 = y 0 = 0, ta được 
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X y 
u(x, y) = j [ ( l + x)e x + l ] d x + | ( e x + xey)dy + K = 

0 0 

= xe x + X + e xy + xe y - X + K = (x + y)e x + xe> + K. 

Tích phân tổng quát của phương ư ình là 

(x + y)e x + xe y = c 

Chú thích. Giả sử phương trình 

(5.14) P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 
khống phải là phương trình vi phân toàn phần. Nếu ta tim được một hàm 
số a(x, y) sao cho 

(5.15) a(x, y)[P(x, y)dx + Q(x, y)dy] = 0 

trở thành phương trình vi phân toàn phần, tức là sao cho 

rì ĩ) 

(5.16) T T ( a P ) = V - ( a Q ) 
ày ơx 

thì a(x, y) được gọi là thừa số tích phân của phương ư ình (5.14). 
Nghiệm tổng quát của phương trình (5.15) trùng với nghiệm tổng quát 
của phương trình (5.14). 

Ví dụ : Giải phương trình 

(2xy 2 - 3y 3)dx + (7 - 3xy 2)dy = 0 

bằng cách tìm một thừa số tích phân oe chỉ phụ thuộc y. 

Điều kiện (5.16) cho ta 

cc'(y)(2xy2 - 3y 3 ) + a(y)(4xy - 9y 2 ) = - 3 y 2 a ( y ) 

hay 

2ya(y)(2x - 3y) + y 2 a'(y)(2x - 3y) = 0. 

V ớ i điều kiện y 5t 0, 2x - 3y ^ 0, ta có 

da n . _ c 
2a + y — = 0 => a = - T 

dy yz 

Chọn c = Ì ta được phương trình vi phân toàn phần 
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(2x-3y)dx + 2 " 3 x 

r 

dy = 0. 

Dùng công thức (5.12) với XQ = 0, y 0 = Ì, ta được 

X y / 7 

u(x,y) = J ( 2 x - 3 ) d x + J - j - 3 x dy 

= X 2 - - - 3 x y + 7. 

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình là 

x 2 - - - 3 x y = c , 
y 

c là hằng số tuy ý. Dễ kiểm tra rằng y = 0 cũng là một nghiệm của 
2 

phương trình, nhưng y = — X không là nghiệm của phương trình. 

5.1.8. Phương trình Clairaut 

Đó là phương trình có dạng 

(5.17) y = xy , + f(y ' ) , 

trong đó f là một hàm số khả v i . 

Đặt y' = t, ta có y = xt + f( t) . Lấy đạo hàm hai vế đối với X, ta được 

hay 

. , _ dt , „ , d t _ 
y = t + x — + f ( t ) — = t. 

dx dx 

[x + f ( t ) ] Ặ = 0. 
dx 

Suy ra : 

dt 

dx 
= 0 => t là hăng sô, ta được họ đường thăng D t phụ thuộc tham 

số t có phương trình y = tx + f(t) . 
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• X = - n o , y = - t r u ) + f(t) , đó là phương trình tham sò cua dường 
tích phân kì dị E. 

Dễ dàng thấy rằng đường E tiếp xúc với mọ i đường tích phân D,. 
Thật vậy, phương trình đường tiếp tuyến của E tại M(t) là 

Y-y(t) = Ặ(X-x(0) 
dx 

hay 

Y + tf XO - f(t) = t(X + f XO) hay Y = tX + f( t ) , 

đó chính là phương trình của Dị. Như vậy E chính là hình bao của họ 

đường thẳng D t . 

Ví dự : Xét phương trình 

y = xy-^-y z. 
4 

Đó là phương trình Clairaut, nghiệm tổng quát của nó là 
Ì \ 

y = C x - - C z , nó biêu diễn một họ đường thẳng phụ thuộc một tham 

số. Các đường thẳng không có điểm kì dị, vậy nếu khử c giữa các 
phương ưình 

Ì Ì 
y = C x - - C 2 

4 
0 = x - - c 

2 

ta được phương trình của hình bao của họ đường tích phân tổng quát là 
y = X 2 . Vậy nghiệm kì dị của phương trình là y = X 2 . 

5.1.9. Phương trình Lagrange 

Đó là phương trình có dang 

(5.18) y = xg(y-) + f(y') , 

trong đó f và g là hai hàm sô khả vi . 

Đặt y' = t, ta có y = xg(t) + f(t). Lấy đạo hàm hai vế đôi VỚI X. ta đươc 
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Suy ra 

y ' = g(t) + x g , ( t ) Ặ + f ' ( t ) ^ - = t. 
dx dx 

dx 
[ g ( t ) - t ] ^ + g'(t)x + f ' ( t ) = 0 . 

dt 
Đó là một phương trình tuyến tính đối với x(t). Nếu nghiệm tống quát 

của nó là X = Qp(t) + \ự(t), trong đó c là hằng số tuy ý thì y = [Gp(t) + 
¥(t)]g(t) + f(t). Ta được phương trình tham số của các đường tích phân. 

Ví dụ : Xét phương trình 

y = x y l 2 + y l 2 . 

2 2 -
Đặt y' = t, ta có y = xt + t . Lây đạo hàm hai vế đối với X, ta được 

t2 -t + 2t(x + l)—= 0. 
dx 

Nếu t 2 - 1 * 0, từ phương trình trên suy ra 

dx 2x 2 

dt t - 1 1- t 

Đó là phương trình tuyến túih đối với X, nghiệm tổng quát của nó là 

c - C t 2 

X = ———- - 1 , c là hăng số tuy ý, do đó y = — — • Khử c giữa hai 
( t - 1 ) 2 ( t _ 1 ) 

phương trình đó ta được nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 

y = ( V x + ĩ + C i ) 2 , với C| = V c . 

Nếu r - t = 0, thì hoặc t = 0, do đó y = 0, hoặc t = Ì, do đó y = X + Ì, 
y = 0 là nghiệm kì dị, còn y = X + Ì là nghiệm riêng của phương trình 
đã cho. 

5.1.10. Quỹ đạo trực giao 

Trong mặt phang Oxy cho một họ đường phụ thuộc một tham số 
c có phương trình là 
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(5.19) F(x, y. C) = 0. 
Ti 

Những đường cắt tất cả các đường cùa họ (Ỷ) dưới một góc a 

được gọi là những quỹ đạo trực giao cùa họ (ì?) (hình 5.2). 

Muôn tìm phương trình cùa các quỹ 
đạo trực giao của họ trước hết ta lập 

phương trình vi phán của họ c o bằng 
cách khử c từ hai phương trình 

ÍF(x.y.C) = 0 

— F(x.y,C) = 0. 

Ta sẽ được một phương trình liên hệ 
X. y và y' 

(5.20) f ( x , y , y ' ) = 0. 
Đạo hàm >' biểu thị hệ số góc cùa đường tiếp tuyến với đường của họ 

( t ) tại điểm M(x, y). Vì quỹ đạo trực giao của (Ỷ) đi qua M cát các 
Ti , . 

đường của (Ỷ) dưới góc a = — . nén hệ sô góc của các tiếp tuyên cua nó 

tại M là Vị = —-, do đó y' = —ị-. Vậy phương trình vi phân cùa họ các 
y Vi 

quỹ đạo trực giao của (ì?) chính là phương trình (5.20). trong đó ta đã 

thay ý" bởi —-
v' 

Hình 5.2 

(5.21) x . y , ~ =0 . 
y ì 

Nghiệm tổng quát cùa (5.21) cho ta họ các quỹ đạo trực giao. 
Vi dụ ỉ : Tim các quỹ đạo trực giao cùa họ đường thảng y = Cx di 

qua gốc toa độ. 
Khừ c giữa hai phương trình y = Cx, y' = c, ta được phương trinh vi 

phân cùa họ đường thẳng là >'' = -• Do đó phương trình vi phản cùa các 
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quỹ đạo trực giao của họ đường thẳng là y ' = - - , đó là một phương 
. . . . . . . . c c . y 

trình với biến số phân li. Tích phân tổng quát của nó là 

X2 + y2 = K2, K là hằng số tuy ý. 

Vậy các quỹ đạo trực giao phải tìm là những đường tròn đồng tâm và 
có tâm ở gốc toa độ (hình 5.3). 

Hình 5.3 Hình SA 

Ví dụ 2 : Tìm các quỹ đạo trực giao của họ parabôn y = c.x . 
2 

Khử c giữa hai phương trình y = Cx , y' = 2Cx, ta được phương trình 
vi phân của họ parabôn là 

y x' 

Do đó phương trình vi phân của họ các quỹ đạo trực giao là 

12, , xdx 
--7-7 = 7- hay ydy = - ^ p . 

yy X 2 
Tích phần tổng quát của nó là 
Ị 

V T 
— - K 2 . 

ĩ 7 
— + -
4 2 

Vậy các quỹ đạo trực giao phải tìm là những đường elip có bán trục 

làa = 2K, b = KV2 (hình 5.4). 
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Cììú /hích. Đường cắt mọ i đường cùa họ dưới góc a không đổi 
được gọi là quỹ đạo đổng nghiêng của họ ấy. Bạn dọc hãy chứng minh 

rằng phương trình vi phân của các quỹ đạo đồng nghiêng cùa họ ("ế) là 

y - t g ư _ phương trình vi phân của trong đó y' dược thay bằng 
Ì + tgocy' 

(5.22) x,y. 
y - t g ờ 

' 1 + tgay' 
- 0 . 

Dùng công thức đó, bạn đọc hãy tìm các quy đạo đồng nghiêng của 

7T họ đường thắng y = Cx với góc oe = —. 

5.2. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CẤP HAI 

5.2.1. Đại cương về phương trình vi phân cấp hai 

• Phương trình vi phán cấp hai là phương trình có dạng 

(5.23) F ( x , y , y ' , y " ) = 0. 

Nếu giải được phương trình ấy đối với y", nó có dạng 

(5.24) y" = f(x, y, ý'). 

ì 2 2 y 
Ví dụ : vy" - y + yy' + X y = 0, y " - 2^— - xcosx là nhũng phương 

x 2 
trình vi phân cấp ha i ; phương trình sau là tuyến tính. 

• Định lí 5.2 (sụ tổn tại và duy nhất nghiệm). Cho phương trình 

(5.24) y" = f(x, y, ý'). 

Nếu f(x, y, Ý), ^-(x,y.y') và -^-;(x,y,y') liên túc trong mói miên D 
ỏy ày 

nào đó trong R 3 và nếu ịx0, y0, vó ì là một điểm thuộc D thì trong một 

lân cận nào dó của điểm X = XịỊ, tồn tại một nghiệm duy nhất V = yix) 
của phương trình (5.24) tìioà mãn các điều kiện 
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( 5 - 2 5 ) y l x = x 0 = y o . y U 0 = y o ' 

Ta thừa nhận dinh lí này. 

Bài toán tìm nghiệm của phương trình (5.24) thoa mãn các điều kiện 
(5.25) được gọi là bài toán Cauchy của phương trình (5.24). 

Vê mặt hình học, định lí khẳng định rằng nếu ( x 0 , y 0 . y ' o ) e D thì 

trong một lân cận nào đó của điểm (x 0 , y 0 ) có một đường tích phân duy 
nhất của phương trình. (5.24) đi qua điểm ấy, hệ số góc của tiếp tuyến 

của nó tại điểm ấy bằng ỳ0. 

• Người ta gọi nghiệm tổng quát của phương trình (5.24) là hàm sô 

y = (p(x, C j , C2), trong đó C|, c 2 là những hằng số tuy ý thoa mãn các 
điều kiện sau : 

1) Nó thoa mãn phương trình (5.24) với mọ i giá trị của Cị, c 2 , 

2) Vớ i mọ i (x 0 , y<> y o ) ở đó các điều kiện của định lí tồn tại và duy 

nhất nghiệm được thoa mãn, có thể tìm được các giá trị xác định 

Cj = c Ị \ c 2 = c § sao cho hàm số y = (p(x ,c Ị \c5) thoa mãn 

ylx=x0

=yo.y1x=x0

=yo' 

Hệ thức 0 ( x , y, C j , c 2 ) = 0 xác định nghiệm tổng quát của phương 
trình (5.24) dưới dạng  ẩn được gọi là tích phân tổng quát của nó. Nó 
biểu diễn một họ đường tích phân phụ thuộc hai tham số. 

Người ta gọi nghiệm riêng cùa phương trình (5.24) là một hàm sô 

y = (p(x,C| ),C (

2

)) mà ta được bằng cách cho C|, c 2 trong nghiệm tổng 

quái các giá trị xác định c Ị ) . Hệ thức 0 ( x , y , c ị \ c ^ ) = 0 được gọi 

là tích phân riêng. 

5.2.2. P h ư ơ n g tr ình khuyết 

• Phương trình khuyết y, y': F(x, y") = 0. 
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Đật y' = p, ta được F(x, p') = 0, đó là một phương trình cấp một đối 

với p. Nếu nghiệm tổng quát của phương trình ấy là p = f(x, C|), thì 

y = g(x, C|) + C2, trong đó g(x, Cị) là một nguyên hàm nào đó cùa f(x, Cj). 

Ví dụ : Giải phương trình X = y + y" + 1. 
2 

Đặt p = y', ta được X = p' + p' + 1. Phương trình tham sô cùa dường 
tích phân tổng quát của nó là 

2 Ì 
X = t 2 + t + l , p = - t 3 + - t 2 + C | 

3 2 1 

(xem ví dụ mục 5.1.2). Do đó 

y = Jpdx = J ( j t 3 + U 2 + c , j ( 2 t + l)dt = 

• í 
4 . 5 , Í T 
- t 4 + - t 3 + - t 2 + 2 C , t + C| 
3 3 2 1 1 

\ 
dt. 

) 
Phương trình tham số của tích phân tổng quát của phương trình đã 

cho là 

X = t2 + t + Ì, y = —15+ —t4+-t3+C|t2 +C,t + G>. 
15 12 6 1 1 2 

• Phương n inh khuyết y : F(x, ý', y") = 0. 

Đặt p = ý', ta được F(x, p, p') = 0, đó là một phương trình cấp một đối 
với p. 

Ví dụ : Tim một nghiệm riêng của phương trình 

(l-x2)y"-xy' = 2 

thoa mãn các điều kiện y|x=0 = 0, y |x=0 = 0. 

Đặt y' = p, ta có y" = p', vậy ta có 

(l-xV-xp = 2 

Đó là một phương trình cấp một, tuyến tính đối với p. Phương trình 
thuần nhất tương  ứng là 
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, dp _ . dp _ xdx 
( 1 - x 2 ) — - x p = 0 hay - ^ = - — T -

dx p 1 - x 2 

Suy ra 

I K 
ln|p| = — - l n ( l - x 2 ) + ln |K| hay P = -J= 

2 yj[ - X 2 

Cho biến thiên hằng số K, thế vào phương trình không thuần nhất, 
ta được 

2 
K ' = => K = 2arcsinx + Cị, 

Cị là hằng số tuy ý. Do đó 
2arcsinx + Cị 

p = T ã 
Vậy . 

(•2arcsinx + Ci 2 , í- . r i 
y = -====—i-dx = (arcsin x ) z + C Ị arcsin X + c 2 . 

v l - x 2 

Đó là nghiệm tổng quát của phương trình đã cho. Điều kiện 

y| _Q = 0 cho ta c 2 = 0, điều kiện y ' | x = 0 = 0 cho ta Cj = 0. 
2 

Vậy nghiệm riêng phải tìm là y = (arcsinx) . 
• Phương trình khuyết X : F(y, ý', y") = 0. 

Đát y' = p ta có y" = ^£- = — . — = p . — , do đó ta xem p là hàm số 
dx dy dx dy 

chưa biết của y. Phương trình trở thành F 

một phương trình cấp một đối với p. 

< dp^ = 0. Đó cũng là 

2 
Ví dụ ỉ : Giải phương trình 2yy" = y' + Ì. 

Đát v' = p, y" = p—' ta đươc phương trình 
dy 

2ypTỉl = P +1 hay =i- = -£2L. 
dy y pl +1 
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Đó là phương trình cấp một đối với p, có biến sô phân ly. Lây tích 
phân hai vế, ta được 

ln|y| = ln(l + p2) + ln|Cj| hay y = CịU + p2). 

Từ đó, ta có 

dy 2Cịpdp dx 
d x = — = — - = 2C,dp => dp = —— 

p p 2C, 

p = 
2C, 

Vậy nghiệm tổng quát cùa phương trình là 

y = c, 
\2 

V 2 C , 
+ 1 = c , + 

(X + 2 C | C 2 ) : 

4C 

Đặt 2C|C 2 = -a, 2C| = p, nghiệm tổng quát của phương trình là 

2p(y-£| = (x-a)2 

nó biểu diễn một họ đường parabôn phụ thuộc hai tham số có đường 
chuẩn là trục X. 

Ví dụ 2: Bài toán về vận tốc vũ trụ cấp hai : xác định vận tốc nhỏ nhất 
mà ta phải phóng một vật thẳng đứng lên trên sao cho vật khổng trờ lại 
quả đất. Sức cản của không khí xem như không đáng kể. 

Gọi khối lượng của quả đất là M, của vật phóng lên là m. khoảng 
cách giữa tâm quả đất và trong tâm của vật phóng là r. Theo đinh Ì li át 

hấp dẫn của Newton, lực hút tác dụng lên vật là f = k.^^-, k là hãng sỏ 
r 2 

hấp dẫn. 

Phương trình chuyển động của vật là 

d2r , Mm 
m — r = - k — — 

dt 2 r 2 
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hay 

(5.26) ^ = - k M 

d i 2 r 2 

Ta sẽ tìm một nghiệm riêng của (5.26) thoa mãn các điểu kiện 

dĩ 
rl,=o = R , 

dt 
= V, 

1=0 

trong đó R là bán kính quả đất, v 0 là vận tốc phóng. 

Phương trình (5.26) là một phương trình cấp hai của r(t) khuyết t. 

_ dr , d 2 r dv dv dr dv _ , , 
Đặt v = — , ta có — - = — = — . — = v — . Thê vào phương trình 

dt d t 2 dt dĩ dt dr 
(5.26) ta được 

dv M k M J 

V—- = - k - — hay vdv = — 0 dĩ. 
dĩ r 2 r 2 

Lấy tích phân hai vế, ta được 

V 2 , Ì 
(5.27) - y = k M - + C j 

Từ điều kiện v|t=0 = v0 hay v|r=R = v0, ta được 

2 R 2 R 

Thế vào (5.27), ta được 

v2__ M 

2 ~ r 
•0 k M 

V 2 R 

Vì vật phải chuyển động nên vận tốc V phải dương, do đó phải 

dương. Nhưng sô hạng đầu cùa vế phải dẫn tới 0 khi r dần tới vô cùng, 
nên ta phải có 

4_^i>0hay v0>. 
R 

2kM 
R 

219 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Do đó vận tốc nhỏ nhất mà ta phải phóng vật lên là 

m 3 
trong đó k = 6,68.10 

kg.s 
y , R = 63.10 5m. 

Trên mạt đất, tức là khi r = R, gia tốc của trọng trường là g = 9.81 mỉa* 

Từ (5.26) suy ra M = Vậy 

= l l , 2 k m / s . 
Đó là vận tốc vũ trụ cấp hai. 
Chú thích. Những phương trình cấp 2 khuyết còn được gọ i là nhữnj 

phương trình giảm cấp được, vì có thể dễ dàng đưa chúng về nhỡn] 
phương trình cấp Ì. 

5.2.3. Phương trình tuyến tính 

Đó là phương trình vi phân có dạng 
(5.28) y" + p(x)y' + q(x)y = f (x) 

trong đó p(x), q(x), f(x) là những hàm số liên tục. Phươne trình được gọ 
là thuần nhất nếu f(x) 3 0, là không thuần nhất nếu f ( x ) J 0. 

• Phương trình vi phán tuyến tính thuần nhất 
(5.29) y" + p(x)y' + q(x)y = 0. 

Định lí 5.3. Nếu \j(x) và y2(x) là hơi nghiệm của phương trình (5.29 

thìCjyj(x) + c2y2(x), trong đó Cị và C2 là hai háng số, cũng là nghiên 

của phương trình đó. 

Thật vậy, vì y,(x) và y 2 (x) là nghiêm của phưcmg trình (5.29) nên 

y'l +p(x)y' | +q(x)y , = 0 

y'ì +p(x)y'2 +q(x)y2 -0. 

Nhân dòng trên với cv nhân dòng dưới với c2 rồi cộng lại. ta đươc 

( C , y i + C 2 y 2 ) " + p(x)(C 1y 1 + C 2 y 2 ) , + q(x)(C,y 1 + C : y 2 ) = o. 
vậy Cjyị + C2Y2 là nghiệm cùa phương trình (5.29). 

k 

V2gR=V2.(9,81).63.10 5 = l l , 2 . 1 0 3 m / s = 
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Định nghĩa ì. Hai hàm số y | (x) , y 2 (x) được gọi là độc lập tuyến tính 

trên đoạn [a, b] nếu ti số ^ hằng số trên đoạn đó. Trong trường 
y i (x ) 

hợp trái l ạ i , hai hàm số ấy được gọi là phụ thuộc tuyến tính. 

Hai hàm sô sinx và cosx độc lập tuyến tính trên R vì 
sinx 

cosx 
t g x * 

hằng số trên R ; hai hàm số 2e 3 x và 5e 3 x phụ thuộc tuyến tính vì 

le 3x 

5e 3 x 5' 

Định nghĩa 2. Cho hai hàm số y^x), y2(x). Định thức 

y\ Y2 

Vi Vi 
y i Y 2 - y 2 y i 

được gọi là định thức Wronsky của Yị, y 2 và được kí hiệu là W ( y l 5 y 2 ) 
hay vắn tắt là. w nếu không sợ nhầm lẫn. 

Định lí 5.4. Nếu hai hàm sốy/(x) và y2(x) phụ thuộc tuyến tính trên 

/ứ, bj thì W(yh y2) =0 trên đoạn đó. 

Thật vậy, vì y2 = ky ị với k là hằng số nên ỳ2

 = ky\, do đó 

W ( y , , y 2 ) = 
yi ky, 

y'j k y ' i 

y i y i 

y'i y'i 
0 

Định lí 5.5. Nếu định thúc Wronsky W(y>Ị, y2) của hơi nghiệm >'/, v 2 

của phương trình tuyến tính thuần nhất (5.29) khác không tại một giá trị 

X = x() nào đó của đoạn la, b], trên đó các hệ sốp(x), q(x) liên tục, thì 
nó khác không với mọi X trên đoạn đó. 

Chứng minh. Vì V/f.vj, y2(x) là nghiệm của (5.29), ta có 

y'i + p(x)y'i + qU)Ỵi = 0, y'2 + p(x)y'2 + q(x)y2 = 0. 

Nhân đảng thức dầu \'ới -y2, đẳng thức sau với ý, rồi cộng lại, ta được 
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(5.30) í> I y*2 -y2y' i ' ) + p(x) (y ,y 2 - y 2 y ' | ) = o. 

Nhưng 

Vị ý'-, — y 2 y ' | = w , 

w' = yIy'2 + y 1 y2 -yiỳ\ -y"iy2 = yi>'2 ->:> Ì-
Vậy hệ thức (5.30) có thể viết là 

dW 
W ' + p ( x ) W = 0 hay — = -p(x)dx. 

Tích phân hai vế, ta được 

X 
l n | w | = - ị p(x)dx + ln lc l hay In — = - J p(x)dx. 

x0 Vi 
Do đó 

X 
- Ị p(x)dx 

(5.31) W = Ce "0 

Thế X = x 0 vào hai vế, ta được W ( x 0 ) = c. Vậy 
X 

- Ị p(x)dx 
(5.32) W(x) = W ( x 0 ) e "0 

Vì W(x0) * 0 theo giả thiết, nên W(x) * 0, Vx e [a. b]. 

Công thức (5.32) cũng chứng tỏ rằng nếu W(y , , y 2 ) bầna không tại 

một giá trị Xo nào đó của đoạn [a, b] thì nó đồng nhất bằng không trên 
đoạn ấy. 

Định lí 5.6. Nếu các nghiệm V/, y2 của phương trình (5.29) là đác lợp 

tuyến tính trên đoạn [a, bị thì định thức Wronsky \V(yl, y2) khác kháng 
tại mọi điểm cùa đoạn ây. 

Thật vậy, giả sử w = 0 tại một điểm nào đó của đoạn [a. b]. Theo 
định lí 5.5, w = 0 trên đoạn ấy, tức là y u v ' 2 - y 2 y ' | = 0, Vx G [a, b]. Tai 
những điểm của đoạn [a, b] ờ đó y! ^ 0, ta có 
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y i y 2 - y 2 y i 

y? 

l ì 
y i ; 

=0 . 

Vậy tại những điểm ấy — = k, k là hằng số. Người ta cũng chứng 
yi 

minh được rằng — là hằng số cả tại những điểm ở đó ý, =0. Điều này 
y j 

mâu thuẫn với giả thiết Ỵị và y 2 độc lập tuyến tính. Vậy w * 0, Vx G [a, b]. 

£)/'//// //' 5.7. /v<?// }'Ị(X), yi(x) là hai nghiệm độc lập tuyến tính của 
phương trình (5.29) thì nghiệm tổng quát của (5.29) là 

(5.33) y = C 1 y, (x) + C 2 y 2 (x ) , 

trong đó CỊ, C2 là những hằng số tuy ý. 

Chứng minh. Theo định lí 5.3, y = CịY) + C2Y2 là nghiệm của (5.29). 
Ta cần chứng minh rằng với mọ i điều kiện ban đầu cho trước, 

y| x=x ~ y 0 ' y'lx= = y ' o ' c ° tìm được hằng số C j , C2 để nghiệm 

Cjyj + c2y2 tương ứng thoa mãn các điều kiện ấy. 

Thế các điều kiện ban đầu vào (5.33), ta được 

Ịyo = c i y i o + c 2 y 2 o 

i y o = c i y ' i o + c 2 y 2 o 
(5.34) 

trong đó y 1 0 = y , | x = X o , y 2 0 = y 2 | x = X ( ) , yio = y ' i | x = X ( ) , y 2 0 - y 2 | x = X ũ 

(5.34) là một hệ hai phương trình đại số tuyến tính đối với Cị, C2, 
định thức của hệ ấy là 

YlO y20 

y'10 y20 

đó chính là giá trị của định thức Wronsky W ( y 1 ( y 2 ) tại X = XQ, nó khác 

không vì y j , y 2 độc lập tuyến tính. Vậy có thể xác định được C|, c 2 để 

CịỴị + (^2 t h o à mãn các điều kiện ban đầu cho trước, do đó (5.33) là 
nghiệm tổng quát của phương tình (5.29). • 
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Ví dụ Phương trình y" + y = 0 có 2 nghiệm riêng là Vị = cosx. 

y 2 = sinx, hai nghiệm ấy độc lập tuyến tính, vậy nghiệm tổng quát cùa 

phương trình ấy là y = CịCosx + c 2 sinx, Cị và C-2 là hai hàng so tuy ý. 

Chú thích ỉ. nếu y | (x) và y 2 (x ) là hai nghiệm phụ thuộc tuyến tính 

của phương trình (5.29), ta có y j ( x ) = K y 2 ( x ) với K là một hằng số nào 

đó. Do đó, biểu thức y = C jy | (x ) + c 2 y 2 ( x ) , Cị và c 2 là hai hằng số tuy 

ý, có thể viết là y = (CjK + c 2 ) y 2 ( x ) , nó thực sự chỉ phụ thuộc một hằng 
số tuy ý nên không là nghiệm tổng quát của phương trình (5.29). 

Chú thích 2. Định lí 5.7 cho thấy muốn tìm nghiệm tổng quát của 
phương trình tuyến tính thuần nhất (5.29), chỉ cần tìm 2 nghiệm riêng 
độc lập tuyến tính của nó. Như chúng ta sẽ thấy ở dướ i , có phương pháp 
để tìm được 2 nghiệm riêng độc lập tuyến tính của phương trình tuyến 

tính thuần nhất với hệ số không đ ổ i . Nhưng đ ố i với phương trình tuyến 

tính thuần nhất có hệ số biến thiên, không có phương pháp tổng quát để 
giải quyết vấn đề đó. Tuy nhiên, định lí sau đây cho ta cách tìm nghiệm 
tổng quát của phương trình tuyến tính thuần nhất với nghiệm tổng quát 
của phương trình tuyến tính thuần nhất với hệ số biến thiên nếu ta biết 

một nghiệm riêng khác 0 của nó. 

Định lí 5.8. Nếu đã biết một nghiệm riêng y/(x) ĩ* 0 của phương 
trình tuyến tính thuần nhất (5.29), ta có thể tìm dược một nghiệm riêng 

y2(x) cùa phương trình đó, độc lập tuyến tính với \/(x), có dạng 

y2(x) = }'i(x).u(x). 

Chứng minh. Đặt y = y](x).u(x). Ta cần tìm u(x) sao cho y thoa mãn 
phương trình (5.29). Ta có 

y ' = y ' i u + y i u ' ; y" = y " i u + 2y' | iT+yịU". 

Thế vào phương trình (5.29), ta được 

y 1 u" + (2y' 1 +py 1 )u ' + (y" 1 +py ' , + q y , ) u = 0. 

Nhưng y"ị + py'i + qyi = 0, vì yj là một nghiệm cùa (5.29). 
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hay 

Vậy ta được phương trình cấp 2 đối với u, khuyết u : 

ý, l i " +(2y ' | +py 1 )u ' = 0. 
Đặt u' = V, ta được phương trình cấp Ì đối với V 

y,v , + (2y' 1 +py | )v = 0 

dv Ị 2y ' | 

V l y i 
+ p dx. 

Lấy tích phân hai vế 

lnlvl = - 2 ln|y, I - Jp(x)dx = -2 ln|y, I + (p(x) + ln | c , 

ẹ(x) là một nguyên hàm nào đó của -p(x) , vậy 
e<p(x) 

v = c 1 ĩ 
ý? 

= Cịg(x),VỚÌ g(x): 
><p(x) 

Do đó 

u = Cj jg (x )dx = C 1 G(x) + C 2 , 

trong đó G(x) là một nguyên hàm của g. Ta được 

y = [C,G(X) + c y y , = Cjy jG(x) + Cữ ị. 

Chọn c 2 = 0, Cị = Ì, ta được y 2 = y]G(x), đó là một nghiệm của 

(5.29), độc lập tuyến tính với y j , vì 

l i :G'(X) = g(X): 
»<p(x) 

^ 0 
y f 

V/' Jw . Tim nghiệm tổng quát của phưcfng trình 

(Ì - x 2 ) y " + 2 x y ' - 2 y = 0. 

Dễ thấy rằng y j = X là một nghiệm riêng. Ta tìm một nghiệm riêng 

khác có dạng y 2 = x.u(x). Thế vào phương trình đã cho, ta được 

u " x ( l - x 2 ) + 2u' = 0 . 

Đặt u' = V, ta có 

v 'x( l - x 2 ) + 2v = 0 
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hay 

dv 2dx 

v x 2 

V x ( l - x 2 ) ' 

Lây tích phân hai vế, ta được 

1-x2 

v = K , i - f = K , 
X" 

KỊ là hằng số tuy ý. Chọn Kị = -Ì ta được v = l--^-, do đó 

í _ Ì 2 
U = X + - + K T . Chọn K i = 0, ta được u = X + - , vậy y , = x.u = X + 1. 

X X 
Hai nghiệm Vị = X. y7 = X + Ì là độc lập tuyến tính, nên nghiệm tông 
quát của phương trình là 

y = C1x + C2(x2+ 1), 

Cj, c2 là hai hằng số tuy ý. 

Chít thích. Cũng có thể tìm y2 từ công thức (5.31). Chia hai vế cùa 

công thức ấy cho , ta được 

yiy'2-y2yj = L Ce"íp(x)dx 

2 2 

d í y ? N 

Nhưng vế trái là — — 
dx l >'1 J 

y. J y ? 

, vạy 

Ce-Íp(x)dxdx + K 

Chọn c = Ì, K = 0, ta được 

(5.35) y2=yiJ-L.e-í^^dx. 

Như vậy nếu phưcmg trình (5.29) có một nghiệm riêng là yj(x) thì 
nghiệm tổng quát của nó là 
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(5.36) y = C 1 y 1 + C 2 y 1 f - ^ . e - / p ( x ) d x d x 
yf 

2x Trở lại ví dụ trên. Phương trình (Ì - x 2 )y" + 2xy' - 2y - 0 có một 

nghiệm riêng là ý, = X. Chia hai vế của phương trình cho (Ì - X ), ta 

2x 
thấy p(x) = ———, do đó 

Ì - X 2 

- f p ( x ) d x = í - p — d x = ln (x 2 -1 ) . 

Vây rJ-e-ÍP(x)dxdx= f-Ve1^2-')dx= í^fidx = x + -. 
J y2 J X 2 J X 2 X 

Theo công thức. (5.36) ta được 

y = C1x + C2xỊ^x + -j = C1x + C2(x2 +1). 

• Phương trình vi phân tuyến tính không thuần nhất 
(5.28) y" + p(x)y" + q(x)y = f(x). 
Định lí 5.9. Nghiệm tổng quát của phương trình không thuần nhất 

(5.28) bằng tổng của nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất 
tương ứng (5.29) với một nghiệm riêng nào đó của phương trình không 
thuần ụhất (5.28). 

Thật vậy gọ i ỹ là nghiệm tổng quát của phương trình (5.29), Y là 

một nghiệm riêng nào đó của phương trình (5.28). Đặt y = ỹ + Y. Ta có 
y' =  ỹ'+Y' y" = ỹ"+Y". Thế vào phương trình (5.28), ta được 

y" + p(x)y' + q(x)y = ỹ"+ Y " + p(x)(ỹ '+ Ý') +• q(x)(ỹ + Y) 
= [ ỹ " + p ( x ) ỹ ' + q ( x ) ỹ ] + [ Y " + p ( x ) Y ' + q ( x ) Y ] . 

Nhưng theo giả thiết 

ỹ"+p(x)ỹ'+q(x)ỹ = 0 

Y " + p ( x ) Y ' + q ( x ) Y = f (x ) , 

do đó 
y"+ p(x)y '+q(x)y = f (x ) . 
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Vậy y = ỹ + Y cũng là nghiệm của phương trinh (5.28). Vì ỹ phụ 
thuộc hai hằng số tuy ý nên y = ỹ + Y cũng phụ thuộc hai hàng số tuy ý, 
do đó có thể chứng minh nó là nghiệm tổng quát cùa phương trình (5.28) 
như trong chứng minh định lí 5.7. 

Định lí 5.10. (Nguyên lí chồng nghiệm). Cho phương trình 

y" + p(x)y" + q(x)y = f , (x ) + f 2 ( x ) . 

Nếu )'i(x) là một nghiệm l iêng của phương trình 

y" + p(x)y' + q(x)y = f j ( x ) , 

y2(x) là một nghiệm riêng của phương ninh 

y" + p(x)y' + q(x)y = f 2 ( x ) 

thì y = yị(x) + y2(.x) là một nghiệm riêng của phương trình đã cho. 

Thật vậy, ta có 

y" + p(x)y' + q(x)y = (y, + y 2 ) " + p(x)(yj + y2Ỵ + qíxXy, + y 2 ) = 

= [y 1 + p(x)yi + q(x)y j ] + [y2 + p(x)y2 + q ( x ) y 2 ] = 

= f , (x) + f 2 ( x ) . 

Vậy y = y j (x ) + y 2 (x) là một nghiệm riêng của phương trình đã cho. 

Phương pháp biến thiên hằng số. Giả sử đã biết nghiệm tổng quát của 
phương trình tuyến tính thuần nhất (5.29) là 

(5.37) y = C , y 1 + C 2 y 2 , 

trong đó C j , c 2 là hai hằng số tuy ý. Bây giờ xem Cị, c 2 là hai hàm số 

ta tìm Cị, c 2 để cho (5.37) là một nghiệm của phưcrng trình không thuần 
nhất (5.28). Ta có 

y ' = C 1 y ' 1 + C 2 y 2 + C ' 1 y 1 + C 2 y 2 . 

Chọn C j , sao cho 

c ' i y | + c ' 2 y 2 = 0 . 
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Khi đó 

y' = C|y', +C 2 Y2 

y" = cxỳ[+c2y"2+cỉxy\ +c:2ỳ2. 

T h ế vào phương trình (5.28), ta được 

C|(y'i +p(x)yi + q(x)y1) + c2(y,2 +p(x)y'2 +q(x)y2) + 

Vì  ỴỊ , y 2 là hai nghiệm của phương trình thuần nhất (5.29) nên các 
biểu thức trong dấu ngoặc của vế trái bằng không, ta được 

Vậy hàm số (5.37) là nghiệm của phương trình (5.28) nếu C j , Q> thoa 

mãn hệ phương trình 

Định thức của hệ phương trình ấy chính là định thức Wronsky của hai 
nghiệm độc lập tuyến tính cua phương trình thuần nhất (5.29), nó luôn 
khác 0. Vì vậy hệ phương trình trên có một nghiệm duy nhất. Giả sử 

Cj =<D|(X) + K j , c 2 = <D2(x) + K 2 , 

trong đó 0 | ( x ) là một nguyên hàm của cpị(x), 0 2 ( x ) là một nguyên hàm 

của cp2(x) ; K ị , K 7 là hai hằng số tuy ý. Vậy nghiệm tổng quát cùa 
phương trình (5.28) là 

y = KÌ y I + K 2 y 2 + <D|(x).yi + ^ 2 ( x ) -y2 -
Vi dụ : Giải phương trình 

- f c ; y ; + c 2 y 2 = f (x ) . 

c i y i + c ^ y ^ ^ x ) . 

c'ị = (Pị (x), c' 2 = Ọ2( x ) - Lấy tích phân, ta được 

(Ì - x 2 )y" + 2 x y ' - 2y = Ì - X 2 . 

Nếu X ± 1 , phương trình có thê viết là 
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Ta biết nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng là 

y = c ,x + c 2 ( x 2 + 1), 

trong đó Cp c 2 là các hằng số tuy ý (xem ví dụ trang 225). Biểu thức ấy 

là nghiệm của phương trình không thuần nhất đã cho nếu Cị . c 2 là 
những hàm số thoa mãn hệ 

ÍCịX + C ^ x 2 +1) = 0 

| c ' j + c ' 2 2 x = l . 

Giải hê đó ta đươc 

X1 +1 

Co =• 

x 4 - l 

X 

1+-
x 2 - l 

Do đó 

x z - l 
( 

- x + ln 
V 

x - 1 

x + 1 
+ K , , C 2 = ị l n | x 2 - l l + K , , 

trong đó K ị , K 2 là những hằng số tuy ý. Vậy nghiệm tổng quát phải 
tìm là 

( 
y = - x X + In 

x - 1 
x + 1 

+ ^ ( x 2 + l ) l n | x 2 - l l + KịX + K ^ x 2 +1). 

5.2.4. Phương trình tuyến tính c ó hệ s ố k h ô n g đ ổ i 

• Phương trình thuần nhất. Cho phương trình 

(5.39) y" + py' + qy = 0 

trong đó p, q là hai hằng số. Ta biết rằng muốn tìm nghiệm tổng quát 
của nó, chỉ cần tìm hai nghiệm riêng độc lập tuyến tính. Ta sẽ tìm 

nghiệm riêng của nó dưới dạng 

(5.40) y = e k x , 

trong đó k là một hằng số nào đó mà ta sẽ tìm. Ta có v" = ke k x 

y" = k 2 e k x . Thế vào phương trình (5.39), ta được 

e k x ( k 2 + pk + q) = 0. 
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Vì e * 0, ta có 

(5.41) k 2 + pk + q = 0. 

Vậy nếu k thoa mãn phương trình (5.41) thì hàm số y = e là một 
nghiệm của phương trình (5.39). Phương trình (5.41) được gọi là phương 
trình đặc trưng của phương trình vi phân (5.39). Đó là một phương 
trình bậc hai, nó có hai nghiệm k ị , k 2 thực hay phức. Có thể xảy ra ba 
trường hợp. 

1) hai số kị, k2 thực và khác nhau. Khi ấy phương trình (5.39) có 
hai nghiệm 

y ( = e k i x , y 2 = e k 2 x . 

Hai nghiệm ấy độc lập tuyến tính vì = e(k,-k2)x 2 hằng số. Do 

đó nghiệm tổng quát của phương trình (5.39) là 

y = C ! e k i x + c 2 e k 2 \ 

CỊ, C2 là hai hằng số tuy ý. 
Ví dụ : Tim nghiệm của phươngtrình 

y" + ý' - 2y = 0 
thoa mãn các điều kiện 

yU=Mx=o=1-
ì 

Phương trình đặc trưng của phương trình đã cho là k + k - 2 = 0, nó 
có 2 nghiệm phân biệt k] = Ì, k 2 = - 2 . 

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 

y = Cịex + C2e~2x. 

Do đó y'= qex -2C2e"2x 

Từ các điều kiện ban đầu ta được 

í c , + c 2 = 0 
ị c , - 2 C 2 = 1 

Do đó CỊ = - , c2 = -—, vậy nghiệm riêng phải tìm là 
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3 3 

2) kị và k2 là hai số thực trùng nhau kf = k2- Ta dã có một nghiệm 

riêng của phương trình (5.39) là y{ = e k i x . Ta sẽ tìm được mội nghiệm 
k X 

riêng ý , độc lập tuyến tính với y j dưới dạng y 2 = yi-u(x) = u(x)e 1 . 
Ta có 

ỳ-, - u'.e k> x + k | U e k i x 

y2 = u " e k i x + 2 k | U ' e k i x + k ^ u e k i x . 

Thế vào phương trình (5.39), ta được 

e k i x [ u " + ( 2 k ị + p ) u ' + ( k f +pk ị +q)u] = 0. 

Vì kị là nghiệm kép cùa phương trình đặc trưng nên ta có 

+ pkị + q = 0, kị = - - hay 2kj + p = 0. 

Do dó ta được ekixu" = 0 hay u" = 0. Suy ra u = Ax + B, trong đó A, 
B là những hằng số tuy ý. Chọn A = Ì, B = 0, ta được u = X, 

vậy y 2 (x) = x e k i x . Như vậy hai nghiệm độc lập tuyến tính của (5.39) là 

y ị (x) = e k i x , y 2 ( x ) = x e k i x . Vậy nghiệm tổng quát của phương trình 
(5.39) là 

y = e k i x ( C ị + c 2 x ) . 

Ví dụ : Giải phương trình 
y" - 6y' + 9y = 0. 

Phương trình đặc trưng cùa nó là k 2 - 6 k + 9 = 0, nó có một nghiệm 
kép k = 3, vậy nghiệm tống quát của nó là 

y = e 3 x ( C l x + C 2 ) . 

3) k/ và k2 là hai số phức liên hợp . kị = a + ip, k 2 = a - ip. Hai 
nghiệm riêng của phương trình (5.39) là 

ỹi = e (a+iP)x = e ax e i ( 3x 

ỹ, =c(o.-iệ)\ = e a x e - i ( 3 x 
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Dùng công thức Euler. 

e'Px =cospx + isinpx, e~ i p x = cosPx-isinPx, 

ta được 

ỹị = e a x (cos( ỉx + is inpx) 

ỹ_ = e a x ( c o s p x - i s i n p x ) . 

Nếu ỹ|, ỹ2 là hai nghiệm của phương trình (5.39) thì 

y{ =  ỹrtÃ = e«* cosPx, y2 = = eax sinpx 

cũng là nghiệm của phương trình ấy. Hai nghiệm ấy lạ i độc lập tuyến 

tính vì -^- = cotgpx khác hằng số. Vậy nghiệm tổng quát của phương 
y 2 

trình (5.39) là 

y = e a x ( C ị cospx + c 2 sin(3x). 

Ví dụ : Giải phương trình y" - 2y' + 5y = 0. 

Phương trình đặc trưng của nó là k 2 - 2k + 5 = 0, nó có hai nghiệm 

phức liên hợp kị = Ì + 2i, k 2 = Ì - 2i. Vậy nghiệm tổng quát của nó là 

y = e x(C,cos2x + c^si iứx). 
Chú thích. Đ ố i với phương trình tuyến tính thuần nhất có hệ số không 

đổi cấp cao hơn hai, phương pháp giải cũng tương tự như đối với phương 
trình cấp hai. 

Ví dụ ỉ : Giải phương trình ý"' - 4y' = 0. 

Phương trình đặc trưng của nó là k 3 - 4k = 0, nó có ba nghiệm là 
k = 0 k = 2, k = - 2. Do đó nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 

y = Cj + c , e 2 x + c 3 e - 2 x . 

Ví dụ 2 : Giải phưcmg trình y ( 4 ) + 2y" + y = 0. 

Phương trình đặc trưng k 4 + 2k 2 + 1 = 0 hay (k 2 + Ì ) 2 = 0 có hai 
nghiệm kép k = i và k = - i . Do đó nghiệm tổng quát của phương trình đã 
cho là 

233 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



y = (C| + C2X)cosx + (C 3 + c 4 x)sinx. 

• Phương trình không thuần nhất. Cho phương trình 

(5.40) y" + py '+ qy = f (x) , 

trong đó p, q là những hằng số. Ở trên, ta tìm được nghiệm tổng quát của 
phương trình thuần nhất tương ứng (5.39). Vậy chi việc áp dụng phương 
pháp biến thiên hằng số để tìm nghiệm tổng quát của phương trình 
không thuần nhất (5.40). Nhưng đ ố i với một số dạng đặc biệt của vế 

phải f (x) , có thể tìm được một nghiệm riêng của phương trinh (5.40) mà 
không cần một phép tính tích phân nào. Chỉ cần cộng nghiệm riêng ấy 
vào nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng (5.39), ta 
sẽ được nghiệm tổng quát của (5.40). 

Ta sẽ tìm nghiệm riêng của (5.40) trong hai trường hợp sau : 

• Trường hợp ỉ : f(x) = e . Pn(x), trong đó Pn(x) là một đa thức bậc 
n, oe là một hằng số. 

Nếu a không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng của (5.39), 
ta tìm một nghiệm riêng của (5.40) có dạng 

(5.41) Y = eaxQn(x), 

trong đó Qn(x) là một đa thức bậc n, (n + 1) hệ số của nó sẽ được xác 
định như sau.Ta có 

Y' = aQn(x)eax+Q'n(x)eax 

Y" = a2Qn(x)eax +2aQn(x)eax +Q'n(x)eax. 

Thế vào (20), ta được 

ea(x)[Q'n (X) + (2a + p)Qn (x) + (a2 + pa + q)Qn (x)] = eax Pn (x). 

Suy ra 

(5.42) Q;(x) + (2a + p)Qn(x) + (a2 +poc + q)Qn(x) = Pn(x). 

Vì a không là nghiệm của phương trình dặc trưng của (5.39), nên 

a 2 + pa + q * 0, do đó vế trái cùa đẳng thức (5.42) cũng là một đa thức 
bậc n, cùng bậc với đa thức ỏ vế phải. 
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Bàng cách đồng nhất hệ số của các số hạng cùng bậc ở hai vế của 
đảng thức (5.42), ta được (n + 1) phương trình bậc nhất của (n + 1)  ẩn là 

các hệ số của Q n (x) . Phương pháp tìm các hệ số của Q n (x) nêu trên được 
gọi là phương pháp hệ số bất định. 

Nếu a là nghiệm đơn của phương trình đặc trưng thì 

oe2 + poc + q = 0, {la + p) *0. Khi đó vế trái của đẳng thức (5.42) là 
một đa thức bậc (n - 1). Ta nâng bậc của nó lên một đơn vị mà không 

tăng số các hệ số của nó, muốn vậy chỉ việc thay Q n (x) bởi xQ n (x). Do đó, 
trong trường hợp này, ta sẽ tìm một nghiệm riêng của (5.40) có dạng 

(5.43) Y = x e a x Q n ( x ) . 
2 

Nếu oe là nghiệm kép của phương trình đặc trưng thì a + pa + q = 0, 
2a + p = 0. V ế trái của đẳng thức (5.42) là một đa thức bậc (n - 2). Lập 
luận tương tự như trên, ta thấy rằng phải tìm một nghiệm riêng của 
(5.40) có dạng 

(5.44) Y = x 2 e a x Q n ( x ) . 

Ví dụ ỉ: Giải phương trình y" + 3y' - 4y = X. 

Phương trình đặc trưng r 2 + 3r - 4 = 0 có hai nghiệm đơn r = Ì, r = - 4. 
Vậy nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng là 

y = CỊC* + c^e - 4*. V ế phải của phương trình có dạng e a x P j ( x ) , trong đó 

oc = 0 ,Pị(x) = x. 

oe = 0 không là nghiệm của phương trình đặc trưng, vậy ta tìm 
nghiệm riêng của phương trình đã cho có dạng 

Y = Ax + B. 

Thế vào phương trình trên, ta được 

- 4 A x + 3A - 4B = X. 

Ì 3 
Suy ra : - 4 A = Ì, 3A - 4B = 0 => A = - - , B = - — => 

4 16 
X 3 

Y = - — - — . Nghiệm tổng quát phải tìm là 
4 16 
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y = c , e x + c 2 e ~ ị x . 
4 16 

Ví dụ 2 Tìm nghiệm tổng quát của phương trình 

y " - y ' = e x(x + 1). 

Phương trình đặc trưng r - r = 0 có hai nghiệm r = 0, r = Ì • Vậy 

nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng là y = C| + c^e*. 

V ế phải cùa phương trình đã cho có dạng e ( X x P|(x), với a = Ì là một 
nghiệm đem của phương trình đặc trưng, vậy ta tìm một nghiệm riêng 
của phương trình đã cho có dạng 

Y = xe x (Ax + B) = e x ( A x 2 + Bx). 

Ta có 

Y' = e x ( A x 2 + Bx) + e x (2Ax + B) 

Y" = e x ( A x 2 + Bx) + 2e x(2Ax + B) + e x.2A. 

Thế vào phương trình đã cho, ta được 

e x(2Ax + B + 2A) = e x ( x + l ) . 

Do đó 2A = Ì, B + 2A = Ì => A = - , B = 0 ^ Y = - X 2 e x 

2 2 
Nghiệm tổng quát phải tìm là 

y = c , + c 2 e x + - x 2 e x . 

Ví dụ 3 : Giải phương trình y " - 6y '+ 9y = x e 3 x . 

Phương trình đặc trưng có nghiệm kép r = 3, nghiệm tổns quát cùa 

phương trình thuần nhất tương ứng là y = (C|X + c 2 ) e 3 \ Ta tìm một 
nghiệm riêng của phương trình đã cho có dạng 

Y = x 2 e 3 x ( A x + B) = e 3 x ( A x 3 + Bx 2 ) . 

Ta có 

Y' = 3 e 3 x ( A x 3 + Bx 2 ) + e 3 x ( 3 A x 2 + 2Bx), 

Y" = 9 e 3 x ( A x 3 + Bx 2 ) + 6e 3 x (3Ax 2 + 2Bx) + e 3 x (6Ax + 2B). 
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Thế vào phương trình đa cho, ta được 

e 3 x [ ( 6 A - 10B)x + 2B] = xe3*. 

Ì X 3 

S u y r a ó A - 10B = 1,B = 0 ^ A = - , B = 0=> Y = — e 3 x . 
6 6 

Nghiệm tổng quát của phương trình dã cho là 

X 3 

y = (C!X + C 2 ) e 3 x + — e 3 x . 
6 

• Trường hợp 2: f(x) = P m (x ) cos(3x + P n(x) sinpx, trong đó P m (x) , 

P n(x) là những đa thức bậc m, n ; p là hằng số. 

Người ta chứng minh được rằng 

Nếu ± i|3 không là nghiệm của phương trình đặc trưng thì có thể tìm 
một nghiệm riêng của phương trình (5.40) có dạng 

(5.45) Y = Q/(x)cosPx + R/(x)sinPx, 

trong đó Q/x ) , R/(x) là những đa thức bậc / = max(m, n). 

Nếu ± i/? là nghiệm của phương trình đặc trưng thì có thể tìm một 
nghiệm riêng của phương trình (5.40) có dạng 

(5.46) Y = x[Q/(x)cos(3x + R/(x)sin(3x]. 

Ví dụ Ì : Giải phương trình y" + y = xsinx. 

Phương trình đặc trưng r + Ì = 0 có nghiệm l i . Nghiệm tống quát 

của phương trình thuần nhất tương  ứng là y = C]C0SX + c 2 sinx. V ế phải 

của phương trình đã cho có dạng R ^ x ) sinpx, trong đó R|(x) = X, (3 = Ì, 

nhưng ± i3 = ± i là nghiệm của phương trình đặc trưng, nên ta ùm được 
một nghiệm riêng của phương trình đã cho có dạng 

Y = x[(Ax + B)cosx + (A]X + Bị)sinx]. 

Tính Y \ Y" rồi thế vào phương ư ình đã cho, ta được 

[4AjX + 2(A + B|)]cosx + f - 4 A x + 2(A, - B)]sinx = xsinx. 
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Do đó 4A| = 0, A + Bị = 0 , - 4 A = Ì, A | - B = 0. Suy ra A = — . 

Ì X 
Bị = - , A i = 0 , B = 0. Vây Y = —(sinx - x c o s x ) 

4 4 
Vậy nghiệm tổng quát cùa phương trình đã cho là : 

X 
y = C| cosX + c 2 sin X +—(sin X - Xcosx). 

2 
Ví dụ 2 : Giải phương trình y" - y' = 2cos X. 

2 
Phương trình dặc trưng r - r = 0 có hai nghiệm r = 0, r = Ì. Nghiệm 

của phương trình thuần nhất tương ứng là y = Cị + c 2 e \ V ế phải cùa 
phương trình đã cho là f(x) = 2cos X = Ì + cos2x. Theo nguyên lý chồng 
nghiệm, ta tìm một nghiệm riêng cùa phương trình đã cho dưới dạng 
tổng Yị + Y 2 , Y| . là nghiệm riêng của phương trình với vế phải f ị ( x ) = Ì , 
Y 2 là nghiệm riêng của phương trình với vế phải f 2 ( x ) = cos2x. Vì 

f ] (x ) = Ì = e với oe = 0 là nghiệm cùa phương trình đặc trưng nên Y | 

có dạng Ax. Thế vào phương trình, ta được A = - Ì , vậy Yị = -X . Vì 

f 2 ( x ) = cos2x, mà ±2i không là nghiệm của phương trình đặc trưng nên 
Y 2 = Bcos2x + Csin2x. 

2 Ì 
Thê vào phương trình, ta đươc B = ——, c = ——, vâv 

10 10 
2 Ì , 

Y 2 =——cos2x-—sin2x. Vậy nghiệm tổng quát phải tìm là 

2 Ì 
y = c , + c 2 e x -X——cos2x— 1 - s in2x . 

1 2 10 10 
Chú thích ỉ. Nếu f(x) = e x[Pm(x)cos|3x + P n(x)sinpx], ta có thể 

đưa về phương tình với vế phải có dạng đã xét ờ trên bằng cách đặt 

y = e -Z. 

Ví dụ : Giải phương trình y" + ly' + 2y = x e _ x sin X. 

Đặt y = e _ x z . Ta có 

ý ' = e _ x z ' - e _ x z , y " = e " x z " - 2 e _ x z ' + e _ x z . 
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Thế vào phương trình, ta được 
z" + z = xsinx. 
Nghiệm tổng quát của phương trình này là 
X 

Z = C| cosx + C 2 s i n x + —(s inx-xcosx) 

(Xem ví dụ Ì). Vậy nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 

»-x y = e 
X 

Cị cosx + c 2 sinx +—(sinx - x c o s x ) 

Chú thích 2. Đ ố i với phương trình tuyến tính không thuần nhất, có hệ 
số không đổi, cấp cao hơn hai, cũng có thể tìm được nghiệm riêng tương 
tự như đối với phương trình cấp hai? 

Vi dụ : Giải phương trình y(4) + 2y" + y = cosx. 

Ở trên ta đã thấy nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất 
tương ứng là y = (Cị + C^Ocosx + (C3 + c4x)sinx, vì phương trình đặc 

trưng (k4 + 2k2 + 1) = 0 có hai nghiệm kép k = i và k = - i. Vế phải của 
phương trình đã cho là cosx, do đó ta tìm nghiệm riêng của phương trình 
không thuần nhất có dang 

' 2 
y = X (Acosx + Bsinx). 

Thay vào phương trình đã cho, ta tìm được 

A = --, B = 0. 
8 

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 
Ì 

y = (Cị + C 2 x ) c o s x + (C 3 + c 4 x ) s i n x - - x z cosx. 

5.2.5. Phương trình Euler 
Đó là phương trình tuyến tính có hệ số biến thiên dạng 

(5.47) x2y" + axy' + by = 0, 
trong đó a, b là những hằng số. Thực hiện phép đổi biến số 

ki = el hay t = lnlxl 

ta có 

, _ dy _ dy dt _ dy Ì 

dx dt dx dt X 
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dx 

dy Ị_s 

V dt X J 

J _ d y _[d_ 

X 2 dt X di 
te' 1 rá2y d y N 

, d t ; dx \ 2 ^ d t 2 di J 

Thế vào phương trình (5.47), ta được 

(5.48) ậ + ( a _ , ) í ! Ị + b y = o, 
d t 2 dt 

đó là một phương trình tuyên tính có hệ số không đổ i . 

Ví dụ : Giải phương trình x 2 y" + 2xy' - 6y = 0. 

Bằng phép đổi biến số X = e , phương trình được đưa vé dạng 

ậ + ậ-6y = 0. 
d t 2 dt 

Phương trình đặc trưng của phưcíng trình này r + r - 6 = 0 có hai 
nghiệm r = 2, r = -3 , vậy 

_ g-, 21 , -" , _-3t 
y = C!e +C2e 

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 

y=c,x2+% 

5.2.6. Phương trình dao động 

Giả sử có một vật có khối lượng M được dặt trên một lò xo đàn hồi 
(hình 5.5). Chọn trục Oy thảng đứng hướng từ trên xuống, gốc o đặt ở 
trọng tâm của vật ở vị trí cân 

tá" 

bằng. Gọ i y là độ dời tính từ vị 
trí cân bằng. Giả sử lực kéo vật 
về vị trí cân bằng tỷ l ệ với độ 
dời, nghĩa là bằng - k y , k là hệ 
số đàn hồi của lò xo, còn lực 
cản hướng ngược chiều chuyển 
động và tỷ lệ với vận tốc của 

dy 
vát, nghĩa là bằng - X — , X là dt 
hằng số dương. 

Vị trí cản bằng 

Hình 5.5 
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Theo định luật Newton, phương trình chuyển động của vật trên lò xo là 

dt2 dt 

V, J * k 
n a y , n ê u đ ặ t p = — , q = — , 

M M 
(5.49) y" + py' + qy = 0. 
Phương trình đặc trưng của nó k 2 + pk + q = 0 có hai nghiệm là 

Nêu 4 >(ĩ thì kị, k2 là hai số âm. Nghiệm tổng quát của phương 

trình (5.49) là 

y = C ] e k i t + c 2 e k 2 ' . 

Do đó, với mọ i điểu kiện ban đầu, độ dời y —> 0 khi t —> +oo. Trong 
trường hợp này, không có dao động, vì lực cản quá lớn. 

2 
Nếu — = q thì kị = k 2 = Nghiêm tổng quát của (5.49) là 

y = (C1+C2t)e 2 

Trong trường hợp này, độ dời y cũng dần đến 0 khi t —> +oo? nhưng 
không nhanh như trường hợp trước. 

2 
Nếu — < q thì kị = oe + ip, k 2 = a - trong đó a = - - , 

p 2 
3 = J q - — . Nghiệm tổng quát của phương trình (5.49) là 

y = eat(Clcos|3t + C2sinpt). 

Đặt c, = Asinọ0, C2 = Acos(p0, ta có A = yjcf + cị, <p0 = arctg-^-. 

Thế Cị, c2 vào biểu thức của y, ta được biểu thức của nghiệm tổng quát 
của phương trình (5.49) là 
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y = e a l Asin(Pt + (p 0). 

Trong trường hợp này vật dao 
y = Aea,sin(pt + <p0) 

Hình 5.6 

động với biên độ Ae 1 phụ thuộc vào 

thời gian. Vì a = --<0, nên biên 

độ dần đến 0 khi t -> +oo. Vậy 
chuyển động của vật là một dao 
động tắt dần. Đồ thị của dao động 
tắt dần được biểu diễn trên hình 5.6. 

Đặc biệt nếu p = 0, tức là vật chuyển động không bị lực cản thì 

nghiệm tổng quát của phương trình (5.49) là y = CịCospt + C^sinỊìt = 

Asin(3t + <p0). Chuyển động cùa vật là một dao động điều hoa có chu kỳ 

5.2.7. Nghiệm khai triển được thành chuỗi lũy thừa 

Giả sử ta muốn tìm nghiệm khai triển được dướ i dạng chuỗi lũy thừa 

của phương trình tuyến tính thuần nhất 

(5.29) y" + p(x)y' + q(x)y = 0. 

Đát 

(5.50) 
ọp 

= ao + a,x + a 2 x 2 + ... + ^ x " + ... = ^ a n x " 
n=0 

Lấy đạo hàm y từng số hạng một cách hình thức hai lần, thế vào 

phương trình (5.29), ta được một chuỗi lũy thừa đồng nhất bằng không. 
Cho các hệ số của chuỗi lũy thừa này bằng không, ta xác định đươc các 
hệ số trong (5.50). Nếu chuỗi lũy thừa (5.50) với các hệ số đã được xác 
định như vậy hội tụ ưong một khoảng nào đó thì nó là nghiệm cùa 
phương trình (5.50) trong khoảng ấy, vì có thể lấy đạo hàm từng sò hạng 
một chuỗi lũy thừa ưong khoảng hội tụ của nó. 

242 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Vì Jw / .- Tim nghiệm khai triển được thành chuỗi lũy thừa của 
phương trình 

xy" + 2y' + xy = 0. 
Đặt 

Ta có 

2 
y = ao + aj X + a 2x + ... + í^x" + ... 

y' = a ị + 2 a 2 x + 3a 3x + ... + na nx + ... 

y" = 2a2 + 2.3a3x + 3.4a4x2 + ... + (n - l)nanxn " 2 + ... 

Thế vào phương trình trên, rút gọn các số hạng đồng dạng, ta được 

2aỉ + (6a2 + ao)x + (12a3 + a,)x2 + ... + [(n2 + n)^ + à,, _ 2]x" ~1 +... = 0. 

Do đó 

z 6 j 12 n n(n + l ) 

Vậy nếu n = 2k + Ì thì a„ = 0 ; nếu n = 2k thì 

n > 2 . 

a 2k -

a 2k-2 

2k(2k + l ) 

-_ÌQ_ 

' a 2k-2 
a 2k-4 

( 2 k - 4 ) ( 2 k - 3 ) 
a 4 = 

_ ~ a 2 
4.5 

2.3 
( -1 ) K 

l k (2k + l ) ! 

Do đó 

y = a 0 

^, X 2 X 4 X 6 , I NU x 2 k 

1 - — + — - - ^ - + ... + ( - l ) k 

V 3! 5! 7! (2k + l ) ! 
+ ... 

a 0 là một hằng số tuy ý. Có thể tính được dễ dàng bán kính hội tụ của 
chuỗi lũy thừa này bằng co, do đó nó thoa mãn phương trình đã cho với 
moi X. 

Chú ý rằng chuỗi lũy thừa trong dấu ngoặc là khai triển của sinx 

Vậy nghiệm đã tìm được là y = a 0 

sinx 
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Ví du 2 : Tìm nghiệm khai ưiển được thành chuỗi lũy thừa cùa 
phương trình 

(Ì - x 2 )y" - x y ' + 4y = 0. 

Cũng như trên. thê (5.50) vào phương trình đã cho, ta được 
(4ao + 2a 2) + (3a, + 6a 3)x + 12a 4x 2 + (20a 5 - 5a 3 )x ? + ... 

+ [(n + 2 ) ( n + l ) a n + 2 - ( n 2 - 4 ) a J x n + ... = 0. 
Do đó 

Ì _ A _ Ì 
a 2 = - 2 a 0 , a 3 = 2 a l - a 4 = °^5 = 4 a 3 ' - « 

an+2=-rTTan^ n = 2,3,4,... 
n 1 n + 1 

Vậy 
a2k = 

_ 1 3 2 k - 3 
a 5 = 

Suy ra 

a-)k = 0 với k > 2 

a5 = 4a3' a7 =ịa5< a2k+! = i%~^a2k-l 

1 .3 .5-(2k-3) ( 2 k - 3 ) ! ! 
a 7 t + i = — ai = — à, , k > 2, 

2 k + 1 2.4.6...(2k) (2k)!! 1 

trong đó (2k) !! = 2.4.6... (2k), (2k - 3) !! = 1.3.5... (2k - 3). Vậy 
nghiệm khai triển được thành chuỗi lũy thừa phải tìm là 

trong đó aQ, aj là những hằng sô tuy ý. 
Để tính bán kínli hội tụ của chuỗi lũy thừa, ta tính 

_ ( 2 k - l ) ! ! (210!! 2 k - l 
p = l im - — • — : — . — — = lim ———- = 1. 

k-*o(2k + 2)!! ( 2 k - 3 ) ! ! k - » « 2 k + 2 

Vậy bán kính hỏi tụ cùa chuỗi là R = — = Ì. Vậy chuỗi lũy thừa hội 

tụ trong khoảng -Ì < X < 1. Bạn đọc hãy xét sự hội tụ của chuỗi tại các 
mút X = ± 1. 

Dễ dàng thấy rằng y ^ x ) = Ì - 2x là một nghiệm riêng cùa phương 
trình đã cho. 

Chú thích. Các phương trình trong những ví dụ trên đều là phương 
trình với hệ số biến thiên. 
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5.3. HỆ PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 

5.3.1. Đại cương 

• Người ta gọi hệ phương trình vi phân chuẩn tắc cấp một là hệ 
có dạng 

(5.51) 

y, = f 1 ( x , y l , y 2 , . . . , y n ) 

y 2 = f 2 ( x , y j , y 2 y n ) 

y n = f n ( x . y i . y 2 . - . y n ) 

trong đó X là biến số độc lập, ỹị , y 2 , y n là các hàm số phải tìm. 

• Định lí 5.11. (Sự tồn tại và duy nhất nghiệm). Cho hệ phương trình 

vi phân (5.51). Giả sử các hàm sốfị(x, yh y2,..., y j cùng vói các đạo 
dí-

hàm riêng ^ - L ( x , y 1 , y 2 , . . . , y n ) , ỉ = Ì, 2, li ; ị = Ị, 2, n, liên túc 
ày i 

trong một miền D trong R" + 1. 

Giả sử ( x 0 , y j \ y ^ , . . . , y O ) là một điểm thuộc D. Khi đó trong một 

lân cận nào đó của điểm X = XQ có một nghiệm duy nhất của hệ (5.51) 
thoa mãn các diêu kiện 

- , , 0 
Xo •' ynlx= Xo 

Định lí này ta không chứng minh. 
Về mặt hình học, định lí khẳng định rằng với các điều kiện đã nêu 

trong một lân cận nào đó của điểm ( x 0 , y ị \ y 2 » — . y ẳ ) tồn m ộ l đường 
tích phân duy nhất của hệ đi qua điểm ấy. 

• Người ta gọ i nghiệm tổng quát của hệ (5.51) là bộ n hàm số 

Yi = (Pj(x, Cị , C 2 , c n ) , i = Ì, 2 , n 

trong đó C|, C2 C n là các hằng số tuy ý, thoa mãn các điều sau : 

1) Nó thoa mãn hệ (5.51) với mọ i giá trị của Cị, c 2 , C n ; 

2) V ớ i mọ i đ iểm ( x 0 , y ị \ y 2 , . . . , y n ) ở đó các điều kiện của định lí 
tồn tại và duy nhất nghiệm được thoa mãn, có thể tim được một bộ 
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Hình 5.7 

giá trị C j = c Ị \ c 2 = c ị , C n = c ° sao cho các hàm số 

Yj = (Pị(x,CpC2, ...,CỊỊ) thoa mãn các điểu kiện ban đầu 

yị|x=x =y?' i= ỉ.2'-."-

Người ta gọi nghiệm riêng của hệ (5.51) là 

nghiệm mà có được bằng cách cho C] , c 2 

C n trong nghiệm tổng quát các giá trị xác định 
c — c — r^o _ /"•() 

• Đường dòng của trường vectơ. Giả sử 

trong miền D c R n xác định một trường vectơ 

F(M) có các thành phần F j ( M ) , F 2 ( M ) 

F n (M) . Người ta gọi đường dòng của trường là một đường cong c mà 
tiếp tuyến tại mỗ i điểm của nó đồng phương với vectơ của trường tại 
điểm ấy (hình 5.7). Chẳng hạn, các đường sức trong từ trường hay điện 
trường là các đường dòng của chúng. 

Nếu phương trình tham số của đường dòng là 

Xj = X|(t), x 2 = x 2 ( t ) , x n = x n ( t ) , 

thì tiếp tuyến của nó tại mỗ i điểm M(X|(t) , x 2 ( t ) , x n ( t ) ) có hệ số chỉ 

phương là X|( t ) , x ' 2 ( t ) , x n ( t ) . V ì tiếp tuyến ấy đồng phương với 

vectơ F của trường tại M , nên ta có 

x'i(t) = x ' 2 ( t ) = _ x ' n ( t ) 

F j ( M ) F 2 ( M ) " F n ( M ) 

hay 
dx Ị _ _ dx 2 _ _ dx r 

Fj (M) F 2 ( M ) F n ( M ) 

Đó là hệ phương trình vi phán của họ đường dòng. 

5.3.2. Cách giải 

M ọ i phương trình vi phân cấp n dạng 

y ( n ) = f ( x , y , y ' ý (n- 1) ) 
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đều có thể đưa về một hệ phương trình vi phân chuẩn tắc cấp một. 

Thật vậy, đặt y = ý,, y' = y2, y(n 0 = yn>ta được hệ 

y'i = Y2 
y' 2 = y 3 

< 

y'n-1 = yn 

y'n = f ( x , y I , y 2 , . . . , y n ) . 

Đảo lại, một hệ phương trinh vi phân cấp một chuẩn tắc có thể được 
đưa về một phương trình vi phân cấp cao đối với một hàm số chưa biết 

bằng cách khử những hàm số chưa biết còn lạ i từ những phương trình 
của hệ . Giải phương trình vi phân cấp cao đó, rồ i tìm những hàm số chưa 
biết còn l ạ i . Phương pháp giải hệ phương trình vi phân đó được gọ i là 
phương pháp khử. 

Ví dụ ì: Giải hệ phương trình 

y ' = 5y + 4z 
z' = 4y + 5z. 

Lấy đạo hàm hai vế phương trình đầu, ta được 

• y" = 5y' + 4z". 

Thay z' bởi vế phải của phương trình sau, ta được 

y" = 5y" + 16y + 20z. 

Nhurng từ phương trình đầu suy ra z = -(y'-5y). Thế vào phương 

trình trên, ta được 

y" - 10y" + 9y = 0. 

Nghiệm tổng quát của nó là 

y = C je x + C2e 9 x. 

Tính y', rồ i thế vào phương trình đầu, ta được 

z = - C ^ " + c > e 9 \ 
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\ 'í dụ 2 : Giải hệ phương trình 

íy ' = y + z 
| z ' = y + z + x. 

Z = - C | + c 2 e 2 x + — - - - - . 

Đạo hàm hai vế phương ưình đầu, ta được 

y" = ý' +z'. 
Thay z' bởi vế phải của phương trình sau, ta có 

y" = y' + y + z + X. 
Nhưng y + z = y', nên ta được 

y" - 2y' = X. 

Nghiệm tổng quát của nó là 

y = c, +c2e2x- —--. 
1 1 4 4 

Tính y' rồ i thế vào phương ư ình đầu, ta được 

4 4 4 

Chú ý rằng nếu ưừ hai phương trình của hệ từng vế một ta được 

X 2 

z ' - y ' = x=> z - y = — + K , 
2 

K là hằng số tuy ý. Thế z rút từ đó vào phương trình đầu, ta được 

y'-2y = — + K, 
2 

đó là một phương trình cấp một đối với y. Tìm được y tính ý" rồ i thế 

phương trình đầu của hệ, ta sẽ được z. 

Ví dụ 3 : Giải hệ phương trình vi phàn 

' .vi 
y - -
_, Ì 
z 2 y -

Đạo hàm hai vế phương trình sau, ta được 
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2 

Thế y' bởi vế phải của phương trình đầu, ta có 

2 z 
2 2 

Nhưng do phương trình sau y = 4z' , vậy 
zz" = 2z' 2. 

Đó là một phương trình cấp hai đ ố i với z, khuyết X. Đặt z' = p, ta có 

z" = p — , phương trình trên đươc viết thành 
dz 

dz 

Nếu p * 0, ta được 

dp 2dz _ 2 dz ^, , 
— = — =>p = c,z => - ^ = Cịdx 
p z z 2 

=> -— = CjX + C2 => z = — ' 
z CjX + C 2 

Vì y = 2z' = 2CịZ 2 , nên ta được 

ỵ = 
2 C Ị 

(C,x + C 2 ) 2 ' 

Nếu p = 0, tức là z' = 0, ta thấy z = c 0), y = 0 cũng là một nghiệm 
của hệ . 

Chú thích. Trong một số trường hợp, có thể tổ hợp các phương trình 
của hệ l ạ i để được một phương trình vi phân dễ giải . 

Ví dụ Ì . Giải hệ phương trình 

y' = z,z' = y. 
Cộng hai phương trình của hệ từng vế một, ta được 

y' + z' = y + z => d^y + Z^ = dx =>y + z = c,ex. 
y + z 
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Trừ hai phương trình của hệ từng vế một, ta được 

d(y - z) _ n -X 
ý- - z' = - (y - z) => — = -dx =^ y - z = c 2 e . 

y - z 
Từ hai kết quả ấy, suy ra 

y = -(Cjex + c2e-x) = ị(C,ex -c2e"x). 

V7 dụ 2 : Giải hệ phương trình 

|y' = y2 +yz 

[z' = yz + z2. 

Chia hai phương trìnli của hệ từng vế một, ta được 

z' y' , , _ 
— = — =>z = Cjy. 
z y 

Cộng hai phương trình của hệ từng vế một, ta được 

2 d(y + z) , Ì 
y' + z' = (y + z r = » K ĩ , =dx => y + z = — 
J (y + z ) 2 x + c 2 

Từ hai kết quả trên suy ra 

Ì 
y : 

(1 + Cị)(x + C 2 ) 
-, z = -

(1 + Cj ) (x + C 2 ) 

5.3.3. Hệ p h ư ơ n g trình vi p h â n tuyến t ính thuần nhất c ó h ệ 
không đổi 
Đó là hệ phương trình vi phân có dạng 

(5.52) 

^ - = a n y 1 + a 1 2 y 2 + . . . + a l n y n 

dx 

— = a2iyi +a22y2 +- + a2nyn 

dx 

^ r L = a n i y i + a n 2 y 2 + - + a nnyn 
l dx 

trong đó các hệ số ajj là nhũng hằng số. 
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Nếu y , , y 2 , y n là nghiệm của hệ (5.52), ta dùng ký hiệu vectơ Y 

có các thành phần ý , , y 2 , y n để chí nghiệm ấy. Vì hệ (5.52) là hệ 
phương trình tuyến tính thuần nhất, nên có thể chứng minh được rằng 

nếu Y i , Y 2 , Y m là những nghiệm của hệ (5.52) thì mọ i tổ hợp tuyến 

tính của chúng dạng 

C 1 Ỹ i + C 2 Ỹ 2 + . . . + C m Ỹ m 

cũng là nghiệm của hệ ấy. 
Có thể giải hệ (5.52) mà không cần đưa nó về phương trình vi phân 

cấp cao. Ta sẽ tìm nghiêm của hệ (5.52) có dạng 

(5.53) y j = p,e , y 2 = p 2e , y n = p ne x , 

trong đó Pị, p 2 , p n , À là những số mà ta sẽ xác định. Thế các biểu 
thức (5.53) vào hệ (5.52), ta được hệ phương trình đại số tuyến tính sau 

đây đối với PJ ,P2, p n : 

( a H - Ằ ) P l + a 1 2 p 2 +. . . + a l n P n = 0 

(5 54) ' a 2 l P l + ( a 22 ~ * ) p 2 + - + a2nPn = 0 

a n l P l + a n 2 P 2 + - + ( a n n - ^ ) P n = 0 -
ĐÓ là một hệ phương trình đại số tuyến tính thuần nhất, nó phải có 

nghiệm khác không, do đó định thức của ma trận các hệ số của nó phải 
bằng không 

(5.55) 

a l l 
a21 

l n l 

-X l12 
22 - À 

ln2 

a l n 
a 2n 

lnn — 

= 0. 

Phương trình (5.55) được gọi là phương trình đặc trưng của hệ (5.52), 
nó là một phương trình đại số bậc n đối với X. Nghiệm của nó được gọ i 
là giá trị riêng của hệ . 

Giả sử phương trình (5.55) có n nghiêm thực phân biệt  Ằị, XỊ.,..., \ . 

Úng với mỗ i giá trị riêng của Ằk, từ hệ (5.54) ta xác định được n số : p l k , 

P2k' Pnk' k = Ì, 2 , n . Vectơ ( p l k , p 2 k , p n k ) là vectơriêng  ứng với 
x k . Khi ấy hệ phưcmg trình vi phân (5.52) có n nghiệm 
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Vi Ì 

yi2 

- P n e Ằ ' x , y 2 i = P 2 i e X | X y„i = P n i e X ' x 

= p12e^-x, y22 =P22eẰ2X yn2 =Pn2eX2X 

Vin = P l n e X " X . y 2 n =P2n e X " X ' - • • ' y n n = ĩ>nneKX• 

H ệ nghiệm ấy được gọi là hệ nghiệm cơ bản. Khi đó nghiệm tổng 

U n = C i y n l + C 2 y n 2 + . . . + C n y nn • 

Nếu phương trình đặc trưng (5.55) có các nghiệm thực Xị»Ằ2 Ằs, 

lần lượt bội / ị , / 2 , / s (/ị + / 2 + - + / s = ta tìm nghiệm của hệ (5.52) 
dưới dạng 

trong đó Pii^x) là các đa thức bậc / k - Ì (k = Ì, 2, s ; i = Ì , 2 n), 

các hệ số của đa thức này phụ thuộc n hằng số tuy ý Cị, c 2 , . . . . C n . Dựa 
vào hệ phương trình (5.52), có thể tìm được hộ số đó bằng phương pháp 
hệ số bất định. 

Nếu phương trình đặc trưng (5.55) có các nghiệm phức, muốn được 
nghiệm tổng quát của hệ phương trình (5.52) dưới dạng thực thì tương tự 
như khi giải các phương ư ình vi phàn tuyến tính thuần nhất cấp hai có hệ 
số không đ ổ i ta dùng công thức Euler và lấy các nghiêm riêng là phần 
thực và phần ảo cùa nghiêm riêng phức tương ứng. 

Vi dụ Ì : Giải hệ 

y, = P n ( x ) e Ằ i x + p 1 2 ( x ) e x 2 x + . . . + p l s ( x ) e x 

y 2 = p 2 1 ( x ) e x ' x + p 2 2 ( x ) e x 2 x + ... + p 2 s (x )e ' 

,XSX 

y n = P n l ( x ) e V + p n 2 ( x ) e x 2 x + . . . + p n s ( x ) e 

y' = y + 2z 
z' = 4y + 3z. 

252 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – ĐHTN                                            http://www.lrc-tnu.edu.vn



Phương trình đặc trưng là 

1 - Ằ 2 
4 3 - Ả 

= 0 hay À - 4Ằ - 5 = 0. 

Nó có hai nghiệm kị = 5, X 2 = - Ì • ủng với Ằị = 5, hệ phương trình 
để xác định vectơ riêng 

f ( l - 5 ) P | + 2 p 2 = 0 
[4p, + ( 3 - 5 ) p 2 = 0 

Thực chất chi gồm có phương trình là 4pj - 2p 2 = 0. Có thể lấy Pị = Ì, 

p 2 = 2. Vậy vectơ riêng ứng với À ị = 5 là ( Ì , 2). Tương tự ta tìm được 

vectơ riêng  ứng với  Ằ2 = - Ì là ( Ì , - 1 ) . Do đó hệ nghiệm cơ bản là 
5x « 5x 

y ị = e z , = 2 e 
y 2 = e _ x z 2 = - e ~ x . 

Vậy nghiệm tổng quát của hệ phương trình đã cho là 

y = C j e 5 x + c 2 e ~ x 

z = 2C,e 5 x -

Ví du ĩ : Giải hệ 

Ịy' = y - 5 z 

c 2 e - x . 

[z' = 2 y - z . 

Phương trình đặc trưng là 

Ì - Ả -5 
2 - 1 - Ằ 

= 0 hay À + 9 = 0 

có nghiệm Àj = 3i, Ằ2 = - 3 i . Vectơ riêng  ứng với À| = 3i là (5, Ì - 3i). 
Do đó ta có nghiệm 

Yị - 5e 3 i x = 5cos3x + Ì5sin3x 

Zj = (Ì - 3 i )e 3 i x = (cos3x + 3sin3x) + i(sin3x - 3cos3x). 

Vậy nghiệm tổng quát của hệ đã cho là 

y = 5C!Cos3x + 5C2SÌn3x 

z = Cị(co.s3x + 3sin3x) + C 2(sin3x - 3cos3x). 
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Ví dụ ỉ : Giải hệ 

Jy' = y - Z 
Ịz' = y + 3z. 

Phương trình đặc trưng là 

l-Ằ - Ì 
Ì 3 - Ằ 

= 0 hay  Ả2 - 4 Ằ + 4 = 0 

có nghiệm kép Ả ị - x2 = 2. Do đó ta tìm nghiệm của hệ có dạng 

y = (ax + b)e 2 x 

z = (cx + d)e 2 x . 
Thế vào hệ phương trình, ta được 

Í2ax + 2b + a = (a - c)x + b - d 
[2cx + 2d + c = (a + 3c)x + (b + 3d). 

Đồng nhất hệ số của các số hạng cùng bậc, ta được 

2a -â-c 
2 b + a = b - d 
2c =a + 3c 
2d + c = b + 3d. 

Cho a = Cị, b = C2, Cị, C2 tuy ý, ta được c = -Cj, d = -(Cị + 
Vậy nghiệm tổng quát là 

y = (C,x + C 2)e 2x 

Z = -(C,X + C 1 + c 2 ) e 2x 

TÓM TẮT CHƯƠNG V 

Phương trình vi phân cấp một fịx, y, ỳ) = 0 

• Phương trình biến số phàn ly : f(x)dx = f(y)dy 
Cách g i ả i : lấy tích phân hai vế. 

• Phương trình thuần nhất : y ' = f V 

Đặt y = ux, được một phương trình biến số phân ly để tìm u 
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• Phương trình tuyến tính y' + p(x)y = q(x) ( Ì ) 

Trước hết giải phương trình y' + p(x)y = 0. (2) 

Nghiệm tổng quát của nó là y = Cyị(x). Rồi xem c là hàm số của X, 

tìm C(x) để y = C(x).y,(x) là nghiệm của (1). 

Nghiệm tổng quát của (1) bằng nghiệm tổng quát của (2) cộng một 
nghiệm riêng của (1). 

• Phương trình Bernoulli: ý' + p(x)y = q(x)y a . 
cc Ị — oe 

Chia hai vế cho y , đặt z = y , được một phương trình tuyến tính 

để tìm z. 

• Phương trình vi phân toàn phần : P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0, trong 

đó — = —. Nghiêm tổng quát là u(x, y) = c, trong đó 
dy 3x 

X y 
u(x,y) = Ị P (x ,y 0 )dx + ị Q(x,y)dy 

Xo ýo 

hay 

y X 
u(x,y) = Ị Q ( x 0 , y ) d y + ị P(x,y)dx, 

ý() Xo 

XQ, y 0 là hai số nào đó. 

• Phương trình Clairaut: y = xy' + f(y ') . 
Đặt ý' = t, ta được họ đường tích phân tổng quát là họ đường thẳng 

y = xC + f(C) và đường tích phân kỳ dị là hình bao của họ trên. 

• Phương trình Lagrange : y = xg(y') + f(y ') . 

Đặt y' = t, thế vào phương trình, lấy đạo hàm hai vế đố i với X, được 
một phương trình tuyến tính dôi với X. 

• Quỹ đạo trực giao của họ đường F(x, y, C) = 0. Khử c từ hai phương 

trình F(x, y, C) = 0, — F(x,y,C) = 0, được phương trình f(x, y, y') = 0, 
dx 
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là phương trình vi phân của họ . Thay trong đó y' bởi ——, ta được 

phương trình vi phân của họ quỹ đạo trực giao f 
( . . _̂  Ì A 

x . y . — -
y 

0. 

Phương trình vi phân cấp hai fịx, y, y', y") = 0. 

• Phương trình khuyết 

- Nếu phương trình khuyết y và y' : f(x, y") = 0, đặt ý' = p, ta được 
phương trình cấp một f(x, p') = 0. 

- Nếu phương trình khuyết y : f(x, y', y") = 0, đặt y' = p. ta được 
phương trình cấp một f(x, p, p') = 0. 

- Nếu phương trình khuyết X : f (y, ý', y") = 0, đặt y' = p, ta được 

phương trình cấp một f 
dy 

0. 

• Phương trình tuyến tính : y" + p(x)y' + q(x)y = f(x) (3) 

- Hãy xét phương trình thuần nhất y" + p(x)y' + q(x)y = 0 (4) 

Nếu y ^ x ) , y 2 (x) là hai nghiệm riêng độc lập tuyến tính của (4) thì 

y = Cịyị(x) + C2yo(x) là nghiệm tổng quát của nó. 

Nếu biết một nghiệm riêng của (4) là y = Yi(x), có thể tìm một 

nghiệm độc lập tuyến tính với nó bằng cách đặt y 2 (x ) = yj(x) .u(x) . 

- Xét phương trình không thuần nhất (3) 

Nghiệm tổng quát của phương trình (3) bằng nghiệm tổng quát của 
phương trình (4) cộng một nghiệm riêng của phương trình (3). 

Nếu nghiệm tổng quát của phương trình (4) là y = C ị y ^ x ) + c 2 y 2 ( x ) 

thì có thể cho C j , C2 biến thiên và tìm chúng để y = C](x)y!(x) + 

c 2 ( x ) y 2 ( x ) thoa mãn phương trình (3). Muốn vậy c j ( x ) , c ' 2 ( x ) phải 

thoa mãn hệ 

| c i y i + c ' 2 y 2 = 0 

l c ' 1 y ' 1 + C ,

2 y 2 = f ( x ) . 
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• Phương trình tuyến tính thuần nhất có hệ số không đổi 
y" + py' + qy = 0 

Xét phương trình đặc trưng k 2 + pk + q = 0 (5) 

Nếu (5) có hai nghiệm thực phân biệt k = k ị , k = k 2 , nghiệm tổng 

quát là y = C j e k i x + c 2 e k 2 x . 

Nếu (5) có một nghiệm kép kị = k 2 , nghiệm tổng quát là 

y = (CjX + C 2 ) e k > x . 

Nếu (5) có hai nghiệm phức liên hợp k = oe ± ip, nghiệm tổng quát là 

y = e a x (Cj cosPx + c 2 sin|3x). 

• Phương trình tuyến tính không thuần nhất có hệ số không đổi 

y" + py' + qy = f(x) 
Trong hai trường hợp sau, có thể tìm một nghiệm riêng của nó : 

1) f (x) = e P n (x), P n(x) là một đa thức bậc n. Ta tìm một nghiêm 
riêng của phương trình có dạng 

Y = e a x Q n ( x ) nếu oe không là nghiệm của phương trình (5) 

Y = x e a x Q n ( x ) nếu oe là nghiệm đơn của phương trình (5) 

Y = x 2 e a x Q n ( x ) nếu a là nghiệm kép của phương trình (5), Q n (x) là 
một đa thức bậc n, các hệ số của nó được xác định bằng phương pháp hệ 
số bất định. 

2) f (x) = Pm(x)cospx + Pn(x)sinị3x, P m (x ) , P n (x) là những đa thức bậc 
m, n. Ta tìm một nghiệm riêng của phương trình có dạng 

Y = Q/(x)cosPx + R/(x)sinPx nếu ± ip không là nghiệm của (5) 

Y = x[Q,(x)cos(ỉx + R/(x)sin|3x] nếu ± i(3 là nghiệm của (5), Q/(x), 

R,(x) là những đa thức bậc / = max(m, n). 

Trong trường hợp tổng quát, dùng phương pháp biến thiên hằng số. 
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Bài t ậ p 

1. Giải các phương trình vi phân có biến số phân ly : 

1)(1 +x)ydx + ( l - y ) x d y = 0 

2) (X 2 - y x V + y 2 + x y 2 = 0 

3) y'cos2y - siny = 0 

^4) ý" + sin(x + y) = sin(x - y) 

, cos y - sin y - 1 
«5) y ' = _ J 

c o s x - s i n x + 1 
66) ý' = cos(x - y) 

7) y' = X 2 + 2xy - 1 + y 2 

8) y ' = — — + 1. 
x - y 

2. Tun nghiệm riêng của phương ư ình v i phân thoa mãn điều kiện 
ban đ ầ u : 

1) x<y/l + y 2 d x + y>/l + x 2 d y = 0, y | x = 0 = Ì 

2 ) ( l + e 2 x ) y 2 d y = e xdx, y | x = 0 = 0 

3) sinxdy - ylnydx = 0, y | x = 0 = Ì 

4) ( x 2 + l ) y ' = y 2 + 4, y | x = 1 = 2 . 

3. Giả i các phương trình v i phân đẳng cấp cấp m ộ t : 

u 1) (y - x)dx + (y + x)dy = 0 

S2) xdy - y d x = yịx2 + y 2 d x 

Ĩ3) xyy' + X 2 - 2y 2 = 0 

04) (3x 2 + y 2 )y + (y 2 - x 2 )xy ' = 0 

5) 2(x + yy ' ) 2 = y 2 ( l + y ' 2 ) 

6) xcos - (ydx + xdy) = y s i n - ( x d y - y d x ) 
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X + y + 3 

y + 2 í . . ^ \2 
8) y ' = 2 

x + y - 1 

4. Tun những đường cong thoa mãn điều kiện sau đây : đoạn của trục 
Oy cắt bởi đường pháp tuyến của đường cong tại điểm M bằng khoảng 
cách O M . 

5. Giải các phương trình vi phân tuyến tính cấp m ộ t : 

1) 2x(x - l )y ' + (2x - l ) y + Ì = 0 

2) x ( l + x 2 ) y ' - ( x 2 - l ) y + 2x = 0 

j5) y'+2xy = xe_x2 

4) (Ì +x2)y'-2xy = (l +x2)2 

5)y,-^=(x+l)3'yl-4 

6)(l+x2)y' + xy = l. y|x=0=0 

ọl) 2ydx + (y2 - 6x)dy = 0 

8) xy' - y = x 2arctgx 
2 

<=m ý ' - - 7 ^ = x l n x , y | x = e = ^ 
x l n x 2 

10) (X 3 + x)y '+ 3 x 2 y = V x 2 + 1 . 

6. Chứng minh rằng phương trình x(x2 + l)y' - (2x2 + 3)y = 3 có một 
nghiệm là một tam thức bậc hai. Giải phương trình ấy. 

X 
7. Chứng minh rằng hàm số y = x | e t 2 d t là nghiệm của phương trình 

Ì 

xy' - y = x2ex2. Tun nghiệm riêng của phương trình ấy thoa mãn điều 

kiện y|x=1 =1. 
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8. Giải các phương trình vi phân : 

l ) x y 2 + x 2 ( l + x)yy' + 3 x - 5 = 0 
3 3 

2) y' + xy = X y 
3) (ylnx - 2)ydx = xdy 

X 
4 ) y 1 + y = e 2 > / ỹ , y | x = 0 = ^ 

5) ydx + (x + x2y)dy = 0 

6) ^ ( x 2 y 3 + x y ) = l . 
dx 

3 2 2 
9. Chứng minh rằng phương trình (x - l )y ' = y + X y - 2x có một 

nghiệm riêng dạng y j = X . Tim nghiệm tống quát của phương ư ình ấy 

bằng cách đặt y = y Ì + z. 

„ ' . . ( o ... ... 
10. Tun đường cong đi qua điếm Ì, — biết rằng đoan của trúc tung 

V 2j 
cắt bởi đường tiếp tuyến của đường cong tại mọ i điểm bằng bình phương 
của tung độ của điểm ấy. 

l i . Giải các phương trinh vi phân toàn phần : 

1) (x + y + l)dx + (X - y 2 + 3)dy = 0 

2) 2(3xy 2 + 2x 3 )dx + 3(2x 2y + y 2 )dy = 0 

3) 
( x - y ) 2 

dx + 
y ( x - y ) 2 

d y = 0 

xdx + (2x + y)dy _ 0 

(x + y ) 2 

5) I - U i n - - 4 r c o s ị + l 
y y X 2 X 

6) 3 x 2 ( l + l n y ) d x -

dx + 

3^ 

Ì i C o s ^ - - ^ - s i n - + „ 
v x X y 2 y y 2 y 

dy = 0 

X 
y ; 

dy = 0. 
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í 3 1 
12. 1) Giải phương trình 2xy + x 2 y + -^- dx + ( x 2 + y 2 ) d y = 0 

V 3 ) 
bằng cách tìm thừa số tích phân dạng oc(x). 

2) Giải phương trình y ( l + xy)dx - xđy = 0 bằng cách tìm thừa số 
tích phân dạng a(y). 

3) Giải phương trình xdy + ydx - xy 2 lnxdx = 0 bằng cách tìm thừa số 

tích phân dạng a(xy). 

13. Giải các phương trình vi phân : 

U y ' — — = 5 x 2 y 5 2) xy' = y - x c o s 2 -
2x X 

3) y ' = 2 ử ~ K 4 ) x = y' + y ' 3 

- 2 x y J 

Ì v' 
5) y = xy'+—- 6) y = xy'+ — 

y ' y ' + l 

7) y 3 + y , 3 - y y ' = 0. 

14. Tun quỹ đạo trực giao của các họ đường cong phụ thuộc tham số c : 

l ) y 2 = 2 p ( x - C ) 

2 ) x 2 - y 2 = c 

3) X 2 + y 2 = 2Cx 

4) (x2 + y2)2 = ( x 2 - y 2 ) ớ . 

15. Cho phưcmg trình vi phân (Ì - x 3 )y ' - y 2 + x 2 y + 2x = 0. 

1) Tun một nghiệm riêng của phương trình có dạng y ^ x ) = ax n . 

a € R, n € N . 

Ị_ 
z 

2) Giải phương ư ình bằng cách đặt y = y 0 + -
tá 
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16. Giải các phương trình cấp hai khuyết: 

Ì) xy" - y' = x 2 e x 

2) y"-;rrx(x~1)=ay|x=2=1' y'U=-1 

3)y" + 2y,(l-2y) = 0. y|x=0 =0, y'|x=0 =ị 

4)xy"-y' = x2lnx, y|x=1 =-1 y'|x=1 =-1 

5)yy"-y'2 + y'3 = 0 

6) y" 2 + y ' 2 = a 2 

17. Giải các phương trình vi phân : 

1) X (lnx - l )y" - xy' + y = 0, biết rang nó có một nghiệm riêng dạng 

y 1 (x ) = x a , 0C€ R 

2) (2x + l )y" + (4x - 2)y' - 8y = 0, biết rằng nó có một nghiêm riêng 
otx 

dạngy!(x) = e , a e R 
3) (x - l )y" - 6y = 0, biết rằng nó có một nghiệm riêng y j ( x ) có 

dạng đa thức 

4) (2x - x 2 )y" + (X 2 - 2)y' + 2(1 - x)y = 0, y ị ^ ị =0 , y " | x = 1 = Ì biết 

rằng nó có một nghiệm riêng yị(x) = e x. 

18. Giải phương trình (2x - x 2 )y" + 2(x - l )y ' - 2y = - 2 biết rằng nó 

có hai nghiêm riêng là y , (x) = Ì, y 2 (x ) = X. 

19. Giải phương trình 

x(x + l)y"+ (X + 2)y'- y = X + -
X 

biết rằng phương trình thuần nhất tương ứng của nó có một nghiệm riêng 
dạng đa thức. 
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20. Giải các phương trình : 

1 ) y . . _ y = _ £ l _ 2 )y" + 2y' + y = 3 e - x V T T Ĩ 

e x +1 

3 ) y " + y = t g x 4 ) y " + 5 y ' + 6 y = 7 ^ 2 7 

5) y"+y= ì lỊ~ • 
cos2xvcoszx 

21 . Giải các phương trình : 

U y " - 7y' + 6y = sinx 

2) y" + 9y = 6e 3 x 

3) y" - 3y' = 2 - 6x 

4) y" - 2y' + 3y = e - x cosx 
5) y" + 4y = 2sin2x 

6) y" + 2y' + y = 4 e - x 

7) y" - 9y' + 20y = x 2 e 4 x 

8) y" + 4y' - 5y = 2e x 

9) y" + 2y' + 5y = 2 x e _ x cos2x 

10) y" + y = x 2 cos 2 x 

' ^ l l ) y " - 3 y ' = e 3 x - 18x 

12) y" + y = cos 3x 

13) y" - 4 y ' + 4y = e 2 xcos 2x. 

1 4 ) y " - 2 y ' + ( l + a 2 ) y = ( l +4a 2 )cosax, y | x = 0 = 1 > y ' l x = o = 0 

Vi 5) ý" + 6y'+ 9y = xeax 

16) y" - (m + l )y ' + my = e x - X - 1. 

22. Giả i phương trình x 2 y" + xy' - 4y = x 2 lnx bằng cách đ ổ i biến số 
I 

x = e. 
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23. Giải phương trình y" - y' = e xcose x bằng cách đ ổ i biến số t = e \ 

24. Giải phương trình (x2 + l)y"+2xy'+ y =—}x - bằng 
X2 +1 (X2 +1)2 

' . . — TI TI 
cách đói biến sỏ X = tét, -— < t < —. 
2 2 
25. Giải phương trình (Ì + x2)y" + xy' - y = 0 bằng cách biến đổi 
biến số X = sht. 
2 2 * 

26. Giải phương trình X y" - 2xy' + (2 - X )y = 0 bang phép biến đói 
y 
hàm số phải tìm z = —. 
X 

27. Giải phương trình x2y"+ 4xy'+ (x2 + 2)y = —ỉ— bằng phép biến 

cosx 

đ ổ i y = ^ j . 

28. Đặt r = y[xĩ + y 2 + z 2 . Tìm hàm số (p(r) để cho hàm số u(x, y, z) 

<p(r) 

r 
thoa mãn phương trình 

a 2 u a 2 u a 2 u 
— T + + — T = 4u. 
3 x 2 à y 2 3z 2 

29. Đặt r = ^ + y2. Tim hàm số ọ(r) để cho hàm số u(x, y) = cp(r) 

d^u xy 
thoa mãn phương trinh —— = — , a là mót hằng số. 
ơxdy ra 

( ý y»> 
X, — ,— = 0 là phương trình 30. Người ta gọi phương trình có dạng F 

^ y y J 

vi phân thuần nhất cấp hai. Chúng mừih rằng có thể đưa nó về phương trình 
' , . f ỉ y' 
vi phân cấp một bằng phép biên đối — = z. Giải phương trình 

y 

yy"-y'2 + yy' + x2y2 = 0. 
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31. Tim nghiệm khai triển được thành chuỗi lũy thừa của phương 
trình vi phân 

(Ì - x 2 )y" - 2xy' + 2y = 0 

thoa mãn điều kiện y | x = 0 =0 , y ' | x = 0 =1 - Từ đó tìm nghiệm tổng quát 

của phương trình. 
32. Tim nghiệm khai triển được thành chuỗi lũy thừa của phương trình 

( l - x 2 ) y " - x y ' + | y = 0 
4 

thoa mãn điều kiện y | x = 0 = Ì, y j x = 0 = —. 

33. Giải các hệ phương trình vi phân : 

" 1 
y ' = 4y - 2z 
z' = y + z 2 ) l 

y ' = 3 y - 2 z 
z' = 2 y - z 

» 1 

y ' = y + 8z + e x 

z' = 2y + z + e~ 3 x 

y' = y + z - 3 , y | x = 0 

z' = -2y + 3z + l , z | x = 0 

= 0 

= 0 

5)< 
V = 1 - I 

z 
1 

7 — . _ ... 

6 ) , 
f y ' = y 

2y + 3z' 
z . _ z 

y| x=0 
zlx=o 

= 1 

= 2 
L, — 2y + 3z 

y| x=0 
zlx=o 

7) < z 8) < 
V - - 2 -

yz 
X 

z 

y 

9) < 
' ( z - y ) 2 y ' = z 

t ( z - y ) 2 z ' = y 
10) 

dx dy 

y + z z + x 

dz 

x + y 

34. Giải các hệ phương trình : 

» 1 

y ' = z - y 
[z' = - y - 3 z H 

y ' = 4 y - 3 z 
z' = 3y + 4z 
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dx 

dt 
dy 

—- = -X + y + z 
dt 3 

3) \^- = x-y + z 
át 
dz 
— = x + y - z 

Id t 3 

4) 

— = x + y 
dt y 

dy 
~r = -x + 2y + z 
di 

dz 
— = x + z 

Id t 

Đáp s ố 

1. 1) ln|xy| + x - y = c = c 

3) X = In 
- ỉ 

+ 2cosy + C 

xy 

4) 2sinx + ln tg^ = c 

V J V V 
5 ) t g i = C t g i + l 1 - t g ỉ 

2 V 2 A 27 

7 ) y = -
Ì 

- - X 
c - x 

2. 1) Vl + X2 +Vl + y2 =yfĩ + ỉ 

6) x + c o t g - — - = c 

8) ( x - y ) 2 = -2x + c 

371 

3) M ọ i nghiệm đều thoa mãn điều kiện ấy 

A\ _2(x2-l) + 4x 
4) y = -

2) y 3 = 3 a r c t g e x - — 
4 

l - x 2 + 2 x 

3. l)y2 + 2xy-x2 = C2 

3) y = ±xVl + C2x2 

5) X2 + y2 - 2Cx - c2 = 0 

2 ) l + 2 C y - C 2 x 2 = 0 

4) x(x2 + y2) - dy = 0 

y 
6) xycos—= c 

7) X 2 - 2 x y - y 2 + 2 x - 6 y = c ( Đ ặ t x = X + l , y = Y + 2) 

-2arctg-^-ặ 
8) e x-3 = C ( y + 2). 

4. X2 = C(2y + Q. 
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5. 1) y = 

In í X - - + V x 2 - : 
l 2 

V x 2 - X . .Vx 2 - : 

nếu X < 0 hoặc X > Ì ; 

c arcs in(2x- l ) n ^ ~ ^ i 
y = — + v nêu 0 < X < Ì. 

2) y = Cx + ( l + C ) - ; 
X 

4 ) y = ( l + X 2)(x + C ) ; 

3) y = e - x 

í l \ 
_ X 
c + — 

V 2 J 
, X 2 Ì 

6) y = 
l n ( x W x 2 + l ) 

V ỉ ? 

5) y = (x + l ) 2 l Y + X + Ỷ 

7) y 2 - 2x = Cy 3 (giải X theo y) 
+ 1 

8) y = Cx + x 2 a r c t g x - - l n ( x 2 + l ) ; 9) y = ^ x 2 l n x 

10) y = C x 2 + i r 3 / 2 

Cx3 

— + ln|x| + c 
V 2 

6. y = - 7 ặ = + ( 2 x 2 - l ) . 
+ 1 

7. y = x 1 + Je t 2 dt 

V Ì y 

8.1) y2 =c 1 + 7 
+ 6(x + l ) _ _ 8 _ ; 2 ) y 2 ( x 2 + 1 + C e x 2

) = 1 

3 ) y | ± l n x + - U c x 2 | = l ; 4) y = e" x 
Ì 
- e x + l 

Vi ) 
í 2 

5)x= -L— (giảixtheoy);6)- = Ce 2y -y2+2. 
y(ln|y| + C) X 

9. y = X 2 + 
x 3 - l 
c-x 
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10. y = 
x + 1 
2 

l i . 1) — + x + x y - ^ - + 3y = C ; 2) X 4 + 3 x 2 y 2 - y 3 = c 

3) In xy 
x - y 

= c ; 4) ln|x + y | — — = c 
?. + y 

Ì 
5) s i n ^ - - c o s - + x - - = C ; 6 ) x 3 ( l + l n y ) y = c. 

X y y 

12. l ) a ( x ) = e x ; y e x 

f 1\ 
= c ; 2 ) a ( y ) = - Ị - ; — + x 2 = c 

y 2 y 

( Y 
In A 

V c ) 

3) a(xy) = — ỉ — ; ^ l n 2 x + - í - = c. 
x 2 y 2 2 xy 

X2 

13. 1) y 4 = — - - ; 2) y = -xarctg 
c - 4 x 5 

3 3 3 t2 t4 

3)xy = C(x 3 + y 3 ) ; 4 ) x = t + r , y = — + 3 — + c 
2 4 

5) Phương trình Claừaut. Nghiệm tổng quát y = Cx +—. Nghiệm kì 

dị y = 4x. 

6) Phương trình Lagrange. Nghiệm tổng quát y = Cx + 
c + l 

Nghiệm kì dị (x + y ) 2 •+ 2x - 2y + Ì = 0 

1, (u + 1)2 2 u - ỉ 
7) x = - u + ^ l n \ " ' J / + V 3 a r c t g ^ " V * + c 

2 u 2 - u + l 4i 

y = 
u 3 + l 

y ' Ì 
(Tham số hoa phương ữ ình theo t = — , rói đặt u = - ) . 
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K 
14. 1) y = Ke p ; 2) y = -y 

X 
3) y = K(x2 + y2); 4) (x2 + y2)2 = Kxy 

2 Cx2 +1 

16. 1) y = ex(x - 1) + CịX2 + q ; 2) y =—(3x4 -4x3 -36x2 +72x + 8) 

3 ) y = 
Ì Ì / I \ A 

4)y 3 
lnx - — 

3 2 2(x + l ) 

5) y-Cj ln|y| = x + c2; 6) y = C2 ± acos(x + Cị) 

7) y = ± | ( x + C 1 ) 3 / 2 + C 2 . 

17. 1) y = C1x + C2ln|x| ; 2) y = c,e-2x +c2 

(2x + l ) 2 

3) y = C i ( x 3 - x ) + C 2 

_ 2 x - 1 
4) y = X - e 

, _ 2 2 . 3 x ( x 2 - l ) ĩ „ 
1-—x z + In 

2 

x + 1 

- 2 x 

x - 1 

18. y = C,X 2 + C2(X- 1)+ 1. 

19. y= —ln|x| + Cj(x + 2) + C2-U|. 
2 X 2 

20. Ì) y = —(X - ln(ex +1) + c,) -^(ex - ln(ex +1) + c2). 

2) y = e - x ( C , + C 2 x + | ( l + x ) 5 / 2 ) 

3) y = C| cosx + C 2 s i n x - c o s x l n tg - + -
1 2 4 

2Í 
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4) y = c,e 2 x + q e 3 x + - e _ 2 x ln(l + e 2 x ) + e - 3 x arctge 

5) y = CỊ COSX + C2 sinX - Vcos2x. 

ít IX ^ X 6x 5sinx + 7cosx 
21. 1) y = c , e x + Q>e o x + 

1 1 74 
Ì , 

2) y = Cị cos3x+ c 2 sin3x +—e J X 

3) y-Cj +c2e3x +x2 

4) y = e x (Cị cos%/2x + c 2 s i n V ĩ x ) + -—(5cosx - 4sinx) 

X 
5) y = Cị cos2x + C 2 s i n 2 x - —cos2x 

2 
6) y = (C, +c2x)e-x +2xVx 

7) y = cie

5x +c2e4x- - X 3 + x 2 +2x e 4x 

8) y = c , e x + c 2 e - 5 x + - e x 

1 3 
Ti 1 ^ 
9 ) y = e X ( C | cos2x + C 2 s i n 2 x ) + e~x - x c o s 2 x + - X 2 sin2x 

,Av„_r ~ . , X2 x2cos2x 4xsin2x 13cos2x 
10) y = c.cosx + Q,sinx + - — Ì — — + — — — + — — — 

2 2 6 9 27 
li) y = C1+C2e3x+-xe3x+3x2+2x 

Ì 3x 
12) y = Ci cosx + C i sinx-—-cos3x + —-sinx 

1 1 32 8 
13) y = e2x(Cị +C2X + -X2 --cos2x) 

14) y = cosax + 2a(ex - l)sinax 

, eax í ? x 

15) Nếu a * - 3 , y = (Cị + c 2 x ) e _ 3 x + X -
(a + 3 ) 2 V a + 3 j 
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Nếu oe = -3 , y = (Cị + c 2 x ) e - 3 x + — e _ 3 x . 

16) Nếu m ít 0, m * Ì, y = C j e x + c 2 e m x + 
1 - m 

-xe* -

N ế u m = 0, y = c , e x +c? + x e x + - — + 2x 
Ì Ì 2 

Ì -í 
Nếu ra = Ì, y = (C| +c7\)ex + — x z e x - x - 3 . 

2 

c7 + — I n 2 X - — l n x 22. y = ^ - + x: 

23. y = C I e x + C 2 - c o s e x 

16 

24. y = c • + c arctgx. 
1 + x 2 1 + x 2 4 1 + x 2 

25. y = C ị ( V l + x 2 + x) + C 2 ( V l + x 2 - x ) . 

26. y = x (C je x + c 2 e _ x ) . 

27. y = —r- (CÌ cosX + c 2 sinX - cos X Inlcos xi + Xsin x). 

28. (p(r) = C j e 2 r + C 2 e 

29. Nếu a * 2, a * 4, (p(r) = 

>-2r 

r 4-a 

( 2 - a ) ( 4 - a ) 
+ C j r 2 + c 2 

Ì 
Nếu a = 4, <p(r) = — - l n r + C j r 2 + c 2 . 

N ế u a = 2, (p(r) = - - l n r + C l r 2 + c 2-

-—+x 2-2x-c,e- x 

30. y = C 2e^ 3 

31. y = x ; y = C!X + C 2 i l n 
2 

1 + x 

1-x 
- Ì 
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32. y = l t ì x . i Ẫ 2 _ l 1 . . . . + ( _ 1 ) . - . 2 ĩ z i í ! l » . + . . . 
3 2 8 16 (2n)!! 

hội tụ trong khoảng —Ì < X < Ì. 

33. 1) y = c , e 2 x + 2C 2 e 3 x , z = c , e 2 x + c 2 e 3 x 

Ì X 
2) y = (Cị + c 2 x ) e x + - C 2 e \ z = (Cj + C2X)e 

3) y = c,e5x + C2e"3x - xe"3x 

2 2 8 2 8 

4) y = e 2 x(-2cosx + sinx) + 2 

z = e 2 x (-cosx + 3sinx) + Ì 

5) y = — — e - c ' x + X, z = c 2 e c > x 

c , c 2 

6 ) y = ệ + l , z = i + 2 

Ị Ị 
7 ) y " ( C 1 x + C 2 ) 2 ' Z _ 2 C , ( C l X + C 2 ) 

8)^ = C,,zy2-^x2=C2 

y 2 

9) y 2 - z 2 = C 1 , 2 x + ( z - y ) 2 = C 2 

10) — = c , , ( x - y ) 2 (x + y + z) = C2. 
y - x 

34. l ) y = (Cj + c 2 x ) e ~ 2 \ z = ( C 2 - C ị - C 2 x ) e - 2 x 

2) y = e4x(CịCOs3x + C 9sin3x), z = e ^ - C ị S Ì n S x + C2Cos3x) 

3) X = c,e l + c 2 e" 2 t , y = c,e l + c 3 e " 2 \ z = c ,e l - (C2 + c 3 )e" 

4) X = C je 2 t + c^ecost + c 3e tsint 

y = c ,e 2 í + C 3ecost - C2elsint 

z = c ,e 2 t - C3e lcost + c 2e lsint. 
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M Ụ C L Ụ C 

Trang 
Chương ì 

HÀM SỐ NHIỀU BIẾN s ố 
1.1 Khái niệm mở đầu 3 

1.1.1. Định nghĩa hàm số nhiều biến số 3 
1.1.2 Tập hợp trong R" 3 
Ì .1.3. Miền xác định của hàm số nhiều biến số 5 
Ì. Ì .4. Giới hạn của hàm số nhiều biến số 6 
1.1.5. Tính liên tục của hàm số nhiều biến số 8 

Ì .2. Đạo hàm và vi phân 10 
1.2.1. Đạo hàm riêng 10 
1.2.2. Vi phân toàn phần l i 
Ì .2.3. Đạo hàm của hàm số hợp 13 
Ì .2.4. Đạo hàm và vi phân cấp cao 16 
Ì .2.5. Hàm số thuần nhất 20 
Ì .2.6. Đạo hàm theo hướng. Građiên 21 
1.2.7. Công thức Taylor 24 

1.3. Cực trị 25 
Ì .3.1. Cực trị của hàm số nhiều biến số 25 
Ì .3.2. Giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số nhiều biến số 

trong một miền dóng bị chặn 28 
Ì .4. Hàm số ẩn. Cực trị có điều kiện 29 

1.4.1. Khái niệm hàm số ẩn 29 
1.4.2. Đào hàm của hàm số ẩn 33 
Ì .4.3. Định lí về hàm số ngược 35 
Ì .4.4. Cực trị có điều kiện 37 

Tóm tắt chương ì 43 
Bài tập 47 
Đáp số và gợi ý 52 

Chương li 
ỨNG DỤNG CỦA PHÉP TÍNH VI PHÀN TRONG HÌNH HỌC 

2. Ì. ứng dụng trong hình học phảng 58 
2.1.1. Tiếp tuyến cùa đường tại một điểm của nó 58 
2.1.2. Độ cong 5S 
2.1.3. Đường tròn chính khúc. Khúc tâm 6Z 
ĩ. ỉ Á. Đường túc bế. Đường thân khai 6: 
2.1.5. Hình bao của một họ đường phụ thuộc một tham số 6'. 

2.2. Úng dụng trong hình học không gian 6' 
2.2.1. Hàm vectơ 6' 

27. 
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2.2.2. Đường 70 
2.2.3. Mặt 73 

Tóm tắt chương li 75 
Bài tập 77 
Đáp số 79 

Chương UI 
TÍCH PHÂN BỘI 

3.1. Tích phân phụ thuộc tham số 81 
3.1.1. Trường hợp tích phân xác định 81 
3. Ì .2. Trường hợp tích phân suy rộng 84 

3.2. Tích phân kép 91 
3.2.1. Khái niệm tích phân kép 91 
3.2.2. Cách tính tíc' phân kép trong hộ trục toa đệ đề các 94 

3.2.3. Đổi biến trong tích phân kép l°l 
3.2.4.  ứng dụng hình học của tích phân kép 108 
3.2.5.  ứng dụng cơ học của tích phân kép 113 

3.3. Tích phân bội ba 117 
3.3.1. Khái niệm tích phân bội ba 117 
3.3.2. Cách tính tích phân bội ba trong hệ toa độ đề các 119 

3.3.3. Phương pháp đổi biến trong tích phân bội ba 122 
3.3.4. Trọng tâm của vật thể 126 

Tóm tắt chương III 128 
Bài tập 134 
Đáp số và gợi ý 139 

Chương IV 
TÍCH PHÀN ĐƯỜNG, TÍCH PHÂN MẶT 

4. Ì. Tích phân đường loại một 142 
4. Ì. Ì. Định nghĩa 142 

4.1.2. Cách tính 143 

4. Ì .3. Trường hợp đường lấy tích phân là một đường trong không gian 145 
4. Ì .4. Trọng tâm của cung đường ị 45 

4.2. Tích phân đường loại hai 146 
4.2.1. Định nghĩa 146 

4.2.2. Cách tính 148 

4.2.3. Công thức Green 150 
4.2.4. Điều kiện để tính tích phân đường không phụ thuộc đường lấy tích phàn 153 
4.2.5. Trường hợp đường lấy tích phân là một đường trong không gian 158 

4.3. Tích phân mặt loại một 159 
4.3.1. Định nghĩa 159 

4.3.2. Cách tính 160 

4.3.3. Trọng tâm của mặt 162 
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4.4. Tích phản mặt loại hai 
4.4.1 Định nghĩa 

4.4.2. Cách tinh 

4.4.3. Công thức Stokes 
4.4.4. Veclơ rôta 
4.4.5. Điều kiện tích phân đường trong không gian phụ thuộc 

dường lấy tích phân 
4.4.6. Trường thế 

4.4.7. Công thức Ostrogradsky 
4.4.8. Dive của một vectơ 
4.4.9. Toán tử Hamilton 
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Chương V 
PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 

5. Ì. Phương trình vi phân cấp một 
5.1.1. Đại cương về phương trình vi phân cấp một 
5.1.2. Phương trinh khuyết 

5.1.3. Phương trình với biến số phân li 
5. Ì .4. Phương trình thuần nhất 
5. Ì .5. Phương trình tuyến tính 

5.1.6. Phương trình Bernoulli 
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5.2.2. Phương trình khuyết 

5.2.3. Phương trình tuyến tính 
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5.2.5. Phương trình Euler 
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